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ПРЕДИСЛОВТЕ. 

Современная педагогическая литература по’ аналитиче- 
ской геометрии достаточно богата; не говоря уже о класси- 
ческихъ руководствахъ на иностранныхъ языкахъ: аНпол, 
Вног её Вопацее, Г.еЕЪиге 4е Еопгсу и др., мы и на русскомъ 
язык имфемъ рядъ прекрасныхъ самостоятельныхъ курсовъ 
Брашмана, Сомова, Фролова, Ващенко-Захарченко, Андреева. 
Издавая новый курсъ по аналитической геометри, необхо- 
димо сказать поэтому о немъ нфсколько словъ. Настоящая 
книга обязана своимь появлешемъ просв5щенному внима- 

но начальства института инженеровь Путей Сообщея 
къ научнымъ нуждамъ учащихся, проявляющемуся въ шед- 
ромъ доставлени средствъ къ издан руководствъ по чи- 
таемымъ въ институтЪ предметамъ. Особенную благодар- 
ность я долженъ выразить Его Превосходительству г. ди- 
ректору института Михаилу Николаевичу Герсеванову за 
внимане къ моему труду, выразившееся въ совфтБ допол- 
нить мое ‘руководство прибавлешемъ статей, хотя-бы и не 

‘излагаемыхь на лекшяхъ въ институтЪ, но могущихъ быть 
полезными для желающихъ ближе ознакомиться съ пред- 
метомъ. Слфдуя этому совфту, я ввелъ, при печатания 
моей книги, въ употреблене два шрифта; причемъ круп- 
нымъ шрифтомъ напечатаны статьи, обязательныя для изу- 
ченя по программЪ института, мелкимъ же шрифтомъ на- 
печатаны добавлешя, причемъ въ общемъ объем ихъ я 
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старался подойти къ программамъ, принятымъ въ высшихъ: 
спешальныхъ заведешяхъ Франщи. Что касается основной 
части моего курса, а именно, теорм лин и поверхностей 
второго порядка, то этой теор я придалъ новое изло- 
жеше, простоту и практическя удобства котораго я имфлъ 
возможность оцфнить при производств$ репетишй со сту- 
дентами института. Этотьъ новый способъ есть не что иное, 
какъ подробное примфнеше сокращеннаго способа, осно- 
ванное на извфстномъ преобразовании квадратичной формы 
при помощи выдфленйя квадратовъ линейныхь функшй, 

Д. Граве. 
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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЛЯ. 

Геометр1я двухъ изм$рен!й. 

1. Аналитическая теометр я имфеть своимь предметомъ изучене 
свойствь линй и поверхностей, основанное на опредфлен!и ихъ при 
помощи алгебраическихь уравненй, п даеть общий епособъ для р%- 
шешя теометрическихь вопросовъ при помощи алгебры. 

Сперва мы будемъ заниматься разсмотрёшемь плоскихь фигуръ, 

а потомъь перейдемь къ изученшю фигуръ въ пространств%. 
Въ основ аналитической геометри лежитъ предложенный Декар- 

томъ епособъ опредфлешя положеня точки на плоскости и въ про- 

странств# при помощи нфкоторыхъ чисель называемыхъ координатами. 

Прямолинейныя координаты. 

2. Начнемъь съ наиболфе простаго и употребительнаго способа 
опредфления положешя точки на 
плоскости: Задаются двЪ прямыя 
ОХ и ОУ, переефкаюцаяся въ нф- 

которой точк® О (см. черт. 1). 
Эти прямыя называются осями. 

Оси, продолженныя неопред®ленно 
ВЪ 00% стороны оть точки О дФлять 

плоскость на четыре вертикальныхъ 
тала. 

Положене всякой точки М въ 
одномъ изъ указанныхъ угловъ мо- 
веть быть опред®лено слфдующимъ 

омъ: 
Изъ точки М проводимъ дв прямыя МР и МО, параллельныя 

ОУ и ОХ. Пусть эти прямыя пересзкуть оси въ нФкоторыхъ 
1 

Черт. 1. 
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двухъ точкахь Ри ©, тогда мы получим на осяхъ два отрфзка 
ОРи 09. 

Относительно отр®зковъ можно замфтить, что ихъ длины опредф- 

ляются вполн® задавемъ точки М, но задан е дланы отрзковъ на 
осяхъ еще не опредфляеть вполн% соотвфтственной точки на плоскости. 

Вь самомъ дфл% пусть будуть заданы двЪ длины а и 6; найдемъ 
точку, для которой отр№зками на осяхь ОХ и ОУ были бы задан- 
ныя длины аи ф. Для указанной пли отложимъ по 06% стороны 

точки О на оси ОХ отрзки ОР и ОР’ равные а, точно также на 
оси ОУ два отрёзка ОО и ©’О равныхъ 6 (см. черт. 2). Полу- 
чаются четыре точки Р,Р’ @, ©', черезь которыя проводимь 

прямыя, параллельныя осямъ; эти 

прямыя образуютъ параллелограмь 
М М! М' М" въ вершинахь ко- 
тораго лежать точки М, М', М", 
М" съ одинаковыми отрЪзками на 

осяхъ: съ отрёзкомъ равнымь а на 
оси ОХ исьотрЪ®зкомъ 6 наоси ОУ. 

Итакъ, мы видимъ, что поло- 

жене точки не опред% ляется вполн® _ 

длиною- двухъ отрзковъ на, осяхъ. 
Каждой парф отрзковъь соотвЪт- 
ствуютъ четыре точки въ разныхь 
вертикальныхь углахъ. 

Для того чтобы опредфлить положеше точки на плоскости вполн%, 

необходимо кром задавя длины отрёзковъ на осяхъ прибавить вся- 

&Й разъ, въ которомъ изъ вертикальныхъ угловь лежить точка. 
Для избфжашя указаня угла, подобно тому какъ дфлается въ 

тригонометр!и, присоединяють къ отрфзкамъ на осяхъ знаки плюсь 
или минусъ. 

Вь каждомъ вопросф на осяхъ выбираются разъ на всегда по- 

ложительныя направленя. 
Условимся во вефхъ нашихъ дальнфйшихь разсуждешяхъ на го- 

ризонтальной оси ОХ выбирать направлеше оть точки О направо, 

положительное же направлене оси ОУ вверхъ оть оси ОХ. 
Если отрфзокъ ОР точки М (см. черт. 2) лежить съ положи- 

тельной стороны оси относительно точки О, то принято присоеди- 

Черг. 2. 
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нять къ числу, выражающему длину этого отрзка знакъ + и на- 
оборотъ, если отрёзокъ лежить на отрицательной сторон% оси, какъ 
это имфеть мфсто, напр. относительно точекь М’ и М", тогда при- 
соединяють къ длин отрЪзка знакъ минусъ. Тоже самое, производится 
надъ отрзками на оси ОУ. Длины отрфзковь съ приписаннымь къ 
нимъ тфмь или другимь знакомь представляють т количества, при 
помощи которыхъ мы будемъ опредфлять положене точки на плоскости. 

3. Длина отрзка на оси ОХ для нФкоторой точки М, взятая 

съ соотвфтственнымь знакомъ, называется обыкновенно абсииесою 

точки М и обозначается буквою 2; длина же отр№зка на оси ОУ, 
взятая съ соотвФиственнымь знакомъ называется ординатою точки 
и обозначается буквою у. 

Количества 2 п у называются ирямолинейными координатами 
точки М. Оси ОХ и ОУ называются осями координатз: первая 

осью х-овъ, а вторая осью у-овъ. 
Точка О называется началомь координатъ. 
Если уголъ, составаяемый осями коорданать прямой, то коорди- 

налы называются ирямоушльными, въ обратномь случа система 
координать называется косоушюльною. 

4. Покажемъ, какъ по заданному положению точки № на плос- ̀  
кости найти координаты этой точки. 

Для удобства, углы образуемые осями координать будемъ назы- 

валь 1, 11, И, ТИ, причемъ счеть угловъ будемъ производить въ 

сторону обратную движению часовой стрфлки, начиная съ угла обра- 

зованнаго положительными направлен1ями осей. 

1) Возьмемъ точку № въ первомь углЪ 7. Проведемь черезъ 
точку № прямыя МР, МО параллельныя осямъ, тогда мы замф- 

тимь, что въ первомъ угл% 00% координаты положительны 

1 = + ОР, у= + 00 (см. черт. 3). 

2) Если точка М’ будегь взята во второмъ угл 11, то ея 

абсцисса будеть отрицательна, а ордината положительна 

д' = ОР, у =- 00". 

_ 8) Если точка М" будеть взята въ третьемъ углф 111, 10 ея 00% 
координаты отрицательны 

а" = — ОР, у" = — 06". 
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4) Наконець, если возьмемъ точку М"” въ четвертомъ угл 1Т, 
то абецисса ея положительна, а ордината отрицательна 

2" = + ОР", у" те 00". 

5. На обороть, если заданы координаты точки, то мы легко най- 
демъ положеше самой точки на плоскости. 

Въ самомъ дл, пусть будуть заданы координаты #=-2; у=—3. 
Для построевя точки соотвфтетвующей заданнымъ координатамь по- 
ступаемь слфдующимъ образомъ (ем. черт. 4). Откладываемь на оси 

2-овъ отрзокь ОР равный двумъ единицамь длины, причемь отрф- 

те 

Черт. 8. Черт. 4. 

Зокъ этоть откладываемъ направо отъ начала координатъ, ибо абецисса, 

искомой точки положительна (2 = 2) далфе черезъ точку Р’ про- 

водимъ прямую, параллельную оси ОУ и на этой прямой отклады- 
ваемъ отъ точки Р отрёзокьъ МР равный тремь единицамъ длины, 

этоть отрфзокъ откладывается внизъ оть точки Р, ибо ордината 

искомой точки отрицательна. 

Сказанное построене даеть окончательно одну вполнф опредф- 
ленную точку М въ четвертомь угл, координаты которой будуть 
= и у=— 3. 

Точки съ координатами 2 =а, у=6 будемъ обозначать для крат- 

кости символомъ (а, 6). 
Подобнымьъ образомъ мы построимъ точку по заданнымь коорди- 

натамъ, тдЪ бы ни лежала точка на плоскости, однимь словомъ, мы 
можемьъ сказать, что положеше точки на плоскости опредфляется 
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вполнЪ ея координатами. Итакъ, мы видимъ, что координаты точки 
суть нфкоторыя длины, взятыя съ тёмъ или другимъ знакомъ, при- 
чемъ условились при умножени координать пользоваться тёмъ пра- 
виломъ знаковъ, которое употребляется въ алгебр% при перемно- 

женши положительныхь и отрицательныхь количествъ, другими сло- 
вами, условились считать координаты точки количествами алгебраиче- 
скими и производить надъ ними вс№ дфйстыя алгебры. 

Задачи. 

1. Центръ правильнаго шестиугольника взятъ за начало координать, поло- 
жительныя направлешя осей ндутъ отъ центра къ двумъ рядом лежащим вер- 
шинамъ. Принимая сторону шестиугольника за единицу длины, написать коорди- 

наты вебхъ его вершинъ. 

Отв. (41,0), (0-51), 1-0, (190), 0,—№, 1—1. 

2. Построить точки, имфюцце координаты 

(-+ 1,0), (- у) $ ИВ) (— 1,0), ( ых 

ыы =>, 

предполагая оси координать прямеугольными. 

Отв. Точки лежать въ вершинахъ правильнаго шестиугольника. 

Разстоян!е между двумя точками. 

6. Приложимъ сказанное къ нахожденйо разстоянйя между двумя 
точками на плоскости, положеше 
которыхъ задано ихъ координатами. У 

Пусть заданы дв® точки М я М' 

(см. черт. 5) и пусть координаты 

точки М будуть 2 и у, & для 
точки М' нфкоторыя друпя дв ко- 

ординаты 2’, у’. 
Для опредфленности предполо- 

жимъ, что 00% точки М и М' взяты 
въ первомь угл такъ, какъ это 
указано на чертеж (см. черт. 5). 

Проведя черезь точки Ми М Черт. 5. 

прямыя МР и М'’Р’' параллельныя ы 
оси ОУ до пересфчен!я съ осью ОХ въ точкахъь Ри Р’, мы получимъ: 



1=- ОР, у= - МР, х' = + ОР, у=- МР, 

Проведя черезь точку М прямую параллельную оси ОХ, полу- 
чимъ треугольникь МММ’, ж стороны котораго параллельны 
осямъ координатъ. 

Изъ треугольника М ММ’ получимь 

№ММ' = М № УМз—2ММ.ММ сз МММ! (1) 

Обозначимь уголь между положительными направленями осей 
черезь 0, такъ что будеть / ХОУ=8, откуда с05 М ММ’ = — 0080 и 
формула (1) обращается въ слФдующую: 

МИ = И № ММ?--2 ММ.ММ' 6086 (1) 

Остается показать, какъ найти стороны ММ№и М№М.. Мы зам}- 
чаемъ, что 

ММУ= РР! = ОР'—ОР= + ОР! — (+ ОР) = — хз; 

точно также 
М'У=М!'Р'— МР! = - М'Р' МР 

- М'Р' — (+ МР) =у'—у 

Откуда получимъ: 

ММ! = (х' — ж)з-н (у’ — у) 52 (4—2) (9'— У) 6030. 

Для получешя искомаго ‘разстолня ММ’ остается извлечь ко- 
рень квадратный; причемъ, такъ какъ всякое разстояне есть необхо- 

димо величина положительная, то передъ корнемъ надо поставить 
знакъ плюсъ, что даеть окончательно слфдующую формулу (2) 

ИМ! = + У — «(уу — 4) (у — 9) 6090. 

Формула (2) не измЬнится, если мы въ ней вмфето того, чтобы 
вычитать изъ координать точки №’ координаты точки М, будемъ 
вычитать наобороть координаты точки М’ изъ координатъ точки М, 

другими словами, тоже самое разстояше можеть быть написано еще 
такъ: 

ИМ' = -У(&—2') + (у—у) 2—2) 9—9) 003%, 

7. Покажемъ, прежде всего, что формула (2) будетъ имфть м%ето, 
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бы ни были взяты на плоскости точки Ми М'. Раземотримъ, 
„ случай, когда точка М’ находится въ первомъ угл, а 
М вь третьемъ, 

Проведя черезъ точки М и М’ прямыя МР и М’Р' параллель- 
ныя оси ОУ до пересфченя съ осью ОХ вь точкахь Ри Р’, по- 

„лучимь для точки М координаты: * 

2—=— ОР, у=— МР; 

координаты же точки М’ будуть 

а ОР', у=- РМ. 

Проведя черезъ точку № прямую ММ, параллельную оси ОХ, 

получимь треугольникь МММ", изъ котораго будемъ имфть 

М М? = М № УМ 3 ММ.ММ: 6086 

Остается найти ММ и М’М (см. черт. 6). 

ИМ = РР=ОР--ОР' = + ОР! (ОР) =+—х 

ИМ =РМ'-РУ=-РМ-РИ =-РМ'—(—=РМ) = 

Ру 

Отсюда мы видимъ, что для разстояня двухъ точекь получится 
опять формула (2), которая будеть, 

слфдовательно, имфть м$сто всегда, 

какъ бы ни были заданы точки на 
плоскости. 

8. Если обф точки Ми М' 

лежать на прямой параллельной 

оси ОХ или же на самой оси ОХ, 

то ихъ ординаты у и У’ равны 

между собой и для разстоянйя ихъ 
мы получимъ формулу 

МИ == (5—1) 

Знакъ надо ставить тоть, при 

которомъь получается положительное число, напр., + (+2— 1), 

—(2— 3). 
Точно также, если точки лежать на прямой параллельной оси ОУ 

Черт. 6. 
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или на самой оси ОУ, тогда х=4 и формула (2) ириметь видъ 

ИМ' == (у—у). 
Если одна изъ точекъ, напр. М’, совпадаеть съ началомъ коор- 

динать, то ея 06% координаты равны нулю #'=0, у=0. 

Разстояще точки М (2, У) оть начала координать выразится 

формулой: 
ОМ = уу 22ус086. 

Если оси координать прямоугольныя, то 6050 =0 и разстояше 

между двумя точками опредфляется по формул: 

МИ = -у( —=)-(у—у). 

а разстояве оть начала координать до точки М по формул: 

0И= +уяку. 
8. Для примфра найдемъ разстояне между точками 

М (+ 2, у 3); М’ (#=--4, у=-7), 

причемъ уголь между осями координать 8 = 60°. 

Принимая въ соображене, что 6030 = с05 60°—=_, мы по- 
|-> 

лучаемъ: 
ИМ' = 

Иер Сеара) С 
= + И #10 6.10 = +36 -+ 100-60 = +-/196 =14. 

Задачи. 
1. Координаты вершинъ треугольника суть 

СЬ—5), С Ь-7, С 12, +7. 

Предполагая оси координать прямоугольными, найти длины сторонъ этого 
треугольника. 

Отв. 11, 13, 20. 

2. Выразить, что разстояве точки (2, У) до точки (1, 2) равно 3. 

тв. (2 — 1) + (у— 2) =9. 
3. Выразить, что точка (2, у) одинаково удалена отъ точекъ (1, 2), 

(—1,- 1). 

Отв, (2—1)? (у— 2) = (2+1) (У—1, паи 4х + Зу = 3. 
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4. Найти точку равно удаленную отъ трехъ заданныхъ точекъ, 

(2, — 1), (— 1,0), (3, — 1. 
51 вы, (8.1) 

5. Показать, что формула (2) даеть для разбтояня двухъ точекъ всегда ве- 

щественный результатъ. 

Отв. Эта формула можеть быть написана такъ: 

им =-И ое" — 2) +9) р-н зи" Зея) 1 

10. По координатамъ двухъ точекъ найти координаты точки, дф- 
лящей разстояне между этими точками въ отношени т: я. 

Пусть будуть заданы точки М" (2, У) и М" (2', у’), тре- 
буется опредфлить координаты (2, У) точки М, лежащей на прямой 
М'М’ между точками М’ и М’ и дёлящей разстояе М'М"” на 

двф части ММ'и ММ’, находяцяся въ отношени т: я, то есть: 

т:п= МИ’: ММ'=РР': РР. 
или 

т: п = (2" —2):(1—4') 

(ем. черт. 7), 

изъ этого уравненя получимъ: 

тж’ -н их" 

ти 
= 

Подобнымъ же образомъ найдемъ 

Черт. 7. 
Отсюда легко замфтить, что ко- 

ординаты средины лини, соединяющей дв% заданныя точки 

(и, 9") и (2", у") 
будуть 

я уу 
тиви 
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Прямая лин!я. 

11. Основная теорема. Какъ бы ни было задано положене 
прямой на плоскости, координаты всфхъ точекъ, лежащихь па ней 

удовлетворяють нфкоторому одному уравнен!ю первой степени, общему 
для вефхъ точекъ заданной прямой. 

Для доказательства теоремы разсмотримъ всф возможные различные 
случаи положешя прямой на плоскости. Возьмемь первый простВйпий 
случай, когда прямая совпадаеть съ осью х-овъ; тогда, если мы бу- 
демъ разсматривать рядъ точекъ на прямой М, М’, М", то полу- 
чимь (см. черт. 8) для точки М координаты: 2 =-= ОМ, у=о; 
для точки М’ координаты: 2== ОМ, у=0; для точки М" координаты: 

4' = — ОМ', у’ =0. —Однимъ словомъ мы видимъ, что какъ бы ни вы- 

ра 

Черт. 8. Черт. 9. 

бирали точку на оси ОХ всегда ордината у такой точки удовлетворяеть 

уравнению у=о. Такимъ образомь мы видимъ, что теорема спра- 

ведлива для случая, когда прямая совпадаеть съ осыюо ОХ. Подоб- 
нымъ же образомъ мы замфтимъ, что, если прямая совпадаеть съ 
осью ОУ, то абецисса х точекъ лежащихъ на ней будеть удовле- 

творять уравненю х=0. 
12. Такъ же просто разсматривается случай, когда заданная 

прямая параллельна одной изъ осей координать. 

Раземотримъ случай, когда прямая параллельна оси ОХ. Обозна- 
чимъ черезь © ординату той точки, въ которой заданная прямая пе- 

рес®каеть ось ОУ. Для всякой прямой Г,, лежащей выше оси ОХ 
ордината $ положительна и равна (см. черт. 9) + ОВ; наобороть 
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прямой //, лежащей ниже оси ОХ, ордината 6 отрипа- 
= равна — ОБ’. 

мы раземотримь на прямой Г рядъ точекъ М, М’, М....., 

в что ординаты этихъ точекь у= = РМ, у=- РМ, 

У—=--РМ,,... равны между собой т. е. мы получаемъ 

у=у=у =... = -0В=% 

Откуда мы видимъ, что вс эти ординаты удовлетворяють уравненю 

ув: 

Такому же уравнению будуть удовлетворять ординаты точекъ, ле- 
жащихь на прямой //, съ тою лишь разницею, что для послфдней 

прямой число 6 будеть отрицательное, равное — ОВ’. 
13. Для прямыхъ параллельныхь оси ОУ получается результать 

аналогичный. 

Еели прямая Г (см. черт. 10), параллельная оси ОУ, пересф- 
каеть ось ОХ съ положительной стороны въ нфкоторой точкё А, 

т’ за Г 

Черт, 10. Черт. 11. 

тотда мы замфтимь, что всё точки М, М", М',..., лежалщя на этой 
прямой имфють общую абсциссу + ОА и, слфдовательно, получимъ 
уравнен!е 2=-н 0.4, которому удовлетворяють абециесы точекъ, ле- 

жащихъ на заданной прямой /›. Если прямая //, параллельная ОУ, пе- 
ресфкаеть ось ОХ съ отрицательной стороны въ н$которой точкВ 4, 
тогда получимь уравнеше 2 = — Од’. —Однимь словомь, мы замф- 
чаемъ, что если обозначить черезъ а абециссу точки, въ которой 
прямая параллельная оси ОУ пересфкаеть ось ОХ, то получится 
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уравнеше 2=а, которому должны удовлетворять абециссы точекъ, 
лежащихь на подобной прямой. 

14. Обращаемся теперь къ случаю, когда заданная прямая про- 
ходить черезь начало координатъ. Предположимъ сначала, что за- 
данная прямая лежить въ первомъ и третьемъ углф (ем. черт. 11). 

Возъмемь на прямой рядъ точекъ М, М’, М',... Проведя черезъ 
точки М, М', М’ прямыя МР, МР’, М*Р",... параллельныя оси 
ОУ, получимъ, координаты точекь М, №, М’... 

2= ОР [ВОР [== — ОР" 
И... у= + МР} М’... у=-= МР М: "= — РМ" 

Изь треугольниковь ОМР, ОМ'Р’, ОМ'Р” получимъ 

РМ РМ РМ т РОМ 

ОР ОР’ ОР зтОМР 

Обозначая уголь РОМ составляемый прямою Г съ осью х-овъ 
черезь а, а уголь между осями координать ХОУ черезъ 8, получимъ, 

т РОМ 5т а та 
зт ОМР_ зт МОУ ят (1—а) 

Уголь а заданъ, уголь 6 также извфстенъ; слфдовательно, дробь 

т а 
#0 есть нФкоторое извфетное число, которое обозначимъ че- 

резъ а, тотда получимъ 

- РМ _ -РМ _ —Р'И' 
ОР: 0 ЕО“ 

Подставляя сюда координаты точекъ М, М', М",... будемъ имфть 

Уват Ут 
ар а 

Отсюда, видимъ, что координаты любой точки на заданной прямой 1 

удовлетворяють уравненю 

Зы = мои оЕтяиЕ «(0 
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зторое, по умножеши на х обращается въ слфдующее 

у = 4х. 

Послфднее же уравнеше есть 

травнене первой степени отноеи- 
тельно 2 и у. 

15. Раземотримъ теперь прямую 
1/, проходящую черезъ начало ко- 

ординать и лежащую во второмъ 
и четвертомъ углахъ. 

Обозначимь черезъ =’ уголь со- 
ставленный прямою 1/ съ осью ОХ. 

Возьмемь на прямой Г/ рядъ 
точекь М, М', М’ (см. черт. 12), координаты этихь точекъ будут: 

р=6ОР , [х=-0ОР., [|= — ОА 
М: |“=—РИ №... и=— РМ М и = 5 РМ 

Изь треугольниковь ОРМ, ОР'М', ОР’М" получимь: 

Черт. 12. 

МР ИР 3 И"Р" `зт МОР: &т @ 

ОР ОР! ОР’ зтОМР` зт(180—0Ь—а) 
_ 8 а 
— ят (6+) 

Обозначая извфстное число 8 6-А черезъ а’, получимь про- 

порцио 

Ра еРЫМ" МР 
заб: ворот ОР о 

Подставляя сюда координаты точекь М, М’, М", получимъ 

9 

откуда заключаемъ, что координаты точекъ, лежащихъ на прямой 1 
удовлетворяють уравненйо 

ОМЕН 

которое, по умножеши на 2, обращается въ уравнеше первой степени , 

у=— ах 
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16. Покажемъ, что уравнеше (2) прямой 1/, лежащей во-вто- 
ромъ и четвертомь углахъ, можеть быть приведено къ виду одина- 
ковому съ видомъ уравненя прямой, проходящей черезъ углы, нер- 
вый и тремй. 

Мы достигнемъ сказаннаго, если условимся отсчитывать уголь е по- 
добно тому, какъ это дфлается въ тригонометрия: мы будемъ считать 
уголь а положительнымь, если ось ОХ должна двигаться вокругъ 
начала координать въ сторону обратную движенио часовой стрфлки, 

для того чтобы совпасть съ прямою /› и наоборотъ если уголь бу- 

деть откладываться въ сторону движеня часовой стрфлки, тогда мы 
будемъ уголь считать отрицательнымь, т. е. приписывать къ а6ео- 
лютной его величин знакъ минусъ. 

Обращаясь къ случаю прямой // мы замфчаемь что уголь © для 
этой прамой отрицательный и равенъ — а’, слфдовательно, «= — а’, 

или что одно п тоже а’ = — о. Подставляя это значене для а’ въ 

выражене а’, получимъ 

Е 57 т (—«) т а 
зт (0-=а') эт (6—2) вт (@—а) 

Уравнеше (2) обращается такимъ образомь въ слфдующее 

9 т а у 3. ь 
д зт (6—2) 

М, (см. 14). 

17. Обращаемая наконець къ 

общему случаю, когда прямая за- 
лана на плоскости какъ нибудь. 

Если прямая не параллельна 
ни одной изъ координатныхь осей 

и не проходить черезь начало ко- 
ординать, тогда ея положеше мо- 
жеть быть задано двумя точками 
пересфченя А и В съ осями коор- 
динать ОХ ин ОУ. ВмЪфсто одной 

изъ точекъ, напр., вместо точки А можеть быть заданъ уголь х, ©0- 
ставленный прямою съ осью ОХ, положене же точки В задается ея 
ординатою © (ем. черт. 13). Проведемъ черезъ начало координать 
прямую { параллельную заданной прямой /.. 

Черт, 13. 
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Будемь разематривать пары точекъ (М, №), (М', №), (М’, №) 

лежащихь на прямыхь Г и Ги имфющихь общия абециесы (см. 

черт. 13) координаты этихъ точекъ будуть 

` = ОР |# = — ОР! = =— ОР! Му РМ № и Ри М"... у’ = — РМ" 

Ш ОР (4. =— ОР а. =—0Р” 
Ч"... = РМ №... |", о рм М"... |" РМ" 

Имфя въ виду, что 6 = ОВ, получимъ 

9", —=2,... 

у. == РМ =- РМ — ИММ=-- РИ-ОВ=-+- РМ 

—(+08) =у—6 

(== РМ (М'\М'—Р'М)=--РМ—М'М=-М'Р'- 

— (+08) =у—6 

у =— РМ" = — (РМ -- М"М) == Р"М"— 

— №№ =— РМ" — (+ 0В) =у—6. 

'Итакь, мы замфчаемь, что координаты 2, у точекь М на пря- 
мой 1, связаны съ координатами 2,, у, соотвфтетвенныхь точекь № 
на прямой 7 уравненями 

И =уУ—6, 4, =2. 
Координаты 2, у, точекъ на прямой { проходящей черезъ на- 

чало координат на основан предшествовавшихь замфчан!й удовле- 

творяють уравнен!ю. 

аа д, =— и 

та 
ТВ “= та) ‚ отсюда мы замфчаемъ, что координаты точекъ, 

лежащихь на прямой 1, будуть удовлетворять уравненю 

у— 6 
—- Е ЧЕ 

Случай, когда заданная прямая пересвкаеть ось у-овъ съ отри- 
цательной стороны, какъ это имфеть м®сто для прямой 1/' (см. черт. 13) 
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даеть то-же самое уравнеше (3), только ордината 6 точки В’, въ ко- 
торой прямая // пересфкаеть ось ОУ, отрицательна. 

Мы разсмотрфли такую прямую №, для которой параллельная 
прямая # проходить въ первомь и третьемь углахь, Для случая 
обратнаго, т. е. когда прямая { лежить во второмь и четвертомь 
углахъ, получается то-же самое уравнеше (3), только число а стано- 
вится отрицательнымъ. 

18. Уравнеше (3) можеть быть переписано въ такомъ видф 

у=аж-в 

.- и предетавляеть еобою нФкоторое уравнеше первой степени относи- 

тельно координать 5 и у. 

Итакь, мы видимъ, что и вь разобранномь общемь случав по- 
ложешя прямой на плоскости координаты точекъ, лежащихь на ней, 

удовлетворяють нфкоторому уравнению первой степени. 
Ве вышеприведенныя разсужденя доказывають внолн® предло- 

женную основную теорему. 
19. Обратная теорема. Веякое уравнеше первой степени: 

Аж-- Вун(=0 (1) 

опредфляеть н®которую прямую на плоскости. 

ими словами теорема можетъ быть высказана такъ: какь бы 
ни,быши заданы кооффищенты А, В, С уравнешя (1), всегда’ су- 

ществуеть нфкоторая прямая, координаты точекь которой удовлетво- 
ряють уравнению (1). . 

Если уравнеше (1) содержить одну только координату, что бу- 
деть очевидно, тогда, когда одинъ изъ коэффишентовь А, В равенъ 
нулю; тогда уравнеше (1) принадлежить или прямой параллельной 

одной изъ осей координатъ, или самой осн. 

Поэтому остается доказать теорему для уравненйя содержащаго 

00 координаты, т. е. когда оба коэффищента А и В не равны 

нулю и будуть нфкоторыми положительными или отрицательными 
числами, а С’ какое нибудь число или нуль. 

Р%шая уравнене (1) относительно у, получимь 

А [# * 
ЕВЕ 



о =. 

Въ самомъ дЪлЪ, уголь ат новыми осями есть В — х. Углы, 
составляють съ осью › старыя оси Ох, Оу суть 

тт (8 — а) 

за (— 2) —= узт (6 — а) * 

Вуз ( (=. 
тва 

_ — хата --узт (0 — а) 

№ зат (В — 1) 
- 41. оы 5 ‘нами формуль (*) легко выписать фе. 

хъ частныхь случаевъ. 

1} Новыя оси координать прямоугольны. Вь этомъ ых 

вые 
ю, въ формулахъ (*) надо поставить КС 

ь аа У 

Е. 
получимъ $ 

Х зт (8 — )-- Уз. =) _ 

870 

_ Хай 0—фа= Уз 0—9), 
зт 0 

Хата Узи (+= 5) Хата Ува > 
у= ——_ = 

82 0 д т 0. -* 

5 сы ат 

2) ея оси координать важен Въ этомъ случа — 

= ь 
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и формулы (*) обращаются въ елбдующия 

2% =Х 608 а -+ У 6088, 

у = Х зта + УзтВ. 

3) 06% системы прямоугольны. Въ этомь случа® надо положить 

п п = и Ва 

Здфсь знакь -- соотв№т- 

ствуеть тому случаю, ког- 
х’ ла вращешемъ вокругъ на- 

$ чала  коорданать старыя 

Г) -Х оси координать могуть быть 
совыфщены съ новыми (см. 
черт.27) изнакъ — въ обрат- 

номъ случа (см. черт. 28). 

Формулы преобразован:я одной прямоугольной системы ‘коорди- 
нать въ другую также прямоугольную суть сл$дуюцщйя 

Черт. 27. 
Черт. 28. 

1 =Х 003 а-=- У зтя 

у =Х зта--У 03а 

3. Общее преобразоваше координата. 

42. Раземотримь наконець общ случай, когда измфняется и 

начало координать и направлеше осей. Положеше новыхъ осей 

ОХ и ОУ опредфляется координатами а, 6 новаго начала О’ и 

углами я и В, которые образують положительныя направленя этихъ 

осей съ положительнымь направлешемь старой оси Ох. Чтобы вы- 
разить старыя координаты 2, у вь новыхь Х и У введемь въ 

разсмотрфве вспомогательную координатную систему х’Оу’, начало 

которой совпадаеть съ началомь новой системы ХОУ, а оси парал- 

лельны старымь ОХ и ОУ, тогда, называя координаты точки отно- 

сительно этихъ впомогательныхь осей черезъ 2’, У’, получимъ на 

основав сказаннаго. 

д=а--х, у=б-+у. 
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На основанши же формуль $ 40, получимъ 

_ Ха (6—2) + У 5% 0—8) 
вв — 

уе _Х зта-- УзтВв 
50 * 

отсюда получаемь искомыя общия формулы для преобразован!я одной 
прямолинейной системы координать въ другую 

Х т (6—«) + У зт (0—8) 

р 

д=а- 
т 0 

Х зта-- У тв 
= АА. 

5 0 

43. Для приложеня выведеяныхь нами формуль преобразуемъ 
выражеше для квадрата разстолн!я точки оть начала координать 

у 214 с08 0 

къ новымь координатамь Х, У, оси которыхъ составляють съ осью 
2-овъ углы а, В, начало же остается тоже самое. 

Воспользуемся формулами 

2 8% 0 = Х эт (0 —а)-- У зт (6—8) = 

=Х (5%0 с03а — с080 зто) + У (870 с08 8 — 6080 т В) = 

= $9 (Х с08а-+ У 6038) — с080 (Х зта-н У 8%) = 

= 8 6 М — с088 №, (1) 
тд 

М =Х в0за-+ У 6033, М =Х эта-- У зтВ 

у тб = Х зта-- У зтВ = М (2) 

Итакъ, воспользуемся формулами (1) и (2) 

5020 (22 - уз -+ 259 6080) = (М®-н №) эйр 0, 
откуда 

дн у? 224 6088 = М № = 

= [Х 608 а-- У 6058 -н [Х зта-- У зи] = 

= Х№-- Уз 2ХУ. [60а со8В-= зто т 8] = 

= Хз-+ Уз ХУ. 008 (В—а) 
4* 
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Такъ какъ уголь 8— < есть уголъ между новыми осями, который 
мы можемъ обозначить черезь 9, то мы получимь 

27 у?-- 229 6058 = Хз-- Уз + 2ХУ (080. 

Полярныя координаты. 

44. Положене точки М можеть быть опредфлено при помощи 
длины 7 разстояшя ОМ точки М оть начала координать и угла о, 

составляемато прямою ОМ съ осью ОХ (см. черт. 29). 

Величины /` и ® носять назваше иолярныхе хоординать точки М, 
” называется радёусомз вектором точки, точка О—полюсомв, а пря- 
мая ОХ полярною осью. 

Опуская изъ точки М перпендикулярь МР на ось ОХ, полу- 
чимь прямоугольныя координаты точки М; 

%=0Р, у РМИ. 
'Изь прямоугольнаго треугольника ОМР 

получимъ 

д=0Р=ОМ 0$ МОРЕТс08° 

Черт. 29. у=РМ =ОМ т МОР=г то 

Итакъ, преобразоваше прямоугольныхь координать въ полярныя 
производится при помощи формуль 

%= 1 608%, у=гзто. 

Обратное преобразоваше совершается по формуламь 

9 = У у, о= ау =. 

Геометрическ1я мЪета. 

45. Геометрическимь мфстомъ точекь называется совокупность 
точекъ, обладающихъь н%®которымъ общимъ для везхъ этихъ точекъ 

свойствомъ. 

Такъ напр., окружность круга есть геометрическое м%сто точекъ, 
равно удаленныхъ оть нфкоторой точки называемой центромъ. 
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Точно также, полученную нами основную теорему о прямой ли- 
и можно высказать такъ: прямая линя есть геометрическое м%сто 

точекъ, координаты которыхъ удовлетворяють н®которому уравненйо 
первой степени 

Аз-- В+ =0. 

Часто бываеть возможно непосредственно выразить указанное свой- 

ство точекъ геометрическато м%ста при помощи алгебраическихъ зна- 
ковъ и получить такимъ образомь нфкоторое уравнеше. Это уравне- 
ве называется уравненшемъ геометрическаго мфета. 

Пояснимъ сказанное примфрами. 

46. Задача. Найти геометрическое мфсто точекъ равно отетоя- 
щихъ оть двухъ заданныхъ. 

Пусть координаты заданныхь точекъ М, и 

М, будуть: М, (2, 9,), М, (т,, у,). Координа- 
ты же точки М, принадлежащей къ искомому 

теометрическому мфету, (2, у) (ем. черт. 30). 

Услове задачи можеть быть выражено равен- 

ствомь: ММ,=ММ,, которое можеть быть на- 
писано при прямоугольныхь осяхъ координать Черт. 30. 

въ елфдующемь вид 

Ув) у—у=—У@— =.) у—у,). 
Возвышая 06 части посл®днаго уравненя въ квадрать, по- 

лучимъ 

ава, +," ууу, + у," = 2-92, +2, +у*—2уу, +9”, 
или 

2% (2, —ж,) + у (у, у)" 2, у * 9 =0. 

Для это уравненше на 2, получимъ искомое уравнеше геометри- 
ческаго м®ета въ слёдующемь видЪ 

п ид 0. (1) 
Мы замфчаемъ, что искомое теометрическое м®сто есть прямая 

лин я, ибо уравненше (1) первой степени относительно 5 и у. 

Сь перваго взгляда видно, что прямая (1) проходить черезъ точ- 



== 

о Я Же, 
ку №, координаты которой суть средвйя арнеметическя Ея 

в оть координать 2,, 2,, у,, У, заданныхь точекь. | 

Точка № лежить на срединф разстояя М, М, между заданными 

точками, 
Остается показать, что прямая (1) перпендикулярна къ пря- 

мой М, М,. Уравнеше послФдней прямой М, М, будеть 

ЗЕЯ ой 4 ЕЕ Е 2 
Уз — У. Фаейя (2) 

Преобразуемь уравнешя (1) и (2) рфшенемъ относительно у, 
получимь слфдующихь два уравненя 

9 1! 

:: 3—9 2 9—9 2 ( ) 

9—9 99 р у Ш, =, а Е (2') 

Прямая (1), или, что одно и тоже, прямая (1) образуеть съ 

2. —2 осью ОХ уголь, тантенеъ котораго есть — *; прямая же (9), Е 
или, что одно и тоже, прямая (2) образуеть съ осью ОХ угол, тан- 

тенсъ которато есть = * и, 
1.—т, 

Изь указаниныхь выражешй для тантенсовь легко заключить, 

что 06$ прямыя ММ (1) и М, М, (2) взаимно перпендикулярны, 

что и требовалось доказать. 

47. Задача. Найти геометрическое мфсто точекъ равно удален- 
ныхъ отъ заданныхъ двухъ прямыхъ. 

Пусть заданы уравненя двухъ прямыхь Ги 1, пересфкающихся 
въ нфкоторой точк О. 

(Г) Аж-н Ву--С =0. 

(2) А.х-- Ву С, =0. 

Пусть одна изъ точекъ, принадлежащихь искомому геометриче- 
скому мфсту, будеть М (см. черт. 31) съ координатами Ё и 7. 
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Разстоявя точки М до прямыхъ (1) и (2) выразятся формулами. 

АВС АЕ Вя-НО, 

== В’ Уд Ве 

Отсюда получимъ уравнен!я биссекторовъ въ такомъ видЪ 

АЕ В+ 6 АЕ Вя- О, и 

=Ул--в Улр+ва © 
Мфняя знаки у корней квадратныхь въ послёднемъ уравнени, 

мы получимъ два различных уравневя 

АЕ ВС А Ё-н Вл С, = рее 0. 
ИА? В Ул: В? 

АЕ Винс _ А+ ВЯ С, 0 

У В? УА,: + В, ь 

Если уравневя заданныхь прямыхъ // . 

и Г, имжють видь Черт. 31. 

= ах нузта—р=0, Х, = с05а, 1+ узта, —р,=0, 

то уравнен!я двухъ биссекторовь будуть 

ХХ, =0; А— 2, =0. 

48. Часто приходится разсматривать геометричеся мфета, обра- 
зуемыя движешемъ точки, принадлежащей къ нфкоторой фигур, 
измфняющей свой видъ и положене на плоскости. 

Каждое изъ положенй точки опредфляется построешемъ фигуры, 

различныя части которой зависять оть одного произвольнаго пара- 

метра К. Въ подобныхь вопросахъ, если точка описываеть при дви- 

жен нЪфкоторую лин!ю, приходится поступать такъ. На основани 
условй задачи находимъ два уравненя между координатами д и у 

Л (ву, №=0, Л, (в, у, №) =0. 

Для нахождеыя уравненя искомаго  теометрическаго мфега 

остается изъ двухъ послёднихъ уравнен!й исключить параметръй. Для 

производства сказаннаго исключеня ршаемъ уравнеше /, (2, у, #) =0 

относительно К и получаемь Ё=$ (т, У); подставляемь получен- 



— 56 — 

ное выражене для въ уравнеше /, (2, у, №) = 0; получимь иско- 
мое уравнене геометрическаго мфста въ слфдующемь вид 

УЕ [2, 9, $ (=, И = 0. 

49. Пояснимъ сказанное примфромъ, 
Задача. Найти геометрическое мёото центровъ прямоугольниковъ, вписанныхь 

въ данный треугольникъ. 

Мы примемъ за оси координать высоту треуголь- 
ника ОВ и его основаше ОЛ. Пусть будеть ОВ = 

1, ОА=а, ОС = (ем. черт. 32). 
Уравнешя сторонъ АВ и СВ будуть 

Е ей 
ъ а“ дик 

Черт. 82. Возьмемъ высоту ЕТ) перемфннаго прямоуголь- 
ника ЕДЕС за тотъ перемфнный параметръ , оть 

величины котораго зависить положение и размфры вписаннаго прямоугольника. 
Центръ М прямоугольника лежить въ пересъчен!и двухъ его дагоналей С 

и ЛЕ, а потому его координаты будуть 

= ом 97-Е ы 

ТДЪ р есть абецисса точки №, & ххх ееть абециеса точки Е. Остается найти эти 

двЪ абециесы. Точки Еи Г лежать на пересвчени прямыхъ АВ и ВС съ пря- 
мою ЕР, уравнене которой есть у = ®. 

Отсюда опредвляемь хр и хх по уравненямъ 

Ё в | А 3 
са ® с 

р “((-*). Е —( 5): 

получаемъ окончательно два уравневшя 

&. к @—е * 
Аа (5), 

между которыми остается исключить произвольный параметръ # для полученя 
искомаго геометрическаго мъета. 

= 9(! т тая Я, 

откуда 
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Полученное уравнене первой степени относительно Е и 1, а поэтому опредф- 
ляеть прямую, 

Эта прамая пыфеть на осяхъ координать отрезки ^ в ыы другими сл0- 

вами, есть ничто иное, какъ линя, соединяющая средину высоты со срединой 

‘основания. 

50. Разсмотримь болфе общ случай, когда положеше частей 

подвижной фигуры зависить оть и произвольныхь параметров 

О ИИ 
Въ этомъ случа, если разсматриваемая точка описываеть н®ко- 

рую линю, можно бываеть по условямъ задачи получить #--1 урав- 

ненй вида 

р, рен О 
Ла (х, у, №, В», ...й,)=0 

Л (2, у, л, №, ... 0 

Ри & у, я Ра 8 о 

Черезь исключеше изъ этихъ уравнен!й ® величинъ #,, №,, ... ®, 
получится въ результатв одно уравнеше между 2 и у 

Ф (в )=6 
которое и будеть искомымъ уравненемъ геометрическато м$ст&. 

Задачи: 
1. Дано основаше треугольника по величин и положению и разность квадра- 

товъ двухъ другихъ сторонъ; найти геометрическое мЪето вершины противолежа- 

щей основантю. 

Отв. Прямая, перпендикулярная къ основаню. 
2. Данъ уголь треугольника по величин и положению и сумма двухъ приле- 

жащихъ ему сторонъ, Найти геометрическое место точки, длящей третью сторону 

въ данномъ отношенш, 
Отв. Прямая. 
3. Даны дв прямыя, образующя извфетный уголь; найти геометрическое 

мфото точки пересфченя перпендикуляровъ къ нимъ при услови, что сумма или 

разность разстоян!й этихъ перпендикуляровъ оть вершины даннаго угла иметь 
данную величину. 

Отв, Прямая, параллельная одному изъ биссекторовъ даннаго угла. 
4. Найти геометрическое мЪето точки пересфчешя тёхъ же перпендикуляровъ 



(см. зад. 3) при условш что прямая, соединяющая ихъ основашя имфеть данное 
направлене. 

Отв. Прямая, проходящая черезъ точку пересфченя двухъ данныхъ. 

5. Найти геометрическое мфсто точки пересфчешя тЪхъ же перпендикуляровъ 

при услови, что средина разстоявя между ихъ основами находится па данной 
прамой, 

Отв. Прямая. 
6. Стороны перемннаго треугольника вращаются около трехъ неподвижныхь 

точекъ, расположенныхь по прямой лини, между тъмъ какъ двЪ изъ вершин пе- 
ремфщаются по двумъ неподвижнымь прямымъ; найти геометрическое мъсто, опи- 
санное третьей вершиной. 

Отв. Прямая, проходящая черезъ точку пересфчешя двухъ заданных. 
7. Стороны многоугольника (съ 2 сторонами) вращаются вокругъ ® неподвиж- 

ныхъ точекъ, распозоженныхь на прямой линш, аи — 1 вершинъ этого мпого- 
угольника перемфщаются ло »— 1 неподвижным прямымъ; найти геометрическое 
иЪето 2-ой вершины. 

Отв. Прямая. 

О кругЪ. 

51. Кругъ есть геометрическое мфето точекъ, равно отстоящихь 

оть нфкоторой заданной точки называемой центромъ. 

Это свойство точекь М (см. черт. 33), лежащахь на круг мо- 

жеть быть выражено нЪфкоторымь уравнешемь, которому должны 

удовлетворять координаты каждой изъ нихъ. 

Въ самомъ дфлЪ, по формулв для растоявя точки М (5, У) на 
кругё оть центра С’ (а, 5) получимъ для 

г прямоугольныхъ осей координать 

м У -0—5 

Это разстояше должно быть постоянно 
и равно длин% радтуса ”, отсюда получаемъ 

‘уравнене 

Черт. 33. и=-У(#— а) (и—0, 

которое по возвышенши въ квадрать обращается въ слфдующее 

(аи =н (1) 
Послёднее уравнеше есть искомое уравнеше круга, пбо ему 
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удовлетворяють координаты каждой точки, лежащей на круг, ра- 

дусъ котораго есть х, а координаты центра суть а и 6. 

Раскрывая въ уравнени (1) скобки, мы замфтимъ, что это урав- 

нене принимаеть видъ 

у Ах Вунб =0. (2) 

Легко показать, что наобороть всякое уравнеше вида (2) опре- 

дфляеть н®который кругъ. 

Въ самомъ длЪ, уравнеше (2) можеть быть переписано въ сл*- 
дующемъ вид® 

(+= = 3) че - 

Легко замфтить по виду послфдняго уравнен!я, что оно опред%- 
В 

ляеть кругъ, центръ котораго находится въ точкф |— 5. —3) а 
‚3 2 

7 А" В* 
а радусь равенъ-- ЕЕ. с. 

Для того, чтобы кругъ дйствительно существоваль, необходимо, 

чтобы послёднйй корень квадратный быль вещественный, другими 

словами, чтобы подкоренная величина была положительная, т. е. 

чтобы было 

С. (2') 

Еели оси координать косоугольныя, тогда уравневше круга на- 
пишется такъ 

(#— а) + (у—6)*-=2 (2—4) (у—6) 0080 =". 

52. Уравнеше круга можеть быть, какъ мы уже видфли пред- 

ставлено въ вид 

2 у Ах Ву+бС=0. 

и заключаеть три произвольныхъ коэффищента А, В, С, а потому поло- 
жене круга на плоскости можеть быть опредфлено тремя условями. 

Можно требовать напримфръ, чтобы кругь проходиль черезъ три 

заданныя точки (2, 9), (2, 9,), (2, 9). 
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Для указанной цфли придется опредфлить коэфищенты А, В, С 
по тремъ уравненямъ. 

же у,* + Ах, + Ву +0 =0 

2, -- у,*-+ Ах, + Ву -+0=0 

2 --у,*- Аж, + Ву. +С=0 

53. Всякая прямая пересфкаеть кругь въ двухъ точкахъ. Въ са- 
момъ дл, возьмемъь уравненше круга 

(#— а) (у—6) =” (1) 

и уравнеше прямой въ вид® 

2 с08а-- у эта = р. (2) 

Для получешя координать точекъ пересфчен!я круга (1) и пря- 

мой (2) остается рёшить уравнеше (1) и (2) совмфетно относи- 
тельно 2 и у. Преобразуемь предварительно для удобства уравне- 
ве (2) такъ 

(2— а) с0за-+ (у— 6) зта=р— а с034— 9 та; 

обозначая вторую часть, р — а 03а —® та, черезъ 8, мы замф- 
чаемъ, что 5 есть по абсолютной величин% ничто иное, какъ разстоя- 

не оть центра круга до прямой. Остается рёшить уравнене (1) и 

(2—а).с03 а+(у—6) зт «= относительно х—а и У— 6, получаемь 

&—а= с0за-- зтау 73—81 

У— 6 = зта-= с0з а 7—8 

Итакъ, мы видимъ, что, если 8 <, то координаты обфихъ точек 

дВИствительны, если =, тогда двф точки сфченя сливаются въ 

одну съ координатами 
&=а-- т с08а 

у=б- гта, 

а сфкущая обращается въ касательную, имфющую уравнешемъ 

(1—а) с08а- (у— 6) зта=г 

и наконецъ, если разстояне центра до прямой 6 больше радйуса круга, 
то координаты точекъ сфчен1я будуть мнимыя и круть не пересфкается 
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прямою. Иногда вводять въ раземотрн!е мнимыя точки, или точки, кото- 

рыхъ координаты мнимыя; такъ что, когда прямая не пересфкаеть круга, 
то говорятъ, что прямая пересфкаетъ кругъ въ двухъ мнимыхъ точкахъ. 

54. Написавъ уравнене въ вид® 

(2—4) (у—0—т=0, (1) 
обозналимь первую часть его черезь (, такъ что 07 = (2—а)*-+ 

+ (у—5)*—»*?, мы видимъ, что О’ равно нулю, если 2 и у 0603- 

начають координаты какой нибудь точки, лежащей на круг (1). 

Покажемъ теперь геометрическое значене (/, если 2 и у при- 
надлежать точк® М, не лежащей на круг (см. черт. 34). Выра- 
жене (2 — а)*+ (у—5)? есть квадрать разстояшя МС точки М 

до центра, слфдовательно, 

Й = Мб— 1 =(МС +») (М0 —1) = МА. МВ. 
На основан!и же извфстной теоремы элементарной геометрн, мы 

знаемъ, что МА. ВМ = ЕМ?, гдф ЕМ касательная проведенная 

изъ точки М къ кругу. Если же м 
точка М внутри круга, тогда 07 бу- 
деть равно, взятому со знакомь —, 
произведению отрфзковъ сфкущей, 

проходящей черезъ точку М. 

55. Задача 1. Провести черезъ 
точку, лежащую на круг, каса- 
тельную къ кругу. Пусть данъ кругь СА 

(#— а) —(у—6)—в=0 Черт. 84. 

и точка на немъ съ координатами (2,, у,), такъ что эти координаты 
удовлетворяють уравнению 

(2, — в) (6—2 =0. (1) 

Какъ мы уже видфли, уравнене касательной имфеть видь 

(1—4) с08а-+ (у—@) зта=г (2) 

Остается уголь « подобрать такъ, чтобы касательная проходила, 

черезъ точку (7;, У,). 
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Подставляя въ уравнене (2), получимъ 

(2, — @) с0за-+ (у, —6) зта=г. 

Возвышая послфднее уравнене въ квадрать и вычитая изъ урав- 
нешя (1), получимъ 

(2, —а) зй?а—2 (2, —4) (9, —6) та с08 а (у,—6) 605 а=0, 
откуда ы 

та _ 0084 

ув да’ 

Изъ этой пропорщи получимъ 

зп а 08а Узт?а + 083 1 

—8 2—в Ума 
—@. о. —2 

608 а = — з зта = 9, 
т г 

откуда окончательное уравнеше касательной будеть имфть видъ 

(#—в) &—д+@—9.-—5=н. 
56. Задача 2. Провести черезъ точку, лежащую вн№ круга, ка- 

сательную къ кругу. 
Пусть координаты точки, заданной вн круга, будуть 2, и у,. 

Уравнеше касательной будеть соглаено предъидущему 

(2 — а) соза-- (у — 6) зта=г. 

Обозначая координаты точки касанйя черезь Е и 7, получим 

уравнен!е касательной въ видь 

#2 е—д-у—да-—=“ (1) 
Выражая услове, что точка х, у, лежить на касательной, по- 

лучимъ 

(и — а) Е—@-(и—Ви— =”; 
кромв того 

(— а) (и— 6) =; (2) 
откуда, обозначая 

1 —а=8, 6034, у, —6=8, эта, 
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„2 

т со, (Е — а) + эта, (1—6) = : ‚ (3) 
1 

возвышая въ квадрать послфднее уразнеше, вычитая изъ (2) и из- 
влекая изъ результата корень квадратный, получимъ 

У," (Е — а) эта, — (1—0) с08а, = г- (4) 

Изь послФднихь двухъ уравненй (3) и (4) найдемь —аит—6 

и подставимъ эти значешя въ уравнеше (1), получимъ окончательно 
уравнен!е касательной, проведенной изъ точки 2, у, къ кругу (=0. 
Получаются дв касательныя, ибо корень 5," — 7? имфеть два знака. 

57. Задача 3. Провести касательную къ кругу параллельно за- 
данной прямой. 

Приведя уравнеше заданной прямой къ виду 

4 605 р -- У Тр = р, 

получимъ уравнене искомой касательной въ видЪ 

(2 — а) с08ь-+ (у— 6) зть =г. 

58. Задача 4. Найти точки пересфченя двухъ круговъ. 

а у Аж ВукО=0 (1) 

у Ах +Ву-- С, =0 (2) 

будуть уравнешя двухъ круговъ относительно прямоугольныхь коор- 
динатъ. Точки переефченя опредфлятся изъ этихъ уравнешй. Одинъ 
изъ круговъ можно замфнить прямою линей, получаемою черезъ вы- 
читан!е уравнешя (2) изъ уравнешя (1). 

(А— А) =--(В—Вду+—00)=0. = 8) 
Такимь образомь мы видимъ, что задача приводится на нахож- 

ден!е точекъ пересфченя круга (1) съ прямою (3). Если прямая 
пересфчеть кругъ, то 0б& круга будуть имфть двф точки пересфченя. 
Если прямая будеть касательная къ кругу (1), то 0б% точки сли- 

ваются и оба круга касаются. Наконець, если прямая не перес%- 

каеть круга, то два круга не пересекаются. Во всфхъ случаяхъ пря- 
мая (3) дЪйствительно существуеть и имфеть замфчательное геометри- 
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ческое значеше. Эта прямая есть геометрическое м%фсто точекь та- 
кихъ, что произведеня отрфзковъ сфкущихъ, проведенныхъ изъ каж- 

дой изъ нихъ къ тому и другому кругу, будуть одинаковы. Это слб- 
дуеть изъ того, что первыя части уравнений (1) и (2) выражають 
пичто иное какъ произведее отрфзковъ сфкущихъ, проведенныхь изъ 
какой нибудь точки М съ координатами 2, у. Прямая (3) назы- 

вается радикальною овью двухъ круговъ. Часть этой прямой лежа- 

щая внф круговь, есть геометрическое м®сто точекъ такихъ, что ка- 
сательныя проведенныя изъ нихъ къ двумъ кругамъ равны между 
собою. 

Если даны три круга, то три радикальныя оси этихъ круговь 
взятыхь по два пересфкаются въ одной точк%, называемой радикаль- 

нымз центром. 
59. Задача 5. Провести кругъ, касательный къ тремъ заданнымъ кругамъ. 
Мы видимъ, что уравнеше круга, какъ заключающее три коэфищента, опре- 

дЬляется вполн® тремя услов!ями, которымъ долженъ удовлетворять искомый кругъ. 

Такъ мы проводили кругъ черезъ три заданных точки. Подобнымъ же образом мы 
могли бы искать кругъ, проходящий черезъ двЪ точки и касательный къ данной 
прямой, или проходящий черезъ одну точку и касательный къ двумъ прямымъ, 
или, наконець, кругъ касательнымь къ тремъ прямымъ. Въ данной задач также 
имфются три условйя, которыя дадутъ возможность опредфлить коэфищенты урав- 

нен!й искомаго круга. 

Соприкосновеше круговъ можеть быть двоякое: внутреннее, когда 0ба центра 

лежать по одну сторону оть точки касанйя и внфшнее, если они лежать по разныя: 
стороны. Въ первомъ случаф разстолше между центрами круговъ равно разности 

`радгусовъ, а во второмъ—сумиЪ. 
Обозначая координаты центра и радуеъ искомаго круга черезъ: $, мир, а 

также эти величины для данныхъ круговъ черезъ 

а, В ит, 
а, В, и», 
а, В и 7 

мы получимъ три услошя для опредфленя величинъ &, \, р, ВЪ такомъ видф 

({—2,) + и — №) =@Ф= я) 

(Е— =, 5 и— в) = (==) (1) 

(— + и &) ==)" 

Смотря по знакамъ во вторыхъ частахъ этихъ уравнев!й искомый опредфляе- 

мый ими кругъ можеть имфть касан!е различнаго рода съ данными, а потому, д- 
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лая вссвозможныя комбинащи знаковъ въ системЪ (1), получимъ восемь круговъ, 

касающихся къ тремъ даннымъ. Исключая изъ трехъ уравненй (1) число р, полу- 

чимъ два уравнешя для опредфленя координать & и} искомаго центра. Одно изъ 
этихъ уравненй первой степени относительно координат и опредфляеть прямую, 
соединяющую этотъ центръ съ радикальнымъ центромъ трехъ заданныхъ круговъ. 

Въ самомъ двд, обозначая черезъ 5, =0,, 5: =0, 5, =0 уравнешя трехъ за- 
данныхъ круговъ, гдЪ 

5, =(—а)и—В фм, 5, =(—а,-а—№)—",, 
8; = (—.)* + и—В)*—#,, 

мы получимъ три условйя (1) въ такомъ вид® 

би ре 2риь, 5, = р’ ри,, 5, =’ 0, 
Вычитая, получимъ 

5: — 5; = Зр(-Е за и,), 518, = Зр(-Е = ”,), 

откуда уравнеше искомой прямой будетъ 

5—8 5—5. 
РЕЯ, ЗЕЯ, 

Задачи. 

1. Найти моли центра и радусъ круга. 

ту — 2% —4у=20. 
Отв, 1, 2,5. 

2. Найти координаты точекъ сБченя круга и прямой 

я? у?=65, 32 у=25. 
Отв. (7, 4) (8,1). 

3. Когда прямая у — ихс-н я касается къ кругу 2? + у? =? 

Отв. Если и = У1-н т”. 
4. Найти уравнене касательной проведенной изъ начала коордиватъ къ кругу 

ду — 6б5— 2у+8=0. 

Отв. —У=0, 2 7у=0. 
5. Найти точки, въ которыхъ кругъ 2?--у?—52—7у-+6=0 перееВкаеть оси. 

О. =, #=2, у—=0, 9—1. 
6. Найти уравнеше круга, касающагося къ осямъ координатъ въ разетояни а 

отъ начала координат. 
Отв. 2 у? — 25 — Зау-на* =0. 
7. Найти касательную въ точкв (5, 4) къ кругу 

у (&— 2+ (у—3}=10. 
Отв, ЗН у= 19. 
8. Опредваить кругъ по тремъ точкамъ: (2, 3), (4, 5), (6, 1). 

* 2 2 50 о 
Д.А, Граве. . 5 



9. Найти геометрическое мЪсто точекъ, разстояыйя которыхъ отъ двухъ опре- 

дЪяенныхъ точекъ находятся между собой въ данномъ отношении, 

Отв, Кругъ. 

10. Найти геометрическое мЪето точекъ, сумма квадратовъ разстоянй кото- 

рыхъ оть п заданныхъ постоянна. 
Отв. Кругъ. 
11. Найти геометрическое мЪсто срединъ хордъ въ круг, паралаельныхъ за- 

данной прамой. 

Отв. Прямая. 
11. Боординаты точки переефченя двухъ касательныхъ круга, зная углы обра- 

зуемые перпендикулярами изъ центра на эти касательныя съ осью х-овъ. 

608 ь (9-6) эт - (6'-+ 6") 
Отв. &=+: т зи т . 

608 з (в — 0) 605 (0—0) 

13. Данъ кругъи внутри его неподвижная точка; около этой точки обращаем 
прямой уголь и изъ вершины угла опускаемъ перпендикуляръ на хорду, соеди- 
няющую точки сфченя круга сторонами угла. Найти геометрическое мЪсто осно- 

ван перпендикуляра. . 
Отв. Крутъ. 
14. Даны различные круги, которые будучи взяты по два, имфють одну и 

ту же радикальную ось; если перемфнный кругь пересЪчеть два изъ этихъ кру- 
товъ подъ постоянными углами, то онъ пересфчеть также каждый изъ другихъ 

круговъ подъ постояннымъ угломъ. 
15. Провести кругъ касательный къ тремъ даннымъ прямымъ. 

Сокращенный способъ. Трилинейныя координаты. 
Ангармон1я и инволющя. 

60. Мы видЪли уже, что уравнеше всякой прямой линш можеть быть приве- 

дено къ такъ называемому нормальному виду 

2 с03 а + узта—р= 0, (п 

гдф а есть угодъ, составляемый съ осью 2-овъ перпендикуляромъ, опущеннымь изъ, 
начала координать на прямую, а р есть длина этого перпендикуляра. = 

Кром того мы знаемъ, что если 2» и у› будуть координаты какой нибудь точки, 

не лежащей на прямой (1), то 

2, 608 а + узта—р 

будетъ не что иное, какъ взятое со знакомъ паюсъ или минусъ разстоян!е оть точки: 
(2, 1.) до прямой (1), причемъ знакъ — будеть дая точекъ (4х, ус), лежащихъ съ 

той стороны прямой, гдз лежитъ начало координать, а -+ для точекъ по другую 



. 
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сторону. Отсюда мы видимъ, что, если дая сокращенйя письма обозначимъ черезъ 
всю первую часть уравнешя (1), то уравнеше прямой (1) будетъ имЪть видъ 

в=0. 

Подобнымъ же образомъ мы можемъ обозначить черезъ В = 0 уравнеше всякой 

другой прямой, приведенное къ виду (1). 
61. Для рёшешя многихъ задачъ на прямую лин!ю можно пользоваться уравне- 

щями прямой въ сокращенномь ввдЪ а — 0, В = 0, не раскрывая выражен! а, В. 

Въ самомъ дЪлЪ, напишемъ напримфръ уравнене прямой, проходящей черезъ точку 

пересвченшя двухъ прямыхь а = 0, = 0. Какъ мы видфли уже (см. $ 33) урав- 

нен!о всякой подобной прямой пмфеть видъ 

В — а = 0. 

Мвняя козффищенть ^, мы будемъ получать различныя прямыя, проходящия черезъ 

точку пересфченя двухъ данныхъ: при ^ = 0 получимъ одну изъ заданныхъ пря- 

мыхъ В = 0, апри ^ = со получимъ а = 0, дру- 

тую прамую *). 

Принимая Х = 51 и ^ = —1, мы получимъ 

уравненя двухъ биссекторовъ угловъ между данными 
прямыми въ видь 

ав = 0, 8 —а= 0. 

62. Коэффищенту Х въ уравнени В— № = 0 
легко дать геометрическое толковане; въ самомъ д%- Черт. 35. 
дЪ, пусть прямыя а —= 0 иВ = 0 будуть АСи АВ 

(см. черт. 35), Для точки Г), лежащей на прямой АЛ), проходящей черезъ точ- 

ку.А перебфчешя двухъ прямыхь АС и АВ, значешя функц @ и В пусть 

будуть о и В,, причемъ, какъ легко видьть, будет 

= В == 

Отсюда легко замфтить, что для точки 1) 

в 0Е_ _Арзтрак _, зтрАР 
4 РЕ АрзтрАЕ `` зтрАЕ * 

Такимъ образомъ мы замфчаемь, что абсолютная величина А есть ничто иное, какъ 
отношеше сипусовъ угловъ, образуемыхь прямою В — а = 0 съ прямыми а = (0 

и — 0. Если уравненшя « = 0, В = 0 взяты не въ нормальномъ видЪ, а какъ 

*) Уравиеше 2 — 1х = 0, положешемъ ) =-——, приводится къ виду та — 5 
т 

откуда при т — 0 получаемъ съ одной стороны 2 = то = о другой — а 

или в =0, 

5* 



== 

нибуль, такъ что 

а = Аз + Ву (= 0, В = 42 -- Ву- 0, 

тдВ 4? В? не — 1 и также 4,2 -- 13,2 не = 1, то геометрическое значеше ^ 
будетъ такое 

В _Ияп--Ва ОЕ _ 1 /АР- Ва вт РАЕ 
бо Ил + В? РЕ АЗ В* зт РАЁЕ’ 

причемъ ^ будеть отличаться отъ отношенйя синусовъ на постоянный множитель, 
зависяний отъ положен!я основныхъ лишй а —= 0иВ = 0. 

63. Проведемъ теперь на плоскости третью прямую 7 = 0 и пусть эта прямая 
не проходить черезъ точку А, такъ что она составаяеть съ прямыми © = 0, В =0 

треугодьникъ АВС. Уравнеше всякой прямой ДС, проходящей черезъ точку С 

сбчешя двухъ прямыхъ © = 0 (АС) ит = 0 (ВС), напишется такъ 

Е, 
И такъ, мы водимъ, что если будутЪ заданы два числа ^. п |2, тогда будетъ опре- 

ДЪлепо положеше прямыхь Д.А и ДОС и, сафдовательно, опредфлится положеше 

точки Л), въ которой эти прямыя перее®каются. Наобороть мы ВИ, что поло- 
жене велкой точки 1) опредЪляеть пару чиселъ »\ и |1, которыя, слЪдовательно, мо- 

гуть быть названы координатами точки 7). 
Вмфето заданя координать ). и № можно задавать значеня величину а, В, 7, 10 

которымъ опредЪлатся соотвфтственвыя значения и {+ (= ео в = = . 

Три величины =, В, 1 называются жрилинейными координатами точки. Три 
прямыя & — 0,8 = 0, т = 0 называются координатными прямыми. Легко усмо- 

трёть, что, если начало координать лежитъ внутри треугольника а = 0, В = 0, 
1 = 0, то веб три трилинейныя координаты отрицательны, для точевъ лежащихь 

внутри этого треугольника (это имЪеть иЪсто, конечно, въ томъ случа если урав- 

нев прямыхъ приведены къ нормальному виду). При переход® точки съ одной 

стороны координатной прямой а = 0 на другую, соотв%тствениая трилинейная коор- 

дината & м5няеть знакъ. Такъ какъ мы можемъ за трилинейную координату а вы- 
бирать какъ -- а, такъ ин — а, то, очеввдно, выборомъ знаковъ у а, В, 1 мы до- 
стигнемь всегда того, что трилинейныя координаты будуть одного знака для той 

части плоскости, для которой пожелаемъ. 

Относительно этой системы координать можно замфтить, что всякое уравнено 

вида 

а т пт = 0, 

тд 1, тт, п заданныя постоянныя числа, опредфляеть всегда нфкоторую прямую 
линию. 



Е 

Если заданы уравнешя трехъ прямыхъ въ триаинейныхь координатахь 

СЕ 

то дая того чтобы заданныя три прямыя пересфкались въ одной точк%, необходимо, 
чтобы можно было подобрать три постоянных числа р;, р;, Р., обрыщающихь въ 
тождество равенство ь -. 

р: 0: р, О, + рз0ь == 0. 
Напримъръ, пуеть заданы три прямыя 

И, =«—В=0, И =8—1=0, ФЕТф&=0, 
эти прямыя перее5каются въ одной точкЪ, ибо, полагая р, = р, = р. =1, 
получимь 

0, +0, +0, = +@—п-+Н—9=о. 

Прямыя (Л =0, (, =0, 0, =0 въэтомъ случа% ничто иное, какъ биссекторы 

угловъ координатнаго треугольника а — 0, 8 = 0, 1 = 0 (мы предполагаемъ, 

что эти уравнешя приведены къ нормальному виду). 
64. Трилинейную систему координать можно разсматривать какъ обобщеше 

обыкновенной декартовой. 
Выфето декартовыхъ коордипать точки 4 и у полезно бываеть вногда вводить 

отношешя двухъ величинъ Е п} къ вЪкоторой третьй 5, полагал 

Е Е 
ъ + 

Величины Ё, , © носятъ назваше однородныхь координатъ точки 

Уравнен прямой 42 + Ву + С — 0 обращается посяЪ подстановки въ 

такое” 

или окопчательно въ слъдующее 

АЕ Ва 5 =0. 

Преобразование къ однородным координатам приводится, какъ легко замйутить, 
ко введению лвнымъ образом подъ обозначешемь © той единицы даивы, въ кото- 

рой выражены координаты точекъ. 
Мы возвратимея, сдБдовательно, снова къ декартовой систем коорданать, по- 

загая $ =1. 

Однородная система коордипатъ, какуь легко показать, есть не что иное, как 
`частный случай трилинейной. Въ самомъ дЪлВ, уравиевя координатвыхь прямых, 

трилипейной системы въ давномъ случа будуть 

= 0. 10; 56—80. 



<= = 

Два первыхъ изъ числа послЪднахъ равенетвъ даютъ уравнения 2 0, у=0, 

т, в. уравневйя осей декартовыхъ координатъ, а третье уравнеше $ = 0 даеть, 

= 05,9 = 05, 

что даетъ безконечно далекую прямую. 
И тах декартова система координать есть частный случай трилинейной, когда 

одна изъ координатныхъ прямыхъ безконечно удалена, а дв другихъ совиадаютъ 
съ осями коорцинатъ. 

65. Прежде чфмъ займемся даль йшимъ развиемъ и приложешями сокра- 

щеннаго способа, остановимся на одномъ общемъ начал, имфющемь мвето при 
приложени способа координать къ рьшению геометрическихъ вопросовъ. Это начало, 
называемое двойственностью, состовть въ томъ, что каждому аналитическому 
соотношению соотв®тетвують двЪ теоремы геометрии. 

ЗдЪеь мы ограничимся лишь общими замфчашями, оставляя боле подробное 

развит! этого начала до дальнЪйшаго, когда мы будемъ говорить © кривыхь 
линахъ. 

Въ основаши декартовой аналитической геометри лежитъ опредлене положе- 

ня точки на плоскости при помощи пары чисель, называемыхъ координатами; та- 
кимъ образомъ точка принимается за простфйций элементь, причемь лини раз- 
сматриваются, какъ геометричесыя мЪета точек 

Вмфето точки можно вводать, какъ простьйший элементь, прямую. Въ самомъ 

ДБаЪ, мы знаемъ, что положеше прямой на плоскости опредфляется уравнешемъ, 

У—ах-Н5, 

другими словами, опредфаяется задатемъ двухъ чисель а и 6. Эти числа можно 
назвать координатами прямой, ибо задашемь ихЪ положенше прямой па изоскоети 
опредваляется виолнЪ. Такимъ образомъ получаемъ новую систему координат, 
имвющую большую аналогю съ обыкновенною, только прямая лишя п точка м%- 
няются ролями. Въ самомъ дЪаЪ, какъ при декартовыхъ координатахь вслкое урав- 

неше вида рн () 
5 

опредфаяеть прямую, какъ геометрибеское мвето точекъ, координаты которыхь 
удовлетвораютъ уравнентю (*); такъ для линейныхь координать (а, 6) уравнеше 

2 о —ат-в {9 

опредфлить точку, какъ пересфчеше прямыхъ, линейныя координаты которыхъ 
удоваетворяютъ уравнению (**). Что это такъ, легко видёть изъ того, что можно найти 

декартовы координаты точки, опредфляемой въ линейныхь координатахь уравие- 
нвуемтъ (**), Въ самомъ дфзЪ, похставалемт ® изъ уравнения (**) въ основное уравнеше 

у— аж -н В, получимъ 

у—=ах + ат-нп, пан уп ==а (2 т), 
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== У — 

послфднее же уравяеше приразлачныхь а опредзяетъпрямыя, проходяпия черезъ 

искомую точку, декартовы координаты которой, очевидно, будуть (— т, +”). 

66. Мы видьли уже, что въ декартовыхь координатахъ уравнеше В — Ха = (0 
при различныхь ^ опредфляеть пучекъ прямыхъ, проходящихъ черезъ точку пере- 
сфченя прямыхь В = 0, «=0. з 

Подобнымъ образомъ, то же самое уравнение В — = = 0, но уже въ линейных, 

координатахь опредфлить рядъ точекъ, лежащихь на прямой, соединяющей дв 

точки, опредляемыя уравнешями 2—0, В=0. 
Нть достаточнаго основаня развивать систему линейныхъ координать во всей 

подробности параллельно съ декартовекою, достаточно ограничиться этой послднею, 
но надлежить помнить, что геометрическимь теоремамъ, выводимымъ при помощи 
обыкновенной системы координать будуть соотв®тетвовать аналогичныя теоремы, 
выводимыя на оспованши указанной двойственности. 

Поэтому мы ограничимся теперь изучешемъ вЪкоторыхъ свойствъ пучковъ пря- 
мыхъ лин, опредфляемыхъ уравнешемъ В — о = 0, помпя, что каждому свой- 

ству подобнаго пучка будеть соотвфтетвовать аналогачное свойство пряхолинейнаго 
рада точекъ. 

66. Два пучка В —22=0, 8 — ру =0 мы будемъ называть омозрафиче- 

скими, если между коэффищентами Хи |» будеть существовать зависимость, вы- 

ражаемая уравнешемъ 
Аи ВАН бь--д=0 С) 

первой степени относительно обоихъ коэффищентовъ. Всякой парЪ чиеель ^,, №, 

удовлетворяющихъ зависимости (*), соотвЪтствуеть пара прямыхь В — № а = 0, 

$ — ре =0, называемыхь сопряженными прямыми пучковть, причемъ, очевидно, 
что каждой прямой одного изъ пучковъ соотвтствуеть одна опредфленная сопря- 

женная прямая другаго. Въ уравнене (*) входять, какъ параметры, отношеня 

трехъ изъ числа коэффищентовь А, В, С, Г къчетвертому, а потому зависимость, 

двухъ гомографическихь пучковъ опредфаяется вполн® задащемъ трехъ паръ 

СР (а, в), О в,), (0%, во). 
И такъ, мы видимъ, что два гомографическихь пучка опредбляются вполнЪ за- 

дашемь трехъ паръ сопряженныхь прамыхъ, тогда каждой четвертой прямой 

В — №“ =0 перваго пучка будетъ соотвфтствовать вполн% опредфяенная сопря- 
женная прямая 8 — 4.7 = 0 втораго. 

Прямыя «=0, В = 0 для перваго пучка ит = 0, 8==0 для втораго будемъ 
называть осповными, тогда легко замфтать, что выборомъ основныхь линй 

пучков и ихъ сопряженныхь можно упростить уравнеше (*). Въ самомъ два, 

можно заставить пропасть изъ уравнения (*) два коэффишента, причемъ привеети 

‘уравнене къ одному изъ двухъ видовъ 

Ав-О=0. В+ Сы =0. 



ба 

Въ первомъ случа прамыя 3 ит, а также аи 6 сопряженных, во второмъ 

же случа сопряженныя прямыя суть Ви 8, хит. 
67. Обратимся теперь къ общему виду уравнения (*). Ясно, что коэффиценть А 

мы можемъ считать не равнымъ нулю, тогда, ‚дФля на него вес уравнеше, получим 

ь -- ТА М М=0. о 

Покажемъ теперь зависимость межлу четырьмя парами сопряженныхь прямых 
двухъ гомографическихь пучковъ 

Ава + 72, + Мы + М=о. и 
Ар -- ТА, Мь, Е М=0. (2) 

Ав ТА, М, М=0. (3) 

Эаы ТА, -- Мы, -М=0. (4) 

Умножая уравнеше (1) на м, + Ё, а (3) на в, -- Г и вычатая, получим 

04 — №) (и +Ё) &--В = — М (ив). (5) 
Подобнымъ же образомъ, умножая уравнеше (2) на в, НТ, а (3) нам, НС и 
вычитая, получимь, 

, —^,) (, + 2) Нд = С — 2М) (в) (6) 
Для уравненше (5) на (6), получимъ 

м ре ЕВ» 
Е -ф№° 

(7) 

Поступая подобнымъ образомъ съ первыми двумя уравнешями и съ уравне- 

мемъ (4) вмвсто уравненя (3), мы получимъ 

Мм быв я = Е 8) 
,—№ в-+-Ё ры : ‘ 

Изъ уравненйй (7) п (8) черезъ двлеше получимъ окончатезьно 

м мА Щмоы мы. ) 
№ ы-ь вы 

Выражеше 

ВМА мА 
ЕВЕ Е 

пазывается омзармоническимь отношешемъ, пучка прямыхъ +=). 

Поса®днее равенство (9) выражаеть основное свойство двухъ гомографическихь 

пучков, состоящее въ томъ, что ангармоническое отношен!е четырехъ прямых 
одного пучка доажно равняться ангармоническому отношению сопряженных пря- 
мыхъ другаго. , 

*) Саз1ез. Ттаиё 4е @бошбыче зирёмеше. 1880, р. 7. 
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68. Если теперь мы будетъ разумьть подъ уравненями 

В—^\«=0иё—вт=0, 

слфдуя закону двойственности, два прямолинейные ряда точекъ, то мы будемъ эти 

два ряда называть гомографическими, когда ангармоническя отношеня сопряжен- 
ныхъ точекъ этихъ двухъ рядовъ одинаковы. Мы ин здЪеь ангармоническимъ отяо- 

шентемъ по аналоми называем величину 

Е № С» №, в № их № 

вре На 

69. Покажемъ теперь геометрическое значене отношешя Н. Предварительно 

упростимъ задачу, полагая ^, = 0, ^, = со, что соотвтетвуеть выбору пря- 

мыхъ В = 0, а=0. 

Пусть будуть прямыя 2—0 ОД, а 3—0 ОВ (ем. черт. 36) и дв друмя ОС 

и ОГ. Отношеше Н въ давномъ случа напишется такъ, 

т ЖЕ , 
м № 

^, 

ибо \, = 0, №, = ©0. 

Мы видваи уже, что ИИ ЗЕВС 

№ =т НОЕ т" Вов Черт. 36. 
зт С0А` * зт РОА* 

ГД 2 зависить отъ коэффищеитовъ уравиенй а — 0, В = 0 и, слбдовательно, не 

зависить оть положешя прямыхь ОС и ОЛ). Если уравнешя © = 0 иВ = 0 при- 
ведены къ нормальному виду, то #2 === 1, причемъ знакъ ^ укажется въ завиеи- 
мости отъ положеня начала координать по отношению къ прямымъ х = 0 ив =0. 

м 5 
Такъ какъ дая наеъ важенъ знакъ чиела Н = —^-, то намъ достаточно зам тать, 

что Х, ил, будуть одинаковыхъ знаковъ, если прямыя ОСи ОТ) лежать въ одной 
парЪ вертикальных угловъ, образуемыхъ прямыми ОЛ и ОВ и разныхъ, если въ 

разныхъ углахъ. 
Отсюда мы видимъ, что ангармоническое отношеше Г но абсолютной величинь 

равно 
зт СОВ зтроВ 

зт СОА `зтПОА 

знакъ же величины 7/ будетъ +, еели прамыя ОСи ОГ лежать въ одной пар 
зертикальныхь угловъ, образуемыхъ прямыми ОЛ и ОВ, и знакъ — , если пря- 

мыя ОСи ОЛ отдфляются прямыми ОА и ОВ. 
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70. Обратимся теперь къ раземотрьнию радовъ точект. 

Возьмемъ рядъ точек 
В— № =0, 

тд В = — жа@— и, =0 иа=В—т‚а— я, = 0, опредфаляють дв точки 

(— ты, ®,) и (—т,, п,). Такъ что, называя декартовы координаты точекъ & = 0 

ив = 0 черезь (2, У), (2, У,), получимь 
2 т, 2, ., Уз — т, У: — #. 

Уравнеше нашего ряда точекъ можеть быть написано такъ 

В =Ь(1 — А) — а (т, — №,) — би — №) =, 
или такъ 

эт — Ат, т — №, 

1—А ' 

называя декартовы координаты точки, опредваяемой посзбднимъ уравнешемъ че- 
резъ и’, получимъ 

т: — Ат, и — №, 
=— 

о 
откуда окончательно 

Ши — № 
1—^ ° 

Послвдия формулы показывають, что Х есть пе что иное, какъ отлошен!е разстоя- 
пи точки (, 71) оть точек (2, Уз), (2,, 9,). Причемъ мы знаемъ, что ^ имЪеть 
знакъ--, если точка (2, 1), наи, что одно и то же, точка, опредфляемая уравнешемъ 

В—1а—0, ложить внЪ отрёзка, составаяемаго точками В=0 и «=0, и знакъ —, 

вели точка В — < —0 лежить внутри отрфзка. Значению Х — 1 соотвтетвуеть 

какъ легко замбтить точка, лежащая на безконечноети, а значентю ^ = — 1 ере- 

дина отрёзка В — 0, а = 0. 
Обратимся къ чертежу 36. Пусть уравнешя четырехъ точекъ 4, В, С, 0) бу- 

дуть «=0, В=0, В —^,&=0, 3—^, «=0. Тогда, если точки лежать такъ, 
какъ показано на чертеж 

ЕЕ. 
Е ЕО и: 

откуда апгармоническое отношене этихъ четырех точекъ 

св ов 
#5- СА ‘ТА’ 

Что касается знака Н, то легко замЪтить, что этоть знакъ будегь + , если 008 
точки О, Г) лежать или внутри, или вн отрзка АВ и — ‚ если одна изъ точек, 

С, Л) лежать внутри, а другая вн® отрзка. 

А 



ее 

71. Покажемъ, что всяк!й пучекъ ОА ВСТО гомографически связанъ съ рядомъ 
точекъ АВСХ, образуемымъ этимъ пучкомъ на любой сЪкущей прямой 4. 

Это свойство было извфетно древнимъ геометрамъ. 
Въ самомъ дЪлЪ, изъ треугольников 4 ОС, ВОС, АЛОР, ВОТ (вм. черт. 36), 

получаемь 
АС _зт 406 ОВ _зт 008 
00 — эт (Аб’`06 эт СВО 

ТА _троА ТВ _зт ОВ 

00 зтрАб’ 0 эп 0ВО 

Для первое равенетво на второе и третье на четвертое, получимь 

: СВ _ п СОВ _зт САО 
`СА эт СОА ‘эт ОВО 

ФВ _зтрОВ зтрА0 
ФА эт ОА `зъ ОВО’ 

откуда окончательно получвуь 

СВ ОВ _зт СОБ зт ров 
СА ` ТА” зт СОА `зт ООА* 

И такъ мы видимъ, что дБйствительно ангармоническое отношене пучка равно 

ангармоническому отношению ряда точекъ. 
72. Отеюда, какъ слЬдетыйе, мы замбчаемъ, что всяк! пучекъ лин! на разныхъ 

«Ъкущихъ даеть гомографичесве рады точекъ и наоборотъ, если мы соединимъ 
точки ифкотораго прямолинейнаго ряда съ двумя произвольными точками плоскости 
прямыми, то получимъ два гомографическихь пучка. 

73. Еели пара сопряженныхь элементовъ двухъ гомографическихь пучков 
совиадаеть въ одну прямую, то сопраженныя прямыл такихъ пучковъ всегда пере- 
«Вкаются въ одной прямой. Въ самомъ дВлЪ, пусть въ двухъ пучкахъ, 

8—0, 8—1=0 

совпадать прямая #=0 и =0, такъ что уравнешя этихъ пучковъ могутъ быть 

написаны такъ 
В — ^4=0, &— вх =0, 

причемъ ^ = оо должно соотвытствовать № = 00, а тогда уравнеше (*) $ 66 не 
должно заключать члена съ произведешемъ 2, ибо 

р 
ЕН А 

ы О О" 



при № = оо, получимь 

по, чтобы ‘послднее выражене обратилось въ со, пеобходимо положить А = 0. 
И такъ, уравнене (*) привимаеть видъ 

ВА бы 0=0. 

Остается еще упростить (*), принимая за В = О иё==0 пару сопряженныхъ эле- 
ментовъ, тогда очевидно уравнению ^—0 должно соотвфтствовать равенство № =0, 
что показываетъ, что 7) = 0 и окончательно уравнен!е (*) принимаеть видъ 

В+ = 0. (°) 
Для пахожденя геометрическаго мёста точекъ пересфчешя сопряженныхь элемен- 
товъ заданныхъ пучковъ необходимо исключить А и № изъ уравнений (*) и 

Ва =0, 8 вх = 0, 
откуда получимъ 

вето & 
8 _ 8+0 _ | 
и ЕЕ 

Мы ВиДиМЪ, что искомое геометраческое м$Фето есть прямал 

В8 + 68=0, 
что и требовалось доказать. 

Переходя отъ пучковъ лашй къ радамъ точекъ, мы получимъ аналогичную те- 

орему, а именно, если въ точк® пересфчешя двухъ прямыхъ, на которыхъ расно- 

ложены два томографическихь рада точекъ, совпадаютъ два сопряженныхъ элемента, 

обоихъ рядовъ, то прямыя соодиняюнщия ве сопряженныя пары элементовъ этихъ 

рядовъ пересъкаются въ одной точкь. Въ этомъ случа одинъ радъ представляеть 
такъ называемую перспективу другаго. 

74. Пучек, четырехъ прямыхъ, въ томъ случа когда ангармоническое его 

отношене Н равно — 1, составаяеть такъ называемую зармоническую группу. 

Четыре прямыя 
а=0, В=0, В Ла=0, В —4,%=0 

составлять гармоническую группу, когда 

Откуда ^, = — А, и, еабдовательно, общий видъ уравнен!й прямых гармоничё- 

ской группы будеть. 
а=0, В=0, В Ла=0, В+ ^\яа==0. 

Полагая ^, =1, нодучимь въ частвоети такую гармоническую группу 

а—=0, В=0, В «—0, Вна=0. 



Е 

Если уравненя & = 0, В = 0 приведены къ нормальному виду, то послфдняя 

группа есть вичто иное, какъ дв прямыя я = 0, В = 0 и ихъ биссекторы 

угловъ. 

Обращаясь къ рядамъ точек, мы скажемъ, что четыре точки образуютъ гар- 

моническую труппу если ихъ уравневя въ линейныхъ координатахъ могуть быть 

представлены въ такомъ ВИДЬ 

&=0, В=0, В №х=0, В = 0. 

Такъ какъ И == — 1, то мы замфчаемь, что изъ точекъ 

Ва = 0, В -№=0 

одна лежить внутри промежутка между точками х = 0, В = 0, а другая внЪ® 
этого промежутка. 

Кома ^ = 1, то получаемь гармопическую группу,. состоящую изъ точекъ 

а=0, В =0, точкиа-+ 8 =0, двлящей разетолн!е между точками а —0, В =0 
пополамъ и наконець точки 3 — х = 0, лежащей на безконечноети (см. $ 70). 

Очевидно, что всявйй гармоничесь!й пучекъ образуеть на сЪкущей гармониче- 
скую группу точекъ, причемъ, если въ этой групи одна изъ точекъ безконечно 
удалена, ‘то другая точка дфаить разстояне между двумя остальными пополамъ. 
Въ послднемъ случа сбкущая параллельна одной изъ прямыхъ гармоническаго 
пучка. 

175. Полный четыреуюльник». Четыреугольникъ АЕЕС съ продолженями 
его сторонъ до ветрьчи въ точкахь Ви Г) называется полнымъ. Прамыл АЛ, 

10 и ВЛ называются его дагоналями (см. черт. 37). 
Будемъ вести разсуждеше наше въ триаинейныхъ координатахъ, причемъ за 

координатвый треугольникъ примемъ треугольникь АВС. Пусть уравнешя его 
сторонъ ВС, АВ, АС будуть 

ва=0, В=0, 1=0. 

Пусть уравнеше остальной стороны Е 

заданнаго полнаго четыреугольника, выра- 
женное въ трилинейныхь координатахъ, бу- 
деть 6 = Аа -- ВН уу ==0. 

Уравнешя д1агоналей 4.2, КО, ВЛ) будуть 

ыЗ-НУт =0 [08 
ю+м=0 [60 

№ =0 (Ш 

Что это такъ, легко видфть изъ сабдующихь соображешй. Возьмемъ, напримфръ, 
прямую (1), уравнеше |.3 -+ уу = 0 показываетъ, что прямая, опредфляемая урав- 
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нешемт (Т), проходить черезъ точку пересфченйя двухъ прямыхъ 8 = 0, 1=0, 
т, е. черезъ точку А; съ другой стороны т же уравневя дагоналей могуть быть 

написаны такъ 8 —2=0, (0 

8—8 =0, (и) 

$ — =, а 

откуда видимъ, что прямая (Т) должна проходить черезъ точку переефченя пря- 
мыхъ 8 — 0 их= 0, или, что одно и тоже, черезъ точку Е. И такъ, мы видит, 

что дЪйствительно прямая (Г), какъ проходящая черезъ двф точки А и И совпа- 

даетъ съ дагональю АЕ. Подобнымъ образомъ мы убфдимся, что уравневя (П) 

и (Ш) опредёляють двЪ друпя магонали ЕС и ВТ. Легко замфтить, что три да- 

тонали съ четырьмя сторонами заданнаго четыреугольника образуютъ 11 полныхь 
четыреугольниковъ, считая въ томъ чисаЪ и заданный; если теперь мы захотимъ 
для вебхъ этихъ четыреугольниковъ провести дагонали, то придется еще добавить 

шесть прямыхъ лин, имфющихъ уравненями 

а = 0, 8+8 = 08-0. 
ла — 8 =0, 58 —м=0, м — м=0. 

Достаточно одного взгляда на эти уравненя, чтобы замфтить, что указанныя 13 

прамыхъ образуютъ въ шести вершинахъ заданнаго четыреугольника и трехъ точ 
кахъ пересбченя дагоналей 9 гармоническихь пучковъ, 

Въ самомъ дЪлВ, разсмотримъ одинъ изъ указанныхь 10 полныхъ четыреуголь- 
никовъ, напримфръ, четыреугольникъ образуемый двумя хРагоналями 47, Си 

двумя сторонами АВ и ВО. Дв$ маговали этого послФдняго четыреугольчика с0- 
внадають съ прямыми ЕЕ и АС, остается добавить еще третью дагональ ВС", 

‘уравнене которой, очевидно, будеть 

24 — 58 = 0. 

Въ самомъ даЪ, посафднее уравнеше можеть быть написано въ видЪ 

мн — У) = 0, 

что указываеть, что прямая, опредфаляемая имъ проходить черезъ точку пересче- 
ня С магоналей (1), (11). Съдругой стороны первоначальный видъ этого уравнешя 

14 — 8 =0 показываетъ, что эта прямая проходить черезъ точку В пересфчен 

двухъ прамыхъ а —= биВ=0. 
И такъ, мы видимъ, что четыре прямыя ВС, АВ, @В, ВО, проходанця че- 

резъ точку В, имфють уравненями 

а=0, 8—0, 2ж— 8 == 0, а -нь8 = 0, 

что показываеть, что эти прямыя образують гармонический пучекъ. Подобнымъ 

ИО 
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образомъ, если мы соединимъ точку © съточкою 7) прямою, то при точкЪ 7) обра- 
зуется также гармоничесый пучекъ АД, @О, ЕЛ, ВБ. 

Саёдовательно, четыре точки Л, Н, С, 1) составаяють гармоническй рядъ на 

прямой АТ), подобнымъ же образомъ на прямой АВ получается гармонический 
рядъ 4, К, Е, В. 

Свойства полнаго четыреугольника примфняются къ вЪкоторымъ геометриче- 
скимъ построенямъ. 

76. Обратимся теперь къ гомотрафичеекииь пучкамъ, проведеннымь вокругъ 

одной и той же точки. 

Возьмемъ два пучка, проходяще черезъ точку пересфчешя двухъ прямыхъ 

а=0, В=0; 
уравненя такихъ пучковъ будуть 

3—№=0, Ва =0. 

Эти пучки будуть гомографическте, если между ). и |. будеть зависимость 

Аж ВА бСь+0=0. 

Тлавную особенноеть подобныхъ пучковъ, проведенныхь черезъ одну точку пред- 
ставляютъ такъ называемые двойные элементы. 

77. Двойною прямою пучковъ 

В— 2—0, В ра=0 . 

мы будемъ называть прямую, въ которую сливаются двф сопряженныя прямыя 
пучковъ, 

Чтобы получить двойную прямую, надо положить въ уравнение (*) ($66) „=, 

откуда получимъ для опредфлешя ). такое квадратное уравнене 

А (В- С) О=9. [4 

И такъ мы видимъ, что, если корни посаёдняго уравнения (**) вещественные, 
то существують двЪ двойныя прямыя, если же корни равны между собой, то двой- 
ныя прямыя сливаются въ одну и наконець, если корни уравнения мнимые, то двой- 
ныхъ прямыхъ не существуетъ. 

Если существують двЪ двойныя прямыя, то принимая ихъ за < = Фив = 0, 

мы приведемъ уравнеше (*) къ виду 

ВА би = 0, 

ибо тогда при ^ = 0, р = 0, апри^ = со, № = ©0, что указываетъ, что въ 

пучкахь В — ла —=0, В— ра =0, «= 0 из — 0 двойные элементы. 

78. Раземотримъ два гомографическихь пучка. 

8—2 =0, В — ва = 0. 

Положимъ, что сопряженныя прямыя Г. и Г, будуть такъ называемыя взаим- 



ве 

выя, т. е., если прямой 7, перваго пучка будеть соотвтетвовать прямая 7, во 

второмъ, то, обратно, прямой 7., разематриваемой, какъ принадлежащей первому 

` пучку будеть соотвЫтствовать прямая Г, во второмъ. Необходимо, чтобы уравне- 
не (*) удовлетворилось также и вътомъ случаЪ, когда переставимъ частныя зва- 

ченя Х и р, соотвЪтствующия двумъ прямымъ 7. и Гл, а дая этого необходимо, чтобы 

было 
Ак -- ВА +) =0. 

м А+ Вы ОО. 
Вычитая получимъ 

о-в -д=6; 
поса®днее же уравнеше удовлетворяется, или когда ). = 1, или же В = С. Въ 

первомъ случаъ мы получаемъ двойныя прямыя. Во второмъ случа получается 0с0- 
бенная гомографическая зависимость, въ которой веЪ сопраженныя прямыя 

взаимныя. 
Такая зависимость носить назваше инволюци. 
И такъ, обийй видъ уравнения (*), опредфляющаго инволюцию, двухъ пучковъ, 

будеть 

А + ВАН --В=0. 

Это уравнеше мы значительно упростимъ, если выберемъ за основныя прямыя я и В 
два взаимныхъ эаемента, тогда уравнене инволющи обратится въ боле простое 

Аж + = 0. 
р Е ы я а 

Полагая — че М, мы полузимъ обиый случай ивволющи, выраженный 

уравненями 
В— мор — = 0, 

ТАБ А и рр удоваетворяють уравнению 

№ = М. 

Если М >> 0, то существуютъ двЪ двойныя прямыя инволющи, опредъаяемыя 

‘уравненями = Е 
8— ИМ а=0 ив ИЖа= 0. 

Въ этомъ случа, если примем за основныя прамыя «—0, 8=0 ти дв двойныя 
прямыя, то уравнеше инволющи обратится въ такое 

Х+ь = 0. 

ПослВднее уравнене показывает, что всякая пара сопряженных эдементовъ ин- 
волющи составляеть съ двойными ея элементами гармоническую группу. 

Если М —= 0, то В — 0 будеть единственнымь двойнымъ элементомъ инво- 
лющи и наконець, когда № < 0 двойныхъ элементовъ не существуеть, = 



а = № — 
:. ® 

общее уравнеше инволюцти 

а А) + М0 
‘солержить два коэффищента. Г, то мы видимъ, что инволющюнная зависимость, 
эпрелвляетсл вполнЪ залащемъ лвух сопряженныхь элементовъ. Тогда вся- 

®Й олементь третьей пары опредьлить- щеетьй соотвтственный элементъ. Пока- 
жемъ, какъ выразить инволющенную зависимост! ‘и прямыхъ, проходящихъ 

_ черезъ одну точку. Принимал пару сопряженныхь прям а основныя, мы по- 
зучимъ уравненя 6-ти прямыхь, составаяющихъ инволюцию. въ 

а=0, 2 м8 =0, В—^,«=0, 

0, В ва; Вера 0, - 
т коеффищенты №, р, ^», №» Удовлетворяють уравневямъ 

М = М, А, ==; 

Пзъ послбднахь- уравнений. ‘получаемъ уравнене, выражающее инвоающюнную за- 
висимость, в такомъ видъ 

я 

Все, что. ‘сказано. ‘объ инволющи пучковъ, оть слова до слова можеть | быть при- 
мЪнено къ ‘раземотрнйю двухъ радовъ а ее ыы на одной ре 

Задачи: 1 к 
1. Бруги, проходялие вх двЪ заданныя точки пересфкаются съ прямою въ 

двухъ рядахъ точекъ, составляющихь инволющю. Эта инволющя будеть имбть 
двойные элементы, если точки лежат по одну стороу’ прямой и не будеть ихъ 

—. _”бть, вели по разныя. 

3. Стороны прямаго угла, вращающагося вовругь вершины; образують на воя- 
кой третьей прямой два ряда точекь, ть инволюцию безъ двойныхь, 

_ заементовъ, 

3. Велкую инволющую точекъ безъ двойныхь НЫ жожоо равовать за 

щешемь прямаго угла вокругь ифдаторой точки, ы 

4. Показать, что шесть прямыхъ, получавиыхь через содинеме иЪкоторой 
точки плоскости съ шестью верминами-полваго четыреугольника, образують инво- 
люцию; причемъ сопряжениыми элементами будуть прамыя, проведенных къ про- 
таВООлОЗНЫм вершинамъ, 

м5. Составить на основан закона лвойствейности предложеве относительно 
`рядовъ точекль, аналогичное съ высказаннымь въ предыдущей задач. 

ХАтею = : в. ы 
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рямыя лини, опредёляемыя уравненями высшихъ 

степеней. 

79. Мы видфли уже, что прямая лин!йя опредфляется уравненемь 

первой степени относительно координать 2, у. Уравнешя высшихъ 

степеней, какъ это мы увидимъь изъ дальнфйшато, опредфляють 

обыкновенно криволинейныя теометричесюя м%ста. Такъ напр., ли- 
н1ею втораго порядка называется геометрическое место точекъ, ко- 

ординаты которыхъ удовлетворяють уравненю второй степени 

Ал? + Вху- бу+ Ох- Еу-Ё=0. (1) 

Кругъ есть одна изъ лин! 2-го порядка, ибо его ур., какъ мы 

уже видфли, есть частный случай уравнешя общаго (1). Главною 
цфлью нашихъ дальнёйшихь разсужден й будеть изучене вида и 
свойствъ различныхь лин! 2-го порядка, которыя можно получать 
задавая различныя значен!я коэффишентовь А, В, С, О, Е, РЕ. 

Но иногда уравненя высшихъ степеней опредфляють одну или 
нЪсколько прямыхъ. Разсмотримъ нфсколько подобныхь случаевь. 

80. Предположимъ, что первая часть уравненя (1) лини 2-го 
подрядка есть полный квадрать первой части уравнен!я н%®которой 

прямой. Напр., возьмемъ уравнене 

ан лун у-н 2 -3у+1=0. — 

ы >. 
Это уравнеше можеть быть написано такъ: < 

(ву 1 =0 { 

и, очевидно, равносильно уравненю 
3 

ш—у-1=0. 

Итакъ, мы видимъ, что лин!я втораго порядка, опредфляемая 

заданнымъ уравнешемъ, обращается въ прямую 

жу+1=0. 

81. Раземотримъ уравнеше 

эму + у+21-2у=0. 
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Это уравнеше можеть быть написано такъ 

(в-ну 2 (#-у=0, 
вли еще такъ 

(2-ну). (#-ну- 2) =0. в. ь 

Когда произведеше двухъь множителей равно нулю, тогда д л о. 
женъ быть равенъ нулю одинъ изъ множителей, или Бью 

(2-НуУ), или множитель (2-ну-+2). Оба предположения возможны, о: 

а потому мы получаемъ два уравнен!я 

&+у=0, жук? =0. 

Лианя втораго порядка опредфляемая заданнымъ уравненемъ есть 

ничто иное, какъ система двухъ параллельных прямых 

у =0, хну+2=0. р 

82. Возьмемъ уравнене 

2—у—2%1=0. 

Это уравнеше можеть быть переписано такъ 

(79—22 —у=0, : 
или Такъ 

(@—1—у=0. 
Разность квадратовь въ первой части уравнешя можеть быть 

разложена на два множителя, такъ что получится 

(&—1-9). (#—1—9У)=0. 

Итакъ, мы видить, что линя втораго порядка, опредляемая 
уравненемъ 

2 —у—2%-1=0, ме > 

есть ничто иное какъ система двухъ пересфкающихся прямыхъ 

—1-+у=0, #—1—9=0. 

Эти прямыя переефкаются въ точк® 

= у=0. 
в* 
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83. Резюмируя сказанное въ посл$днихъ трехъ параграфахъ мы 

замфчаемь, что, если задано и прямыхъ уравненями © = 0, В=0,... 
®=0; то уравнене, получаемое оть умножен!я ихъ 

; а., Вт..®—=:0 

будеть я-ой степени относительно д и у и будеть представлять тоть 
частный случай, когда уравнен!е #-ой степени опредфляеть систему ® 
прямыхъ. Если всё множители ‚8,1, ... ® одинаковы, то мы по- 

лучаемь уравнеше ”-ой степени 2” =0, опредфляющее одну пря- 

мую #=0. 
84. Вообще говоря, мы можемъ сказать, что если уравнеше какой 

нибудь степени (7=0 имфеть первую часть (, разлатающуюся на 

множители низшихь степеней 

= М: 

то геометрическое мфсто опредфляемое этимъ уравнешемъ есть сово- 
купность геометрическихь мфсть, опредфляемыхъ уравнен1ями 

Зоб... 
Такъ напр., уравнене 

ж-ау —ж=0 

можеть быть представлено въ видЪ 

жо(а + у?— 1) =0 

и, слфдовательно, опредфляеть геометрическое мфето, состоящее изъ’ 
< оси у-овъ и круга 

2 у—1=0. 

85. Однороднымъ уравнешемь #-ой ‘степени между двумя коор- 

динатами называется уравнеше вида 

(1) уд 2 Ду... А, ухо Ат=Оо 

во всфхъ членахъ котораго сумма показателей надъ 2 и надъ у оди- 

накова и равна и показателю степени уравнен1я. 

Относительно уравненйя (1) мы замфчаемъ, что дфля это урав- 

нене на 2” и подставляя + =, получимь уравнеше 

(2) р" Ар" "+ Аз. Ар А, =0. 
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Предположимь теперь, что всф ® корней уравненя (2) дЪй- 

ствительны и пусть они будуть 

Ра "Раз Ра» *° Ри. * 

Тогда мы замфчаемъ, что уравнеше (1) равносильно совокуп- 
ности уравнен Я 

(3) Ури, У = ры, У = ры, ... У рье 
и, елфдовательно, опредфляеть систему прямыхъ (3). 

Ве эти прамыя проходять черезь начало координать и состав- 

ляють сь осью 2-овъ углы, тантенсы которыхъ равны р, р,, ..- р». 
Въ дЪйствительности будеть менфе чфмъ я различныхь прямыхъ, 

если нфкоторые изъ корней р,, р,; рз, -.. р, будуть равными или 
мнимыми. Такъ напримфрь, если корень р, мнимый, то уравнеше 
У=р:% кромф начала координатъ, координаты котораго удовлетво- 
ряють очевидно уравненю, не опред®ляеть никакого геометрическато 
м\ета. 

Иногда говорять, что уравнеше у=р.2 опредфляеть и при р, 
мнимомъ такъ называемую мнимую прямую, проходящую черезъ на- 
чало координать; а тогда можно высказать общее заключене, Вся- 

кое однородное уравнеше я-ой степени опредфляеть # прямыхъ про- 
ходящихь черезь начало координать. Конечно, при этомъ надо пом- 
нить, что нфкоторыя изь этихь прямыхъ могуть совпадать друмя 
дфлаться мнимыми. 

86. Если всф и прямыхъ, опредфляемыхь однороднымъ уравне- 

немъ, мнимыя, тогда это уравнеше опредфляегь ‘въ дЪйствительности 

только одну точку, а именно начало координать, ибо оно удовле- 

творяется только для значенй 

Оу Я = 0 

Напримфръ, уравнеше 
у =о 

опредфляеть начало координать, ибо сумма двухъ, квадратовь дЪй- 

ствительныхь чисель не иначе можеть равняться нулю, какъ если 

оба квадрата одновременно равны нулю, что даеть 

= оу: 99-0, 
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т. е. координаты начала. Заданное уравненте, очевидно, однородное, 
а потому поступая по указанному пр ему мы получимь 

= о, 8-+1=0, 

откуда сбив 

в=-У—1, в=—У—® 

06% прямыя, опредфляемыя нашимъ уравнешемъ мнимыя и имфють 
уравненя. 

у=У— 1.2, у=—У—1.х. 

87. Вообще говоря, если заданное уравнене можеть быть при- 
ведено къ виду 

ПУ =0, (1) 

то оно опредфляеть систему точекъ, лежащихь на пересфчени 
двухъ кривыхъ 0 =0, /=0, ибо уравнению (1) не иначе возможно, 

удовлетворить дфйствительными значен!ями координать, а, слдова- 
тельно, и величинъ 07 и У, которыя отъ этихъ координатъ зависять, 
какъ полагая совместно 7=0 и У=О0, и, слфдовалельно, коорди- 

наты точекъ геометрическато мФста (1) должны удовлетворять заразъ 

двумь уравнешямь (Г =0 я У=0. Напримфрь, уразнеше 

(2 — 1} (у—1}=0 

опредфляеть точки пересфчен!я теометрическихь мфсть, опредфляе- 

мыхь уравнешями 
1—1=0, у—1=0 

и, слфдовательно, заданное уравнеше опредфляеть четыре точки, ле- 

жапия въ вершинахъ четыреугольника, образуемаго прямыми 

= 11 у=ьу У 

88. Прежде чфмъ перейдемь къ подробному изучению лин! вто- 
раго порядка, найдемъ услове, при которомъ уравнеше 

Аз -н Вху -- Су’ 0х Еу+ЁЕ=0 (1) 

опред®ляеть двз прямыя. 
Напишемъ это уравнене въ форм 

Аж? -+ (Ву-- р) 2 -+ бу’ Ву Ё=0. 
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Если А не равно нулю, то рышая это квадратное уравнеше 
получимь 

Ву. 
РУ 

51 УМО (ВИЗА у аАР 
Это уравнен!е только тогда приведется къ виду х=ту п, 

когда подкоренная величина будеть полный квадратъ, а это будетъ, 

очевидно, когда ° 

(В*—440) (0*—4АР) = (ВР—2АЕ 
` Раскрывая скобки и сокращая на 4А, получимъ 

АЕ*- С [2- ВЕ:— ВЕ —4АСР=0 (2) 

2 и есть всшаюе услюасе того, что гравнеше (1) опредфляеть двё 

заеть тразлезыя (2) вазывается дискриминантоме 

НТ (а + — 92) (д -Н у? — я?) 

те ела 2 + В х*, 10 это уравнеше опредфляеть ничто иное, 

18$ касательных, проведенныя къ кругу 2? у? —#? = 0 изъ точки съ 

(=, В). Раскрывая скобки въ уравнени получимъ 

роды уу) — п. [2 (ав ву) — у] -=0 
Воспользуемся тождествомъ 

(2-5 В?) (22 --уз) — (ве -- Ву = (ву— 82); 
получимъ 

(ву— В) —#? [(#—-+(у—В]=0, 
откуда 

[а (у—Ю— Ва рб[@—в-+0—8=0 
и окончательно 

(97,—2?) (#— В): — 28а (= —В) (у— (8: —#) (у—В*=0. 

Это уравнеше однородное относительно 2 —м и у— В поэтому опредбаяеть, 
дв прямыя, проходящя черезъ точку (=, 8). Въ самомъ два, полагая у— В = 

р (#— а) получимь для нахождения р квадратное уравнене 

(27—72) р? — За8 р-н В? — = 0. 



Откуда окончательно 

Вели 
а >=, 

то оба корня р, и р, вещественные и, сабдовательно, уравнетя 

У—Вр (#—а), у_В=р (#—@) 
опредфляють двз прямыя, проходяция черезъ точку (=, 8); что эти прямыя ка- 

саютея къ кругу 22 у —? = 0 видно изъ того, что разстоянйе начала коорди- 
нать до нихъ равно х, въ чемъ не трудно уббдиться. 

Задачи: 

1. Что опредляеть уравнеше ху = 0? 
Отв. Дв оси кооординатъ. Е 
2. Какое м5ето опредбаяеть уравнеше 2 — /? — 03 
Отв. Биссекторы угловъ между осями, 
3. Мвето, опредляемое уравнешемь 2? — 5 -- 6? =07 
Отв. —2у=0, х—Зу=0. 

4. Какое мФето опредфаяеть уравненше 2? — Эжу бес 0 + /? = 0 

Отв. в=9и(1=+). 

5. Опредвлить В такъ чтобы 2 -= Вху + у? — 5 — 7у-+ 6 = 0 опредваяло 
прямыя лини. 

Отв. Отрьзки на ослхъ получаются изъ уравненй 2% — бу 6 = 0, 

у: — 1у+- 6 — 0 корни ихъ суть х= 2, #=3, у=1, у=6. 

_Составляя уравнешя линй, соединяющихъ найденныя точки мы видимъ, что, > 

вели уравнене выражаеть прямыя лини, то оно должно дать одну или другую изъ 

формъ 
(2 Зу— 3) (25 у—6)=0, (2 Зу— 3) (За-ну— 6) =0, 

откуда перемножая опредфлимъ В. 

Лин!и втораго порядка. 

90. Переходя къ изслфдованию уравнен!я 

Аз -= Вжу + Су? де ВунЁ=о0 (1) 

въ общемъ видф, мы будемь во всемъ далыиМипемь оси координать 

предполагать прямоугольными. Это предположен!е мы имфемь право 

дфлать, ибо мы вывели раньше формулы, при помощи которыхъ, мо- 
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жемъ перейти отъ любой косоугольной системы координать къ си- 
стемф прямоугольной. Такъ какъь формулы преобразован!я одн®хЪ 
координать въ друшя всегда первой степени относительно коорди- 
наль, кавь старыхъ такъ и новыхъ, то уравнене второй степени (1) 

оть такого преобразованйя координать обратится въ уравнеше тоже 

второй степени относительно новыхъ координать. Это новое уравне- 
ше будеть, очевидно, имфть тоть же видь, что и уравнеше (1) 

А’? В’ху- бу Г'х-- Еу+- Е'=0. 

Для удобства дальнёйшихъ выкладокь будемъ писать уравнеше (1) 
въ такомь вид® 

Аз? -- 2Вжу + бу? +20; 2Еу-Р=0. (4) 

Уравнеше (4) отличается только множителемь 2, присоединен- 

нымь къ нфкоторымъ коэффишентамъ. 

91. Прежде чфмъ обратиться къ классификащи и изучено 
различныхь видовъ лин 2-го порядка, мы замфтимъ ихъ н®которыя 

обя свойства. 
Прежде всего мы замфчаемь, что уравнеше (1) заключаеть 6 

коэффищентовь, или, собственно говоря, пять параметровъ, полу- 
заемыхь оть дфлен!я пяти изъ числа коэффищентовь на шестой, & 

потому линя втораго порядка опредфляется изъ пяти условй. Можно 
требовать, напримфръ, чтобы лин!я втораго порядка проходила че- 

резъ 5 точекъ. ы 

92. Намъ придется въ дальнзйшемъ переносить начало координать 

въ точку а, 2, оставляя направлене осей прежнимь. По извфетнымь 

уже намъ формуламъ преобразован!я координать, мы замфчаемъ, что 

уравнене (4) обратится въ слёдующее 

А (2-4) --2В (2-на) (у) 0 (у 8-3 (= Р- 

28 (у+-+И=о0; 

откуда получимъ новое уравнене въ такомъ видф 

Аз? + 2Вху + буз-- 22-Е у Е, =0, 

причемь мы замфчаемь, что коэффищенты А, В, С при 4", 
зу, У" не измфнились оть произведеннаго’ преобразован1я коорди- 



==>. — 

натъ, что касается до коэффишентовь 7),, Е,, Ё,, то они равны 

Л, = Аа-- В+ р 

Е, = Ва-- 0%-- Е 

Е, = Аа? 2Ваб -н 05% 2Да- ЗЕ Г. 

Итакъ, мы получаемь въ высшей степени важное замфчаше, 
состоящее въ томь, что независящйй оть координать членъ №, вь 
преобразованномь уравнени равенъ результату подстановки въ пер- 
вую часть заданнато уравнен1я координать новаго начала. 

93. Лия втораго порядка пересекается всякою прямою въ двухъ 

точкахь дфйствительныхь, совиадающихь или мнимыхъ. 

Въ самомъ дфлЪ, возьмемь прямую 

у=те-и; (“) 
координаты точки пересфчешя прямой (*) и лин!и втораго порядка (4) 
удовлетворять сразу двумъ уравнешямъ (4) и (*), а потому коорди- 

наты эти должны представлять систему рфшен!й относительно хиу 
двухъ уравнений (.4) и (*). Исключаемъ сначала у, подставляя его 
выражене изъ уравненя (*), въ уравнеше (4), тогда получимъ для 
опредфлен!я 2 квадратное уравнеше. 

(7) Аж 2Ва (тени) С (тен +20 

> --2И (тен Е =о. 

Итакъ, мы видимь, что существують дв точки пересфченя пря- 
мой (*) съ лишей втораго порядка (4), абециесы которыхъ полу- 
чатся черезь рфшеше уравнешя (**) относительно 2. Если корни 

послфдняго уравненя оба дЪйствительные, то прямая (*) пересфчеть 

линю (4) вь двухъ дЪйствительныхь точкахъ; если корни одина- 

ковы, то 06% точки пересфченя обращаются въ одну точку, а с$- 

кущая (*) становится касательною; наконець, если кори уравнения (**) 
мнимые, то прямая не пересфкаеть лин!ю втораго порядка. 

Преобразован1е первой части уравнен1я лини втораго 
порядка. 

94. Ве наши разсуждешя, касающёяся классиффикащи и изу- 
чешя вида лан йЙ втораго порядка будуть основаны на одномь алге- 
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о Е =. 
бранческомь преобразовани уравненя (.4) $90, состоящемь въ вы- 
дфлени въ первой части уравненя квадратовь линейныхъ функц (*) 

оть координат. 
95. Прежде всего замфтимь, что мы всегда можемъ предполагать, 

что по крайней мфрф одинь изъ коэффищентовь 4, В, С не ра- 
венъ нулю, ибо вь противномъ случа уравнене (4) обращается 
въ уравнеше первой степени 

20% + 2Ву-Р=о0 

и опредфляеть, сл$довательно, нфкоторую прямую линю. 

96. Оставляя до дальнфйшато случай равенства нулю обоихъ 
коэффишентовь А и С, мы здфсь остановимся на случа, когда одинъ 
изъ иихь, ванр. 4 не равень нулю. 

Рьсвавюжжиь перетю часть уравнен!я по степенямъ коордянаты 2, 

+ 0) + Су +2БунР=0. (А) 

даа удобства последнее уравнене на А. 

- Ву р) -+ Абу --ЗАЕу+ АР = 0. 

ибщалях къ первой части и вычитая изъ нея квадрать дву- 
Г, получимь 

(Аж--2Ах (Ву-- 2)-+ (Ву+ 2)*— (Ву-- р 

+ Абу? + 2АЕу-+ АР=0. 

Откуда получаемъ 

[Аж-н (Ву- 2) — Вуз —2ВРу— 07° Абу? 

= 2АВу-+ АЙ= О, 
или окончательно 

(Ах-н Ву 0) -+ Гу 2Му-- М=0, (А) 
тдф обозначено 

[= АС — В*, М=АЕ— ВО, М=АЕ— 1», 

*) Линейною функшею отъ &, %, $, ... т называется выражеше вида 

ау ен... де. 
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Еели Г,=0, тогда разложене первой части уравнешя (А) окон- 
чено, ибо тогда уравнеше (.’) получаеть видъ 

(А2-- Ву+ 2) +2Му+- М =0. (В) 

Уравнене (В) показываеть, что въ случа 

АС — В =0, 

по выдфлеши квадрата линейной функщи 

Аз Ву 
остается линейная функщя 

2Му- №. 

Итакъ, въ случа® /,=0 получаемь первый видъ лиш втораго 
порядка, уравнене которыхъ можеть быть приведено къ виду 

а -В=0 

тд% 

а = Аж-н Ву 0, В=3Му-+ М. 

Переходимъ теперь къ случаю когда Г, не равно нулю. Въ этомъ 
случа$ можно умножить уравнене (.’) на Г, и продолжать разло- 
жене на сумму квадратовь далфе. Получимь 

1 (Аз-- Ву-- 2) [у 2Г Му ГИ =0. 

Прибавляемь къ первой части этого уравненя и вычитаемъ изъ 
нея М*, тогда получаем 

1 (Аж-ь Ву-н 0) (Гун 2 (Гу) М-- М ЕУ— М?= 0, 

или окончательно 

1 (Аж -- Ву-- 0} -- Ту М--Р=0, (С) 
гдФ 

Р=ЁМ— М*. 

Уравнеше ((') представляеть изъ себя окончательный резуль- 
тать разложеня первой части уравнешя (4) на сумму квад- 

ратовь линейныхь функщи. По выдфленш двухъ квадратовъ ли- 

нейныхь функщй Ах+ Ву и Гу-+ М остается постоянное 

—= РЕМ М. 



=. 

'Итакъ, въ случаф, когда Г не=0, получаются кривыя вто- 

раго вида, уравнене которыхъ можеть быть представлено въ слФдую- 
щемъ видЪ 

Па РО, 
тлф 

а = Аж Ву 0, в=1у- М. 

97. Напримфрь, задано уравнене 

2 — луну —1=0. 

Переписывая въ такомъ видЪ: 

22—21 (у у—1=0, 

прабавляя и вычитая квадрать (у— 1)*, получимъ 

2 — 2% (у -(у— 1) — (у— 1+7 —1=0, 
откуда 

о 
(фу 1+ 3у—2=0. 

Кривая принадлежить къ первому виду, ибо уравнеше ея пред- 

ставляется въ видф 
+8 =0, 

тд 

а=#—у+1, В=2у — 2. 

Возьмемъ уравнене 

242 — 2лу-н 3у*— 2 +2у—1=0. 

Умножимъ на 2 

(25 )* —2 (25) у-н 6? —2 (22) + 4у—2=0, 
ИЛИ 

(245) — 2 (24) (у-+ Г) 6 +4у—2=0, 
отсюда 
[22 — уно — (зу 6+ 4—2 =0, 

пли 

(25 —у— 1) 59 +2у—3=0. 

Умножая на 5, получимъ 

5 (22 —у— 1) + 259? +2 (59) +1—16 =0, 



или окончательно 

5 (2% у—1)*-+ (Бу 1)*—16=0. 

Получается лишя втораго порядка втораго вида, ибо заданное 

уравнен!о можно представить въ видЪ: 

"1+ Р=О, 
тд 

[=5, а=2%—у—1, В=5у-1, Р=16. 

Изслдован1е уравневйя (А) въ случа АС— В*—=0. 

98. Итакъ, мы обращаемся къ разсмотрнйю лин!Й вторато по- 

рядка перваго рода, т. е. когда уравнеше (4) можеть быть пред- 

ставлено въ слфдующемь вид 

8 =0, (В) 
тдЪ 

а = Аж-- Ву+- р, В=2Му- М, 

М = ЕА— ВО, М=АЕ- 1*. 

99. Замфтимъ прежде всего, что услове АС — В*=0 показы- 
ваеть, что первые три члена 42*-- 2 Вху-+ Су" составляють пол- 

ный квадрать линейной функши. 

Въ самомъ дфлф, если 

Аб — В = 0, 
то 

и мы получимъ 

Аа? + ЗВху = Су? = Аз? + 2Вху-= с у = 

(Аза? + 2АВзжу - Ву") = =: (Аз ву] Ул 
100. Разсмотримьъ сначала тгеометричесяя мфста, опредфляемыя 

уравненемъ (В) въ томъ случа, когда В постоянное, другими сло- 
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когда М==0; такъ что В = №. Этоть случай разбивается вь 
‘очередь на три слфдующихъ: 

№> 0, М=0, М<0. \ 

101. Въ первомъ случа, т. е. когда №>0, уравнеше М 

= можеть удовлетворяться ни при какихъ вещественныхь значеняхь, 
зоорданать фи У, ибо первая часть этого уравнешя есть сумма 

затхь зленовъ: М большаго нуля и другаго положительнато числа а”, 

На при какихь значешяхь координать <° не можеть быть сдфланъ 
чевьше нуля и, слфдовательно, сумма №-на* будучи не менфе по- 

° зюжательнаго числа № не можеть равняться нулю. Итакъ, въ слу- 
— 38 №0 уравнеше ®- М=0 не опредфляеть никакого геоме- 

трическато мфета. 

102. Обращаемся къ случаю № =0, тогда уравнеше а*-- № =0 

‘9бращается въ слфдующее 
2—0 

или, что одно и то же, 
а=0. 

Опредфляемое уравнешемъ “ 

+ М=о0 

аъ этомъ случа геометрическое мфсто ееть прямая 

а=Аж-- В+ д=0. 

103. Наконець въ случа № < 0 получимь дв параллельныя 
прамыя, Въ самомъ дёлЪ, если № отрицательно, то можно положить 

М=— 8, 

тдЬ 2 нёкоторое вещественное число, и тотда уравнене 

+М=о0 
обратится въ слфдующее 

а —8'=0, (а--8) &—3)=0, -^ 

которое, въ свою очередь, разбивается на два слФдующихь 

а+8=0, я—8=0. 

Эти уравнешя опредфляють дв® параллельныя прямыя 

Ах + Ву+ (Р-+38)=0, Аж Ву-+ (р—8)=0. 
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_Примтры: 
1. Пусть задано уравнеше 

+ Заун у --1=0. 

Это уравнеше можно написать такъ: 

(2 у} + 1=0. 

Уравнене не опредфляеть никакого геометрическахо мфста. 

2. Задано уравнене 

272 = зу + у =0. 

Это уравнеше можно написать такъ 

(х + у)}=0, ви < у=о 
98 

и, слфдовательно, оно опредфляеть прямую, дфлящую пополамь углы, 
второй и четвертый между осями координалъ, 

3. 2 + уу — 4=0. 

Это уравнене можеть быть написано такъ 

(ху) — 2*=0; (д +у-+ 2) (у =0. 

Заданное уравнене опредфляеть двф параллельныя прямыя 

ду =0; хну—2=0. 

104, Резюмируя сказанное относительно случая, когда В по- 
стоянное, мы можемъ сказать, что въ этомъ случа лин!я 2-го по- 

радка обращается въ систему двухъ параллельныхь прямыхъ, при- 
чемъ эти прямыя могуть быть разныя, совпадаюция или мнимыя. 

Парабола. 

105. Обращаемся теперь къ болфе общему случа», когда коэф- 

фищенть М не равенъ нулю. Въ этомъ случаз В ость линейная 

функшя 
у 2Му- №. 

Лин!я второго порядка, опредфляемая въ этомъ случа® уравненемъ 

а == В =0, 

есть нфкоторая особая кривая лия, называемая параболою, 
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106. Итакъ, мы приступимъ къ изучен!ю вида и свойствь параболы. 

а +В=0 

члезално, что на разсматриваемой кривой лежитъ точка пересфчен!я 

а=0, В=0, 

этой точки удовлетворяють заразъ двумъ уравнешямъ 

- а=0, В=0 

`тдовлетворяють также и уравненшо 

8 =0. 

точкй пересфчешя заданной параболы съ 

; заллиное число; если это число положи- 
‚ == зежеть по одну сторону прямой «=0, & 

2 то по другую. ДвФ прямыя 

а = неё на=—й 

_©ь разныхъ сторонъ относительно прямой «=0 и, какъ легко 

на основани изложеннаго въ $ 32, онф лежать на оди- 

разстоянши оть послфдней, такъ что прямая «==0 лежить 
между прямыми 

а=+й на=— , 

не будеть играть существенную роль во всфхъ дальнЪй- 
разсужден!яхъ. 

4 _Итакъ, займемся сначала сфкущими « =, параллельными пря- 
мой «—0. Легко показать, что вс тая сфкупуя пересфкають па- 

_ раболу въ одной точкф. Въ самомь дфлв, точки пересфченя с$ку- 
щей = съ параболою 

а +В=0 

‘опредфляются координатами, удовлетворяющими заразъ двумь уравне- 

а=в и +В =0, 
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а потому, чтобы получить искомня координаты, надо рёшить отно- 

сительно фи у два уравненя 

а=Еь, а +В8=0. 

Послфднюю систему уравненй, прежде чфмъ рфшать относительно 
2 и у, мы пмфемъ право подвергнуть любому тождественному пре- 
образованио, & именно, замною < на №, на основан перваго ураз- 
неня, мы можемъ второе уравнеше написать такъ 

в +В=0, 

откуда мы видимъ, что координаты точекъ пересфчен1я могуть быть 
опредфлены изъ такой системы уравненй 

а=Ё, №8=0. 

Оба послфдвйя уравнешя первой степени относительно 2 и у, а по- 

тому опредфляють дв прямыя линш, пересфкающияся въ одной точк$; 

эта послфдняя точка и будеть не что иное, какъ пересёчене прямой 

< = ® ©ь параболою . 
а В =0- 

108. Обращаемся теперь къ сфкущимь В = , параллельнымь 

прямой В = 0. 

Координаты точекъ пересфченя прямой В = ® и параболы 

а + В=0, 

опредзляется черезь рьшене относительно х и у системы уравненй 

В=в, а + В=0. 

Послфдняя система можеть быть замфнена слфдующею 

= а -Е=0. 

Уравненше х’ + =—0 при # > 0 не можеть быть удовлетворено ника- 
кими дфйствительными значенями координать 2 п У, & потому пря- 

мая В = К при # >> 0 не пересфкаеть параболы 

а +В=0 

и, слфдовательно, парабола лежить съ той стороны 3=0, съ кото- 
рой 8 отрицательно. 
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'Итакъ, будемъ искать точки пересфченя параболы 

@+В=0 
<> прямою В =, гдё Ё < 0. Въ этомъ случаФ число можно при- 

Фазнять квадрату нфкотораго дфйствительнато числа, взятому со 

Заакомъ минусь, а именно # = — 8*. 

Прямая В = 0 параллельна оси 2-овъ, ибо ея уравнеше имфеть 
вадъ 

2Му-+ М=0, 
откуда 

Чы М 

узи. 
Прямая же « — 0, вообще говоря, не параллельна ни одной изъ 

сей, ибо ея уравнеше имфеть видъ 

Ах - В+ р=о, 

15 Ап В не равны нулю (см. черт. 38). Точка пересфчешя Р 
прячыхь а = 0 иВ = 0 лежать, 

хавъ мы уже сказали на искомой 
_ тараболЪ. Положимъ, что 

=>, 
тогда прямая 8 = 0 лежитьтакъ, 

такъ это показано на чертеж, 

если, кром$ того начало коорди- 

зать лежить съ той стороны 

рамой 8—0, съ которой 8 по- 
звжательно, то вся парабола лежить по’другую сторону прямой В=0 
этвосительно начала, т. е. опятьтаки такъ, какъ это показано на чертеж. 

Покажемъ теперь, что каждая изъ прямыхъ 

В= — 88 

Черт.38. 

ересфкаеть параболу въ двухъ точкахъ. Въ самомъ дёлё, м®няя ве- 

личану & мы будемь получать различныя прямыя М М, М, М,', 

Зараллельныя прямой В = 0 и лежашя сь той стороны, тдё на- 

зыедится парабола. 
те 
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Для нахожден!я координать точекъ пересёченя прямой 

в=— 2 

съ параболой, необходимо рфшить относительно 2 и у два уравненя 

= — 63 и а +В =0; 

эта система уравнен!й равносильна со слфдующей 

В=— 8, *—#=0, 
или, что одно и то же, 

в=— 22, «+ 8) &«—8)=0. 

Послфдяяя система уравневй равносильна двумъ системамъ 

в=— 28° в=—2* | 

ан8=0 от за 

Первая система 
(= —, а=— д) 

даеть координаты точки М, лежащей на пересфчен!и прямыхъ 

= — 6 на= — 8, 

причемь вторая прямая параллельна прямой « = 0. Вторая система, 

В= — 82, а= +8 

даеть координаты точки М", лежащей на пересфчен!и прямыхъ 

В—= — 8 на= +8, 

причемъ вторая прямая тоже параллельна прямой а = 0. 

Итакъ, мы видимъ, что прямая В = — 8* пересфкаеть искомую 

параболу въ двухь точкахь М и М’. Точно также мы покажемъ, 

что всякая другая прямая 8 = — 8,", параллельная прямой В =0, 

пересвкаеть искомую параболу въ двухъ точкахъь М, и М'.. 
По мфрЪ уменьшеня величины 8 точки М и М’ сближаются, 

такъ что, когда 8 = о, то прямая В = — 8* обращается въ касательную. 
109. Покажемъ теперь, что прямая х = 0 перес®каеть всф хорды 

ММ', М, М,‚', параллельныя прямой В — 0 въ точкахъ №, №,, двля- 
щихь эти хорды пополамъ. 

Возьиемь нфкоторую изъ разсматриваемыхъ нами хордъ, напр. 
ММ! и пусть уравнеше этой хорды будеть 

в=—», 
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тд% 6 нфкоторое дфйствительное число. Координаты концовь Ми М’ 

хорды ММ’ будуть опредфляться системами: 

в=—8 а в=— 8 
(м)..... | (м)-.... | - 

а а= +8 

Координаты же точки №, въ которой хорду В = — 8" пересфкаеть 
прямая а = 0, опредфляются изъ слфдующей системы 

в=—= 
а=0 

(№)... | 

Итакъ, мы видимъ, что точки М, №, М’ опредфляются, какъ 
пересфчен!е прямой 8 = — 8 тремя прямыми 

&а=— 8, а=0, а= +8. 

Поелфдь!я три прямыя параллельны между собой и находятся въ 

равномъ разстоян!и другь оть друга, откуда заключаемъ, что точка № 

есть средина хорды ММ'. 

Итакь, мы видимъ, что прямая а = 0 есть геометрическое мфсто 
срединъ хордь, параллельныхь прямой В=0. Прямая «=0, дфля- 

щая пополамь хорды, параллельныя прямой В= 0, называется 0%4- 

метром» параболы. 

Покажемъ, что средины хордъ, параллельныхъ всякому другому 

направленю, лежать на нЪфкоторой прямой. Ве подобныя прямыя 

называются д%аметрами параболы. Это опредфлене д1аметра пере- 
несено съ круга, ибо въ круг среданы хордъ, параллельныхь между 

собой, лежать всегда на н®которомъ д1аметр%. 

Итакъь, обращаемся кь разсмотр$н!ю хордъ, не параллельныхь 
прямой В = 0. 

110. Докажемъ предварительно слфдующую лемму. 

Чемма. Заданы дв линейныя функщи 

«= Ах + Ву+ 0, В=2Му-н М. 

Уразневе всякой прямой 

Ах + Ву +0, =0 Е (1) 



— 102 — 

можеть быть написано въ такомъ видь 

1+ тв =0, (2) 
тдв [, т, п суть н$Фкоторыя числа. 

Въ самомъ дл, числа 1, т, ® могуть быть опредфлены, сравни- 

вая коэффищенты въ уравнешяхъ (1) (2). 

Уравнеше (2) можеть быть написано такъ 

1 (Аз -- Ву-- р) -н т (3Му + №) +п=0 

ТА -+ ((В = зтМ)у-+ Ш тУ+пв=о0. (2) 

Для того чтобы уравнеше (2’) совпало съ уравнешемь (1), не- 

обходимо приравнять коэффишенты при 2 и У и членъ, независящий 
оть координать, въ одномь уравнени коэффищентамь и члену въ 

другомъ. Получимъ три уравненя 

1А=А, (В -зтМ =В,, ШФ-тИ+т=С,, 

откуда получаемь для [, т, п выражешя 

1 И ВА-— А, В 

Нд" ЗАМ ы 

АА ВА, —АВ 
п о М Ил °, 

Примтрз: 

а=ж+у+1, 8=39у—1, 

требуется уравнеше 

35 — Зу+1=0 (*) 

написать въ видЪ 

(а тв =0. 
Уравнене 

1(х уж я (2—1 -+в=0 

можеть быть написано въ такомь вид® 

12 + (1 эту —т-и=о; 

сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ (*), мы получимъ 

Р=3, [-2т=—8, [-т+п=1, 



5 5 9 
1=3 "=—я3, НВ 5 = 

@) можеть быть окончательно представлено въ слфдую- 

5 9 
За 5 В 5 0. 

ая рьшевя той же задачи можно было-бы поступать еще такъ 
Рышлехь уравненя 

а=х+у+ТГ и В=2у—1 

‘исвосятельно х и у и получаемь 

= а—1 Ри 

звахтченных зыраженя для хи у въ уравнене 

3х — Зу+1=0, 

совнадаеть съ полученнымь уже ре- 
зуьтатомъ. 

111. Будемъ разематривать теперь 
вирды, параллельныя н®которой прямой 

Лат +п=0. 

Уравненя всфхъ этихъ хордъ мы 

‚ оставляя 1, т безъ перемфны 
ЗЕбняя п. 
Предположимъ, что мы задаемь для числа # нФкоторое опред$- 

евное значене, тогда получаемъ нфкоторую прямую, которая пере-_ 

ф=аеть параболу въ двухъ точкахь М и М' (черт. 39), коорди- 

ваты которыхъ опредфлятся черезь рьшене относительно 5% и уси- 
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стемы уравненй 

«= тв =0 

а +В=0 

Этв система можеть быть замфнена слёдующею 

1 п 
т 
РИ ин. ЕР 

т т 

Послфднее изъ уравнен!Й можеть быть рёшено относительно «и мы 
тогда получимъ 

1 Р п 1 = 
Е Чт "т эт УЕ. 

Если В,>0, такъ что корень УЕ, вещественный, тогда суще- 

ствують двф точки пересфченя Ми М” хорды ММ’ съ параболою. 
Вь случа Ё,=0 00% точки пересфчен!я сливаются въ одну и хорда 

обращается въ касательную къ парабол$. Для значенй коэффищента п, 
обращающихь Ё, въ число отрицательное, прямая 

ат +в=0 

не пересфкаеть параболы. Въ томъ случаф, когда хорда перес®каеть 
параболу въ двухъ точкахъ, мы получимъ координаты одной изъ 
точекъ пересфчен!я М (см. черт. 39) изъ системы уравненй: 

1 п 1 
т =-„-+УЕ,; 

координаты другой точки М’ мы получимь изъ системы: 

1 п 1 в 

по ерединф между точками Ми М’ и слёдовательно, можеть быть, 
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опредфлена, какь пересфчеше прямой 

#2 1 п 

Е 
съ прямой 

_ 
ть 

Будемьъ брать разныя хорды, параллельныя хордё ММ’. Пере- 
иЪна положен!я хорды соотвфтствуеть измфненю коэффищента я, 

но при этомъ всегда средина хорды лежить на прямой 

1 

=> Эт 
в, слфдовательно, каждой систем параллельныхь хордъ 

а 

а т8-п=0 

будеть соотвфтствовать внолнф опредфленный маметрь 

1 
а = З* 

Итакъ, мы видимъ, что вс даметры имфють уравнеше 

1 

Я 
и мы получимь различные даметры, подставляя въ посл®днее урав- 

неше различныя значеня для фи т. 

Видъ уравнешя показываеть, что вс 2% 

маметры параллельны между собою и 
параллельны даметру «=0. Мы уже > 
видфли, что каждый изъ дламетровъ 

пересфкаеть параболу (В) только въ од- 
ной точк®. 

112. Поищемъ теперь даметръ пер- х 
пендикулярный къ хордамъ, которыя онъ 0 

дЬлать пополамъ. Такой д1аметръ назы- Черт, 40. 

вается осью параболы и относительно 
него парабола симметрична (см. черт. 40). Мы уже получили урав- 
неше даметра 1 

Эт * (*) 
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ДФлящаго хорды 

итп =0 2] 

пополамь. Остается подобрать 1 и зи такъ, чтобы дв прямыя (*) и 
(**) были взаимно перпендикулярны. Наши уравненя (*) и (**) мо- 
туть быть написаны такъ 

Ах- Вунр= — (“) 

1 (Аж -- Ву 0) т (2Му+- №) +в=0. (*) 

Уравненше (**) можно написать еще такъ р 

ГАх--у (В 2тМ) + ШФ-тМ п =0. [ы) 

Для перпендикулярности уравнен!й (*) и (**) должно существо- 
вать услове % А 

1+ (- 3) --вчезви)=°- 
Раскрывая это услоше, мы получимъ 

18 2тВМ + 1А*=0, 

откуда 

(А? -н В) + тВМ = 0, 
или 

т ВМ 

Эт. „Аа Ва. 

Откуда окончательное уравнене оси напишется въ слфдующемь 
вид 

ВМ 
Аж Ву+р = — в. 

Точка, въ которой ось перес5каеть параболу называется верши- 
ною параболы. 

Для нахожденя координать вершины параболы, необходимо р%- 

шить совмфстно относительно хи у уравнеше оси 

ВМ 
Ас Ву В =— вр 

и уравнеше параболы 

(Аз-- Ву- р}-+2Му+-/И=9. 
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Легко видфть, что вершина опредфлится какъ пересфчене двухъ 
прямымъ 

42+ Ву о=— ОИ 

ВМ \ 
эму м — (кв) 

113. Уравнеше параболы приметь особенно простой видъ, если 

мы перейдемъ къ новымъ координатамъ, причемъ за новую ось 2-овЪ 
возьмемъ ось симметр!и параболы, новое начало помфстимъ въ вер- 

шин параболы, а новую ось у-овь расположимь параллельно хор- 
дамъ, которыя дфлить попаламъ ось симметрии. 

На основан!и сказаннаго относительно оси параболы мы заклю- 
чаемъ, что новая ось У-овъ будеть перпендикулярна къ оси симмет- 
рии параболы и будетъ касаться къ послёдней въ вершин®. Посл 
преобразован!я координать уравнене параболы (В) приметь видъ: 

Ди + Ву = б-р ЗЕ у, =0 (А,) 

Прежде всего мы замфчаемъ, что Ё, =0. Въ самомъ дфлЪ, но- 

вое начало координать 0’ есть вершина параболы, отсюда мы ви- 
димъ, что координаты этого начала 2'=0, у’ =0 должны удовлетво- 
рять уравненю (4,). Мы получаемъ 

А,0--2 В,0--0.0-+20,0--2Е,0-н И, =0, 

откуда выходить Р, = 0. 

Для каждаго заданнато значен!я для у'-ка 

напр. для значешя у’ —=-н 070 (см. черт. 41), 

мы должны получить только одно значене для 
=’ равное = ОМ, ибо прямая №, параллель- 

вая оси параболы, есть н®который даметръ 
параболы и, слфдовательно, по доказанному 
пересфкаеть параболу только въ одной точк №. 

Итакъ, мы видимь, что уравнеше (.4,) Черт. 41. 

зазжню для каждаго вначеня у’ давать только 

®лао завален для 2’ и, слфдовательно, это уравнеше должно быть 

зерзой степени относительно 2”, другими словами, должно быть 4,=0. 

Сь другой стороны каждой абециеев 2’ = -- ('Р должны на пара- 



— 108 — 

бол соотвфтетвовать двф точки Ми М’ имфюцщия равныя по абсо- 

лютной величинз ординаты, но разныхь знаковъ; такъ что для 

точки М 

у=- РМ, 
& для точки М’ 

у=—РМ'. 
Итакъ, мы видимъ, что уравнене (.41) должно давать для У’ при 

всякомъ 2’ два корня равныхъ по абсолютной величин, но съ раз- 

ными знаками, что не иначе возможно какъ тогда, когда уничто- 

жается коэффищенть 

2В,х -2Е, 

при первой степени у’, что даеть уравнене 

Вт Е, =0. 

Такъ какъ послфднее уравнеше должно удовлетворяться при все- 
возможныхь значешяхь для 2’, то должно быть 

бе ВЕ 

Итакъ, мы видимь, что уравнеше (4:1) окончательно должно 
имфть видъ 

Су р,' =0, 
откуда 

р Е И 
у САО 

или, обозначая — г черезь р, получимъ 
1 

уз= ру. 

Число р=— Е называется яараметромь параболы. 
[8] 

114: Итакъ, мы оидимъ, что для опредфлен!я параметра пара- 
болы нужно выбрать за оси координатъ ось параболы и касательную 

въ вершинз. Преобразоване къ новымъ осямъ легко сдФлать, ибо 

мы уже опредфлили координаты вершины параболы, которая при- 

нимается за новое начало координатъ; что касается угла, состав- 

ляемаго новою осью 2-овъ съ прежнею, то этоть уголь есть нечто 

иное какъ уголь составляемый осью параболы съ осью #-овъ. 



— 109 — 

115. Параметръ параболы можно опред®лить проще на основа- 

вши слдующихъ соображенй. 
Мы видБли уже, что уравнеше параболы можеть быть приве- 

дено къ виду 

ав =0, 

тдВ а=0 есть н®который маметрь, а В=0 есть касательная кь 

параболв въ точкф сфченя параболы даметромь «=0. Мы пре- 
образовали первую часть уравненшя параболы такимъ образомъ, что 
заключили букву 2 въ квадрать а’, такъ что линейная функщя В 
этой буквы болфе не содержала. Мы могли бы вести преобразоване 
иначе: можно было бы въ первый квадрать заключить букву У, тогда 

Тразвнене параболы имфло бы видъ 

ав =о 

съ тою лишь разницею, что функшя 8 зависфла бы оть одного 2. 

Вь этомь случаф 8=0 была бы касательная кЪ параболв парал- 
лельная оси у-0вЪ, & «—0 соотвфтственный дмаметръ. Однимъ сло- 

вомъ мы замфчаемьъ, что, какимъ бы образомь мы ни преобразовали 

травнене параболы къ виду 

ав =0, 

всегда будеть «=0 даметрь параболы, а В=0 соотвфтственная 
касательная. 

Для опредфлешя параметра возьмемъ ось параболы, уравнене 
которой имфеть видъ 

Аж-- Ву» =о0. 

Этой оси соотвфтствують перпендикулярныя хорды. Уравнеше ка- 
сательной, параллельной этимъ хордамъ будеть имфть видъ 

Вх — Аунь=о. 

Отсюда мы заключаемъ, что уравнеше заданной параболы можеть 

быть приведено къ виду 

(Аз-- Ву-н\)* =2Р (В — Ау-нь) (“) 

Остается опредфлить ^, в, Р подь тёмь услошемъ, чтобы это 
уравнене совпадало съ заданнымь уравнешемъ параболы 

Ал? 2Вху + Оу 20+ 2Еу+-ЁР=0. 
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Посл»днее уравнене можно написать такъ 

4212? + 2ВАзху + Взу? + 2ПАх-- 2ЕАу + АР=О0, 

Раскрывая скобки въ уравненш (*), мы получимь 

Аза? - ЗАВху = Взу?-2 (АХ — РВ) + 2(В\ + АР)ук 

== —2Рь = 0, 

Откуда получаемъ для опредфлешя ^, », Р три уравненя 

АА—РВ=рА, В-+-АР=ЕА, )*— ЗРь = РА. 

Изъ первыхъ двухъ уравненй получаемъ 

РА + ВЕ ВА-ОВ АМ 
АА Дар А де = 

наконецъ 

№ РА 
ИНЕТ ЛАМ 

Припоминая, что координаты и ч относительно новыхъ осей 
координать суть нечто иное какъ разстояшя до касательной въ вер- 
шин% и до оси параболы, мы получимь 

Е Вх— Ауч+ь. _Аз-- Ву \ 

Уз" ув 
Подставляя въ уравнеше (*), получимъ 

(43+ В). т=эР. У В 

БЫ РЫБЫ 
ув Аз В? 5. 

Итакъ, мы получимь окончательно выражеве для параметра па- 
раболы въ такомъ вид» 

Е 

352 У А? - В 
116. Пояснимъ изложенную теор численнымь примфромъ. 
Возьмемъ уравнеше 

27 лу + у? — 41=0. 

Отсюда 
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Это уравнеше, по разложенш на сумму квадратовъ, обращается въ сафдующее 

(#-ну— 1) + 3у=0 

и, слВдовательно, опредфляеть нЪкоторую параболу, ибо имфетъ видъ 

8 =0, 

ТВ а =г-ну— 1, а В = 39. 

Прежде всего замбчаемъ, что на параб0дф лежать точка пересфченя двухъ 

прямыхь а =0,8 =0. Прамая 8 = 0 въ 
данномъ случа совпадаетъ съ осью 2-овъ, 
ибо В — 2у, такъ что уравнене В — 0 обра- 
щается въ уравнеше оси ОХ у=О (ем. 

черт. 42). 

Прямая а — 0 имфеть видъ 

&У=1 

и, слЬдовательно, переефкаетъ оси коорди- 

нать въ точкахъ Ри 0, причемъ 

ОР = 09 = 1. 

Точка Р принадлежить парабоа$. 

Уравнеше параболы 

+2 =0 (В) 
Черт. 42. 

показываеть, что вея парабола лежитъ ниже оси ОХ, ибо для того, чтобы урав- 

нене (В) было возможно, необходимо, чтобы 2у — В было отрицательно; полагая 

на самомъ двлЪ В = — # (гдЬ # положительное число), мы получимъ прямую па- 

ралдельную оси 2-овъ, которая пересфчеть параболу въ двухъ точкахъ Ми М, 

изъ которыхъ одна получится какъ пересфчеше прямой В — — # съ маметромь 

а=-У %, а другая, какъ пересфчене той же прямой В — — # съ маметромъ 
а = — УЕ. Для нахождевшя оси параболы пишемъ уравнеше любой хорды 

а-тВ-Нв=0, 

которое въ нашемъ частномъ случаЪ иметь видъ 

(ау т ("п =0. 

Уравнене соотвфтетвеннаго д1аметра будетъ 

1 
Эт ° 

Остается для нахождешя оси подобрать 7 и % такъ, чтобы прямая 

ый т.е. 2+ 1= 
Зе: = ы 9 

ат нп =0, 
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имфющая уравнеше 
Ш ат у— 1" =0, 

была перпендикулярна къ даметру | 

т 

Для этого необходимо, чтобы угловые козффищенты 

1 

#у—1= 

а аа а: 
1 2т 

удовлетворяли условю 
1 

Е а (===) а 
откуда 

22т=0, 1= —т 

подставляя это выражение { въ уравнене 

й 
&у—1= „т, 

получимъ уравнеше оси параболы въ слёдующемъ видв 

ЕН 
Ни а Е) 

откуда, окончательно, получимъ уравнене оси Р’О’ въ слдующемъ видв 

Е 2+4=5. 

Координаты вершины получимъ, рёшая относительно 2 и у систему уравненй 

(ву—1)-2у=0 

1 
у—1=— 5; 

откуда у 

* 1 (ныне =, 
подставляя полученное значен!е въ уравнене 

&у—1= — , 

получим для абсциесы вершины значене 

=1 16 = — э= 8 —= 8. 

Итакъ, координаты вершины параболы будуть 

ай Г РЕЯ 
оо 
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Отнесемъ заданную параболу къ новымъ осямъ координать, причемь возьмемъ, 

ую ось 2-овЪ ось параболы 

И 2. #+у=, < 
_ 8 вые вала10 возьмемъ вершину параболы 

4. - ЕС 

Придется ущетребить слфлующия формулы преобразованйя координать 

с х=а-н а! с; а — у зта, 

о -на зта-Ну 003 а, 

1 съ «=5, = — р а=— 4 

‘Отсюда 
1 

5 = (+ и), == У у) 

$ 1 
В бора 

откуда 

&у—1=У3 И ы 

Уравнен!е параболы 
(+ у— 1? 2у=0 

можеть быть написано такъ: 

Ут |-1 Та-и]=0 е р 8 Уз , 

или, раскрывая скобки и сокращая, получамъ 

29 — УЗ 0, 
откуда, окончательно, получаемъ уравневше параболы въ простёйшемъ вид 

у =2 Ти 

ь Итакъ, мы видим, что параметръ параболы р равенъ у% 5 

Получимь параметрь другимъь указаннымь нами’ способомъ. Сравниваемъ 

‘уравнене 
о (у ^) = Риф у 

й. А. Гра. 8 
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съ уравнешемъ заданныхь 

27 -- ху у — 2-1 =0, 

тотда получимъ три уравнешя 

А—Р=—1, АНРЕО, №21, 
откуда получаем 

Параметръ 

уравнеше оси 

уравнен!е касательной въ вершин® 

#10. 

117. Премъ, употребленный нами въ $ 115 для полученя параметра параболы 

ВЪ случа прямоугольныхъ осей координатъ, можеть быть примфненъ и къ случаю 

осей косоугольныхъ. Въ самомъ дЪълЪ, обозначая черезъ @ уголъ между осями ко- 

ордиватъ, опредфлимъ ^, в, Р черезъ еравнеше уравнетя 

(Аз-- Ву К) = ЭР. [(В— А 6030) #— (А— В с086) ув] 

съ уравнешемъ заданнной параболы 

Аз? -- 3Вху -- Оу? - 20 -- ЗЕ + Е= 0. 

Получаемъ три уравненйя 

АХ — Р(В — А 003 6) = Ар 

ВА + Р(А— В 008 0) = АЕ 

№2 — ЗРь = АЕ, 

откуда найдемъ три числа А, р, Р. 

Преобразоваше къ новымъ координатамъ совершится по формуламъ 

[СВ — А сов 6) + — (А — В с05 Фу в] 5% 0 

УИв—а 208 0) + (4А—В 080} +3(В—Ас0з0) (А— В 6036) 050 

(В —А 60360) х — (А — Везузны, 

У А? + В: — ЗАВ соб 

_(Ах = Ву-- № зт@ 

1 уд Вт = ЗАВ об 
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чаоачательно, получаемъ уравнеше параболы въ такомъ видь 

42 + В* — ЗАВ 6050 то = 2Р: УАЗ В* — ЗАВ 0058, 

115. Если мы за ось 2-овъ возьмемъ какой нибудь Маметръ, 3% 

зачало точку, въ которой лламетрь пересфкаеть параболу, за 

ке ось у-овь прямую параллельную хордамь дфлящимея по- 
дламетромъ взятымь за ось 2-овъ, то оть такого преобразо- 

координать выйдеть уравнеше параболы въ слфдующемь вид® 

У=Зр, =, 
ченъ легко убфдиться на основан соображешй, подобныхъ изло- 

въ $ 113. Вся разница будеть состоять лишь въ томъ, что 

си координать косоугольныя и коэффищенть р, не равенъ 

Е параболы. 

113. На основанш изложеннаго въ $ 117 легко указать зависимость между р, 

р. Въ самомъ дЪаЪ, предположимъ, что задано уравнене параболы 

У=2р а, 
къ нЪкоторому маметру и касательной, составляющимъ между собою 

®. Придется съ этимъ уравнешемъ сравнивать слфдующее 

(у - ^)* = ЗР(ж-н сов у+ы); 

РР, 

— (У-Н А) т 6, Е = 2-н 2080 ур, 

1? = Эр, зт* 6 Е, 
зазучаемъ искомую зависимость 

Е р = р, 8" 0. 

_ 130. На основан и всего изложеннаго мы замфчаемь слфдующее 
= : 
вижетразестое правило для построенйя оси параболы, если задано 

ертаяе этой параболы. Беремь двф произвольныя взаимно парал- 
зельвыя хорды параболы ММ’ и М,М', и дёлимъ эти хорды въ 
зоякахь р в р’ попаламъ. Соединяя точки ри р’, получимь одинъ 
изъ дламетровь параболы (см. черт. 43). Проводимъ произвольную 

8* 
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прямую перпендикулярную къ даметру рр, и пересфкающую пара- 
болу въ нфкоторыхь двухъ точкахь № и №. Хорду №№’ дфлимь 
въ точкф © попаламъ. Черезь точку © проводимь прямую парал- 

лельную маметру рр.; эта послфдняя пря- 
мая и будеть осью симметри параболы. 

121. Изъ раземотрёня уравнен1я па- 
раболы въ простёйшемь вид /* = 2рх, 
получаемато, когда возьмемъ за ось 2-овЪ 
ось симметрии, и за ось У-овъ касательную 
въ вершин%, легко вывести слфдующее весь- 
ма простое геометрическое правило для 

Черт. 43. построеня параболы по точкамъ. Изь урав- 

нения параболы видно, что у есть сред- 

нее пропоршюональное число между числами Эр и 2. Отложимъ на 
оси ОХ отрёзки ОРи ОА равныя нфкоторой асцисс® $ и удвоен- 

ному параметру 2у. На прямой АР какъ на даметр® построимъ 
кругь 49,Р, который пересфчеть ось ОУ въ точк® ©0,. По извзетной 
теоремф элементарной геометри получимъ, что 

00°, — 40. ОР, 
откуда, принимая во внимане, что 

АО=3р и ОР=х 

для точки М, замфчаемъ, что 

00, =2р.2, 

и, елфдовательно, на основан ураз- 
нешя параболы получимъ, что 

00, =. 
И, слфдовательно, точка М на па- 
рабол$ получится (см. черт. 44) какъ 

пересфчене двухъ прямыхь РМ и 
Черт. 44. ©,М, параллельныхь осямъ коорди- 

нать. Другую точку М, на пара- 
601% получимь, выбирая соотвфтствующую ей абециесу ОР, тогда 
ординатою этой точки М, будеть отрфзокь ОО,, тдЪ ©, есть точка 
переефченя оси ОУ съ кругомь АО,Р,, построевнымь на длин® 
АР,, какъ на даметр®. Подобнымь же образомъ получимъ изъ круга 
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АО,Р, точку М,, лежащую на искомой нарабол®. Итакъ, мы ви- 
димЪ, что ‘указапное построеше даеть возможность указать сколько 

угодно точекь М, М,, М,, ... на искомой параболв. Каждой изъ 

точекь М, М+, М,,..., лежащихъ по одну сторону оси симметр!и 
соотвфтетвуеть нФкоторая точка, симметрично лежащая по другую 

сторону, такъ что найдя точки М, М‚, М, ит. д., мы непосред- 

ственно получимъ рядъ точекь №, №, М№,, ит. д., лежащихь на 

параболв по другую сторону оси. 

Касательная. 

122. Мы видфли уже, что точки пересфчешя хорды 

и тВ--в=0 

съ параболою 

-н8=0 

опредфляются черезь рёшеше системы уравненй 

1 т 
а--т-нв=0, фа 50, 

или, что одно и тоже, изъ системы 
1 

1«-- тв п=0, ЕСИ г 

ТАЗ 

Вт т” 
Эти точки пересфченя совпадають, если В, =0, тогда хорда 

(5 тп =0 

обращается въ касательную. 

Въ самомъ дёлЪ 

-- 4пт 
В,= Вр жж: 

откуда получаемь 
р" 

з = = — Р + 4пт=0, в т 
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Итакъ, мы получаемъ общее уравнене касательной къ парабол® 
въ такомъ видз 

з 

т =0. 

Е 1 
Раздфляя на т это уравнене и обозначая Эт = № Получимь 

уравнен1е касательной въ такомь вид 

2иа-н В — и*-=0. (“) 

123. Задача. Черезъ точку, лежащую на параболв, провести 
къ параболв касательную. 

Пусть координаты заданной точки М на парабол% будуть 2, Уз; 
обозначимъ черезъ а,, В, результать подстановки координать 25, У, 
въ функщи а и В. Такъ какъ по предположеню точка М лежить 

на заданной парабол®, то должно быть 

===. 

Остается опредфлить въ ‘уравненш (*) $ 122 коэффищенть и 
подъ тёмъ условемъ, чтобы касательная проходила черезь точку №; 

для этой цфли необходимо удовлетворить уравненйо 

Зи, 5 Во =0. 

Принимая въ соображеше, что 

в = — 5, 
получимъ 

2иа) — 4% — и*=0, —(и— а, =0, и—а,=0, и=а. 

Таклмъ образомь мы опредфлили величину искомаго параметра и; 
остается полученное значеше м подставить въ уравнене (*), тогда 
мы получимъ, окончательно, уравненше искомой касательной въ та- 
комъ видь 

2а,а В — а =0, 

или въ болфе симметричномъ вид% 

Зав В, =0. 

Если уравнеше параболы приведено къ простфйшему виду 

У=рх, 
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то 

«=, В= —Зрх, 
такъ что уравнене касательной будеть имфть видъ 

Зууь — 2рз—- Зри, =0, 
пли 

УР (#4). 
124. Задача. Черезъ точку, лежащую вн® параболы, провести 

къ парабол$ касательную. 

Пусть координаты, заданной точки М суть х,, у, обозначим 

черезъ а, и В, результать подстановки координать 2, и у, въ функ- 
ши а и В. (Обозначая черезь 2, и у, координаты точки касашя 
искомой касательной, мы получимь для этой касательной урав- 
неше 

2аа, + ВН В =0. (1) 

Чтобы эта касательная проходила черезъ точку Л, необходимо, 

чтобы удовлетворялось услоше 

За, +В НВ, =0, (2) 

причемъ, очевидно, должно быть 

а +в =0, (3) 

ибо точка (2, и,) лежить на параболф. Рфшая уравнешя (2) и (3) 
относительно а, и В, мы для нихь получимь двф системы р®тенйй, 

подставляя которыя въ уравнеше (1) мы получимь дв касательныя 
проходящёя черезъ точку М. Производя указанное рёшеше, мы 

получаемъ. 
=, == Ув, НВ, № = — а"; 

Послёдыйя формулы показывають, что существують двф дфй- 
ствительныя касательныя, когда 

+в > 0, 

то есть когда точка М лежить съ той стороны параболы, куда кри- 
зая обращена выпуклостью и, наобороть, касательныхь нФть, если 

а +В < 0; 
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если же 

ен В, =0, 
тогда 

%=9, № = 
и касательная будеть одна 

Зав, +В В, =0, 

что мы видфли уже въ предыдущемь параграф. 

125. Мы опредфляли координаты точки касан!я, или что одно 
и 10 же, значеня функщй ®, и В, изъ уравнешй 

Заа, + ВВ, =0, а В =0, 

что приводится къ опредфлен!ю точекъ пересфченя параболы 

а8=0 

съ прямою 

Зав, 5 ВН В, =0. 

Послфдняя прямая, какъ показываеть ея уравнеше, дфйствительная 

для всякаго положевя точки М называется полярою этой точки, 

точка же М по отношеншю къ поляр® называется полюсом. 

Примърь. 

Провести къ парабол5, 

(д = у 32 —1=0 

касательную черезъ точку (2, = 1, у, = 0); 

аа =1—0=1, 8 =3—1=2 

а, =1-У3; В =—4-=2У8 = — в», 

откуда, окончательно, уравненя касательныхь будуть 

2 (#2 — У) (1 -- УЗ) + 32 —5— 23 =0, 

2(#—3)(1— УЗ) + 32—53 =0. 

136. Легко замфтить, что уравненёя касательныхь будуть 

2аа; +В — 23а, — В, + 2 (а—а,) Уз, =0, 

За, НВ — а, — В, — 2 (а—а,) Ум? ЕВ, = 0, 
перемножая первыя части, мы получим уравнеше, опредфаяющее совокупность 
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хвухъ касательныхъ, проведенныхь черезъ точку 21, въ такомъ видь 

(2аа--В — 291" — В)? — 4 (а — а, (а -- В) 

откуда окончательно 

4. (2 В). (212 - В,) — (2аа, + В+ В) = 0. 

127. Задача. Провести касательную къ параболь параллельно 

заданной прямой. 
Уравнеше заданной прямой можно представить въ вид 

0, 

«тв -п=0. 

Сравнивал это уравнеше съ уравнешемъ касательной 

За В =0, 
шы замфчаемь, что 

1 р 
®— В = — = — Чл} 2т 

звлтчаемь окончательно уравненю касательной въ такомъ видь 

128. Возьмемъ уравнеше парабо- 

лы, отнесенное къ оси симметри и 
изсательной въ вершин$. 

Пусть уравнеше заданной пара- 

болы будеть 

у? = 2х. 

Тогда, обозначая черезъ х,, у, ко- Черт. 45. 
ординаты точки касашя М,, мы на- 
яашемь уравнен!е касательной въ такомъ вид® 

(1) 9% = (+ 2,). 
'Отредфлимь точку © (см. черт. 45), въ которой касательная пе- 

ресфкаеть ось х-овъ. Для этого надо въ уравнени (1) положить 
у—0, тогда для х, т. е. абециесы точки ©, получимъ значене 

= —4, 
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что даеть простой способъ построеня касательной въ точкз на па- 

рабол по равенству 00 =ОР,. 
129. Весьма важно замфтить, что уравнене касательной сохра- 

няеть свой видъ 

Уф = В (2- %.) 

и вЪ томъ случа®, когда парабола опредфляемая уравнен!емъ 

у =Зрая 
отнесена къ одному изъ маметровъ и къ соотвфтственной касатель- 

ной. Справедливость сказаннаго явствуеть изъ того, что во всзхъ 
нашихь общихъ заключешяхь о касательныхь параболы, приве- 

денныхъ въ предыдущихъ параграфахъ, мы оси координать можемь 
считать совершенно произвольными. 

Отсюда слфдуеть, что касательная пересфкаеть даметръ, приня- 
тый за ось 2-овъ въ точкз С, лежащей внЪ параболы (см. черт, 46) 

Черт. 46. Черт. 47. 

и отстоящей оть конца дламетра О на разстояве равное абсцисс® 

точки касаня. Отсюда мы выводимъ слфдующее: такъ какъ концы 

хорды М, ©М',, дБлящейся попаламъ д1аметромь, принятымъ за 
065 2-овъ, имфють абецисеу ОО, то касательныя, проведенныя къ 

параболв въ этихъ концахъ пересфкають д1аметръ, принятый за ось 
д-овъ въ одной общей точк® (. 

Изъ послфдняго замфчашя вытекаеть какъ слФдетве простой 

способъ построен!я по двумъ заданнымъ касательнымь параболы лю- 
бого числа другихъ касательныхь. Пусть будуть заданы дв каса- 

тельныя параболы РМ, пи РМ'’,, причемь М, и М’, суть точки 
касан!я (см. черт, 47). Соединяемь точки М, и М’, прямою и дё- 
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аогь отрёзокь М, М’, точкою © попаламъ. Соединяемь точку @ съ 

зершиною угла Р, образуемаго касательными и дфлимъ попаламъ 
точкою О отрёзокъ РО. Точка О лежить на параболф, причемъ 

касательная къ параболв въ этой точкф О будеть прямая ОР,, па- 
раллельная прямой М, М',. Пусть касательная ОР, пересфкаеть 
заданную касательную РМ, въ точкь Р,, тогда можемъь повторить 

предыдущее построеше уже относительно касательныхь Р, М, и 
Р,0, причемъ точки касан!я будуть Мьи О. Дфлимь отрзокъ М.О 
точкою @, попаламъ. Соединяемь точку @, съ вершиною Р,, чрезь 

средину 4 отрфзка Р,О, проводимъ прямую 9Р, параллельно ОМ., 

получаемь въ послёдней прямой новую касательную къ парабол® (Р., 
причемь точка касаня будоть 4. Подобнымъ построешемь можемьъ 

получить сколько угодно новыхъ касательныхь параболы. Замфтимь 
кстати, что прямыя РО, Р,0,, и т. д; должны быть параллельны 

между собою, ибо онф суть не что иное, какъ даметры параболы. 

Нормаль. 

130. Прямая, проведенная черезь точку на параболё перпенди- 
хулярно къ касательной этой точки, называется нормалью. 

Возьмемь уравнеше параболы въ простйшемь вид 

3: = 2рх. ь 

'Обозначая координаты н$которой точки М, параболы черезь х., у, 

мы получимь, какь уже видфли, уравнеше касательной въ этой 

точк® въ елфдующехмь вид 

ур =р (#2); 
ечевидно, что уравнеше перпендикуляра, проведеннаго къ этой ка- 
‘сательной черезь точку (2., Уз) будеть имфть видъ 

Ч: и=—% (#- 4). @) 

Это посл®днее уравнене п есть уравнеше нормали. 

Разстояне между точкою №, въ которой нормаль (*) перее%- 
каеть ось 2-0въ, и точкою Р, вь которой ту-же ось пересфкаеть 
перпендикулярь опущенный изъ точки М, на эту ось, называется 
поднормалью параболы. 
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Легко показать, что поднормаль параболы есть величина постоян- 
ная для вефхъ точекъь параболы и равная 2, параметру параболы. 

Абециса точки Р есть не что иное, какъ,, абсцису же точки № 

назовем 2, и получимъ ее, подставляя въ уравнеше нормали (*) 

у=0, тогда будеть: 
3 

= @.—^), 
величина искомой поднормали есть не что иное, какь 2„—2о, и, на 
основан и предыдущаго уравнешя, очевидно, равна р. 

Задачи. 
1. Бава геометрическя мета опредфляють уравненя 

У 

а? — Алу МА-нбх —13у9=0 

д? — Чу 3—4 2=0 

Да? + 12ху = 9у? — 205 — 30у+21=0 

25 — Зву 8у? — 721=0 

Отв. Прямая, ничего, двф параллельныя прямыя, парабола. 

2. Кавя геометричесыя м®ста опредфляють при разных знакахъ уравненя 

У, 22, № 

05-39 "6 
2? 2ту 

а 4 

3, Раземотрёть параболу 

д? — блу- 9-25 —7у+1=0. 

тг 

8 433 9 
Отв. 05 х—Зу-н = 0, координаты вершины (- 100’ 38. урав- 

нен!е параболы въ простёйшемь видв уз — 2 У =. 
200 

4. Раземотрёть параболу 

у — 25 у—1=0. 

Отв. а=у, В= —З2-ну— 1, откуда маметрь у= а соотвтетвуеть 

хордамь у-н( — 22-ну— = 0, пли, что одно и то-же, хордамь 
— 2та-+ (1--т) у—т= 0; для перпевдукулярности необходимо положить 

1--т = 0 (оси координатъ мы предполагаемъ прямоугольными), откуда # = — 
1 

и ось параболы будетьу = — = координаты вершины суть | — Ваз 

'Уравнеше параболы въ простйшемъ вид будеть у? — 24. 
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5. Раземотр®ть параболу 

321 — 2% + 3у—2=0. 

Отв. Умножая на 3, мы получимъ «= 32, В = — 6%-- 9у— 6, хорды и 

баметръ имфютъ уравнеше 3х = ‚ Зш-нт (—62 + 9у—6)=0, усло- 

ве перпендикулярности { — 2% — 0, откуда уравнеше ои 2 = 5 „ коорди- 

ваты вершины (+ : 3} уравнеше въ простёйшемъ видь у? = =. 

6. Раземотрть уравнешя параболъ, 

4? + 13ху-- 9+ 2=—у+7=0 

2— у : у —=0. 

Отв. Уравнешя въ простйшемъ вид будуть 

УВ 4 
в > 5 

7. Изъ начала координат провести касательныя ко веёмъ параболамъ, упомя- 

зутымь въ задачахъ 3, 4, 5, 6. ; 

Отв. Поляры этихъ параболь относительно начала суть 

25 —1у-2=0, 22—у+2=0, 25— Зу4=0, 

25 —у14=0, #=0. 

8. Провести черезь точку (1, 1) касательныя къ параболв 

д? 2лу-ну —2х--Зу—1=0. 

Отв. Поляра точки (1, 1) есть 22 7—1 =0. 

3. Провести къ парабол6 252 — бху-- у лачу—= 0 касатель- 

парзалельно прямой 22 — у = 0. 
41 

Отв. 2% — у 15 = 0. 

Изслфдован!е уравнен1я (А) въ случа А6—в:20. 

131. Обращаемся теперь къ изучению вида и главнфйшихъ свойствъ 

из второго порядка второго рода, т. е., когда уравнеше (4) 
`разложешемь на сумму квадратовъ можеть быть приведено къ виду 

18-8 Р=о, (0) 
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гдз 

а = Ах Ву р, В= Ту М, Р=ЕМ- М, 
а 

[ = АС — В', И= АЕ ВП, № = АЕ 1". 

132. Остановимся сначала на случа 

[= АС — В > 0, 

тогда уравнене можеть быть приведено къ виду 

8, = Р=0, 

В = «УТ. 

Этоть случай разбивается, въ свою очередь, на три частных. 

а) Если Р> 0, то уравнене 

8 +8 Р=о 

тд% 

не можеть быть удовлетворено никакими вещественными значен!ями 
координать 2 и у, ибо первая часть уравнегя 2*, + 3*-Р не мо- 

жеть быть едфлана меньше Р и, слфдовательно, никакимъ образомь не 

можеть равняться нулю. Итакъ, въ случа Р_›>0 заданное уравне- 

не не опредфляеть никакого геометрическато мфста. 
Ъ) Случай Р=О даеть одну точку, лежащую на пересфчент 

двухъ прямыхъ в, =Ои3=0, ибо уравнеше 8*, + 8*=0 не мо- 
жеть иначе удовлетворяться, какъ если 06% линейныя функщи ив, 
заразъ обращаются въ нуль. 

с) Обращаемся къ третьему наиболфе интересному случаю Р<0. 
Вь этомъ случа получается особая кривая линйя, называемая эллии- 
сомз, къ изучению вида и свойствъ которой мы теперь и переходим 

Примтры. 
а) 2 ау зу + За 43 =0. 

Посл разложеня на сумму квадратовъ получимъ 

2 (в-ну-н 1) (2у-5 1)-+1=0. 

Уравнеше не опредбаяетъ никакого геометрическаго мЪета. 

[2] у —27+1—=0. 

ПослЪ разложеня на сумму квадратовъ получимъ (2 — 1)° + у* = 0. 
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'Уравнеше опредваяеть точку (2 = 1, у=0). 

с) 2? Зду-н Зу? + 2=-н4у =0. 

Послв разложешя на сумму квадратовъ получимъ, 

2 (ву 1) у-1)—1=0. 

Эллиипсъ. 

133. Итакъ, мы будемь заниматься случаемь, когда //>0и Р<0. 

Вьэтомъ случа можно будетъ положить [= ^', аР= — р’, такь 

что уравнеше эллипса приметь видъ 

вар (©) 
Центръ. 

184. Раземотримъ точку, лежащую на пересфчен!и двухъ пря- 
мыхь а=0, В=0. Эта точка называется чентромз эллипса и 

имфеть то свойство, что точки кривой лини относительно этого 
центра попарно симметричны. Другими словами, какъ бы мы ни про- 

вели черезъ этоть центрь С хорду ММ’ (ем. черт. 48), эта хорда 

ММ' дфлится центромъ пополамъ. То-же самое будеть справедливо 

относительно всякой другой хорды М, М’,, т.е. М,б= М',0. Для 

тото чтобы доказать предложенное свойство 
центра, проведемъ черезь него нфкоторую 
хорду. Уравнене хорды, проходящей че- 
резъ точку пересфчешя прямыхь «=0 и 
3—0, можеть быть написано такъ: 

В=№, (°) 
тдф { — ифкоторое произвольно заданное 
число. М®фняя 1, будемъ получать различ- 
ныя хорды, проходяция черезь центръ С. Черт. 48. 
Координаты точки пересфченя хорды (*) 

съ эллинсомь ((") получатся черезь рёшеше, относительно 2 и У, 
системы уравненй 

м, 

= 0, Заз В = р. 
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Преобразуя послфднюю систему, получимъ 

В да; За Раз = р, 
или еще такъ 

В—= 0, (3-1) а = р?, 
или, наконець, 

Р. ‹ 
И 

Послфдняя система разбивается на дзф системы, изъ которыхь 
первая 

В= м, а= + В 
У -й 

опредфляеть одинъ конець хорды М, какъ 
переефчене хорды 8—1 съ прямою 

о бы (см. черт. 49). 
Уз +В 

Другая система, - 

Черт. 49. ИЕ оп 

8 ; У -й 
опредфляеть другой конець хорды М’, какъь пересфчене прямой 
8 = еь прямою 

а збова бы 
УВ 

Средина С хорды 8 = 1» будеть опредфляться пересфчешемь хорды 
В = м съ прямою, параллельною двумъ слфдующимъ 

= Р ЕАН 72 Е жж 

“3” УЕ?“ УИ ©) 
и лежащею по серединз между ними. Эта прямая, лежащая по ере- 
динф между прямыми (*) МР и М,Р,, пмфоть, олевидно, уравне- 
ше «=0, а потому ередина хорды ММ’ лежнть во первыхь, на 
самой хордф В = (а, да еще, кромв того, на прямой «= 0 и, сл%- 
довательно, эта середина хорды опредфляется системою 

В= (м, а=0, 
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или, что одно и то-же, системою 

ВЕ; а: 

Другими словами, центръ 

(вебе). 

дВлитъ пополамь всякую хорду В =, проведенную черезъ него. 

135. Посмотримъ, во что обратится заданное уравнеше эллипса, 

(А), если. взята новая система координатъ, причемъ направлен!е осей 
не м%няется, начало же координатъ переносится въ центръ эллипса. 

Назовемъ координаты центра черезь а и 6. Эти координаты должны 

удовлетворять двумъ уравненямъ 

ар =0у 
т. е, должно быть 

Аа-- В+ д =0,. 6+ МИ=о0, 

откуда 
$ М а ВМ — РЕ 

ть АГ 

Формулы преобразованя будуть 

=а-4', у=ьну. 

Эти выраженя старыхъ координать черезь новыя подетавимъ въ 
уравнеше (С) 

Те + Р=0. 

Посмотримъ, во что обратятся функщи «и В посл® подстановки 

д=а-а', у=б-у', 

а=А (ана!) + В (6-ну') + д=Аа-- Вен Аж! Ву, 
отсюда видимъ, что 

а = Аж! + Ву', ибо Аа-н В+ д =0. 

Подобнымъ же образомъ 

8 == Ду-- М = [6+ у')-- М = 16-- М + у = у, 

отсюда уравнене (С) принимаеть видъ 

1 (Азж’ + Ву’) уз Р=о (С') 
Д.А. Гра. 9 
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Для насъ гораздо важнфе указать, во что обратится не первая 
часть уравнешя (С) посл подстановки, а первая часть заданнаго 
уравнен!я (4). Для этой пфли мы замфчаемь, что первая часть урав- 
неня (С) отличается оть таковой уравнения (4) только множителемъ 
АТ, ибо во время разложеня первой части на сумму квадратовъ 
мы для удобства умножиля 06% части уравнен!я сначала на А; а 
потомъ на 1, поэтому, когда мы желаемъ оть разсмотр®вя уравне- 
ня (С) перейти къ уравнению (А), необходимо раздфлить уравнеше 
на АТ,. Раздфляя уравнеше (С") на АГ, получимъ то уравнеше, 
въ которое обратится заданное уравнеше эллипса оть перенесеня 

начала координать въ центръ. Это искомое уравнеше будеть 

(Аж = Ву’) у" а 
и т АА 

43! -- ЗАВ у’ -- Взу! (АС — В) у а 

д за и АД = 
откуда окончательно Р 

Ад’ 2Ве!у' = (4') 

Итакъ, мы видимъ, что оть перенесешя новаго начала коорди- 

нать въ центрь эллицса три коэффищента А, В, С при членахъ 
второго измфреня не мёняются, коэффищенты Л) и Е пропадають, 

а новый постоянный членъ, вмфсто стараго Ё, обращается въ-чр. 

: ие 
136. На основан паратрафа 92 мы замфчаемъ, что число мт 

есть не что иное, какъ результать подстановки координать центра 
въ первую часть уравненя. 

Приморз. 
327 — Ау 2у—#—1=0; 

А = 3; умножаемъ уравнеше на 3: 

(32)+—2 (34) р =. г +- 6—3 0; 

вылфляя первый квадратъ, получим 

2 

(= 2у— г) —+ 39 —2у ие =0. 

ай 
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2. = 2; умножаемъ уравнеше на 2, получимь 

з 

2 (+3) бу 6, 

отсюда видимъ, что 

АреЕта:° 
Центръ опредёлится двумя уравнешями 

ет =0, 2у—1=0; 

откуда видимъ, что координаты центра будуть 

1 ыы 

И Е 

Перенося начало координать въ центръ, получамъ уравнеше 

15 1 2—4 "АА Оби ди За дату 25 о 32 0, 

„ 72 5 — 3272 — ду’ у? — = 

Дламетры эллинса. 

137. Раземотримь сначала хорды, параллельныя направленю 

8—0. Общее уравнене этихъ 

хордъ есть В =. Веё хорды 
8 = параллельны оси ОХ, ибо 
8= Гу-- М; такъ что уравне- 
ве В = обращается въ слфду- 
ющее , 

Точки Ми М, (см. черт. 50), 

въ которыхъ хорда В = пере- 

сЪкаеть заданный эллиисъ, полу- 

чатся изъ системы уравненй 

{= А, зо В = р}. 
2 1 

Эта система равносильна слфдующей В=А, = В а А 

э* 
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и распадается на двф слфдующихъ 

_ 71а 

О-ва УИ, (п) == УР 
изь которыхь первая (Г) опредфляеть конець хорды М, а в1о- 
рая (П) другой конець М,. Точки пересфчещя Ми М, существують 

только тогда, когда #? < р?, другими словами, когда абсолютная ве- 

личина й < р. 

Давая коэффищенту # значешя р и — р, получимъ дв прямыя 

В р-р, 
между которыми заключается эллиисъ. 

Средина в №. хордъ ММ, можеть быть опредёлена изъ пересЪче- 

я хорды ММ, имфющей уравнеше В=, съ прямою а=0, ле- 
жащей по срединф между двумя прямыми 

УР „УМЕ 
А ы й : 

а=- 

опредфляющими точки Мп М,. Итакъ, мы видимъ, что средина лю- 

бой хорды В =, параллельной хорд% 8 = 0, лежить на прямой и = 0, 
которая называется дбаметромз эллипса. 

138. Разсмотримъ теперь хорду } = — #, лежащую по другую 

сторону хорды 8 = 0 и въ такомъ же разстояви оть послдней хорды, 
какъ и хорда В=+-*. Концы М’ и М’, хорды 8—= — # опред%- 
ляются, очевидно, двумя системами 

В=—й, «а=-н (Ш) 

нЕ, (гу) Вай, а=— 

причемь положимъ, что точка М’ опредзляется системою (Ш), а. 

точка М’, —системою (ТУ). 

Сравнеше послёднихь двухъ системь (ПТ) и (ТУ) съ системою (Г) 

п (П) показываеть, что точки М и М’ лежать на прямой 

7] 
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М, и М', —нз прямой 

АЕ 
Х 

«= 

‚ если теперь мы разсмотримъ хорду 

7—1 
а=- ЕЁ В 

тифкицую концами точки Ми М’, то мы замфтимъ, что концы эти 

чтрехфляются пересфчешемь съ указанной хордой двухъ прямыхъ 

В=-+Ь = 
чтсвда уже легко замфтить, что середина №, указанной хорды ММ" 

зежить на прямой В=0. 

Прамая 8 —=0 есть д1аметръ, дёляций хорды, параллельныя пря- 

0 «—0, пополамъ. 
Для того чтобы прямая «==1, параллельная прямой «=0, пере- 

«Зала эллипеъ, необходимо, чтобы система уравненй 

а=Ь № =? 

веускала вещественныя р®шён!я относительно © и 8. Преобразовы- 

зая систему, получимь 

а=Ь В =р*—№Й, шиа=р, В= = у— №. 

Послфдняя система показываеть, что вещественныя рёшеня будуть, 

зотда ^1 будеть, по численной величин, меньше р, или, другими сло- 

зами, когда численная величина { < Е х 

Разсматривая предёльный случай 

получимъ систему 

опредфляющую дв крайня точки даметра В = 0. Если въ этих 

точкахъ проведемь прямыя 

р р =, а=— —, 
^ ^ 
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параллельныя Даметру © = 0, тоэти прямыя будуть касаться къ эллипеу 
въ концахь даметра В =0 и весь эллипсъ будеть заключаться между 
ними. Сопоставляя полученное теперь со сказаннымь раньше, полу- 

чимь, что эллипеъ есть конечныхь размфровъ сомкнутая кривая, за- 

ключающаяся въ параллелограмм® образуемомъ четырьмя прямыми: 

В=-р, В=Ь—р, 

изъ которыхъ двф первыя параллельны оси 1-овъ. 

139. Итакъ, изъ всего приведеннаго относительно двухъ дамет- 

ровь эалинеа я = 0, В = 0 мы можемь сказать, что маметрь «=0 

дфлить пополамь вс хорды, параллельныя другому маметру В=0, 

и, наобороть, маметрь В= 0 дфлить вс хорды, параллельныя ма- 
метру «=0. Два даметра, обладающие указаннымъ свойствомъ, на- 

зываются сопряженными д1аметрами эллииса. Кром того мы видимъ, 

что оба маметра «=0, 8=0 проходать черезь центръ, ибо центръ 
есть точка пересфчешя этихъ двухъ даметровъ. 

140. Покажемъ же теперь, что вообще параллельныя хорды любого 

направлен1я дфлятся пополамъ нфкоторою прямою, проходящею че- 
резъ центръ и называемою Маметромъ. Возьмемь хорды нЪкотораго 
направленя 

а + тп =0. 

Еели, задавъ коэффищентамъ 7 и т нфкоторыя значеня, будемь м%- 
нять коэффищенть ®, то будемь получать рядь параллельныхь хордъ. 
Выбирая нфкоторое значене », получимь нфкоторую хорду ММ’ изь 
числа этихъ параллельныхь хордь. Координаты концовъ хорды ММ’ 
опредфлятся черезь рьшеше относительно х и у системы уравнешй 

а тв =0 

№3 +В =р 

Эта система можеть быть преобразована слфдующимъ образомъ: первое 
уравнеше оставимъ безъ перемфны, изъ второго же исключимь функ- 
щю В при помощи уравненя перваго: 

(9) 
«т п=0 | 

№3 = (1 а =) = 2? 
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Второе уравнеше изъ числа послфднихь можно преобразовать такъ: 

в (+ г.) 2 вет = 

умножая на т’, получим 

аз (т? + 2) + 21а = рт? — п?. 

Черезь рёшеше послфдняго уравнен1я относительно а получимь 

т т тя — из) = ыы 
кв В» 1% Е. У т т ы 

причемь А, есть нЪкоторая функщя оть и. 

Итакъ, мы видимъ, что предложенная система (*) распадается на 

дв слфдующихъ: 

а тв =0, о - (1) 

в 
и т -+п=0, а И 8. (п) 

изъ которыхъ первая (Г) опредфляеть одинъ конець хорды №, какъ 
пересфчен!е этой хорды 

4 т -+п=0 Е 
съ прямою 

(2 В 
= тей 4, 

а система (П)— другой конець хорды 

М', какъ пересфчене хорды 

«= т -п=0 

съ прямою 
т 

из Р 
Средина № хорды ММ’ можеть быть опредфлена, какъ пересфчеше 
прямой 

Черт. 51. 
а= — — В, (см.чер.51). 

1 тп=о 
съ прямою 

т 
РЕЙ 
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141. Опредфлимь теперь геометрическое м®сто срединъ хордъ, 
параллельныхь хордь ММ’. Для этой цёли придется исключить ® 
изъ двухъ уравнен!й: 

т 
тона = — ар. 

Изь перваго уравнешя получимъ 

в = — [а — т8 

и подставимь это выражене коэффишента и во второе уравнене, 
тогда получимь 

откуда, 
(т? + В) а= Ра -+ 8, 

или окончательно 
т\?а = 18. 

Послфднее уравнене можеть быть написано въ слфдующемь вид% 

Липа — в = 0. 

Итакъ, мы видимъ, что геометрическое м®сто срединъ хордъ, па- 
раллельныхь хорд® 

в + т-п=о0 
есть прямая 

лта — 8=0, 

называемая д$аметромз. Уравнеше 

Тита — 8=0 

показываеть, что даметрь проходить черезъ центрь. 

Сопряженные даметры. 

142. Разсмотримь хорды, параллельныя н®которому направленио 

[9 тп =0. (1) 

Эти хорды дфлятся пополамъ паметромъ 

Штя —В=.0 

(") 
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Разсмотримъ теперь хорды 

а тв п, =0, (2) 

параллельныя Маметру (*), гдф можно принять 

=, т = 

Уравнене дламетра, дёлящато хорды (2) пополамъ будеть 

Чана — В =0. | 

Подставляя сюда выфсто т, и 1, ихъь выраженя черезь Ги т, 

получим 
[(—0«—(т)в=0 

— 1 (в + т) =0, 

откуда вндимъ, что уравнене даметра, дфлящаго хорды (2) пополамъ, 
будеть окончательно 

а + т8 =0. =) 

Послфднее уравнеше показываеть, что даметрь (***) параллеленъ 

первоначальнымь хордамъ 

ан тв =0. 

Изъ всего сказаннаго мы заключаемьъ, что два даметра 

[4 5 т =0 и Гта— 8=0 

обладать тФмъ свойствомъ, что каждый изъ нихъ дфлить пополамъ 

хорды, параллельныя другому. ` 
Таве два даметра называются сопряженными. Итакъ, мы ви- 

димъ, что для каждаго даметра 

а т =0 

существуеть ему сопряженный: 

Тита — = 0. 

Оси эллипса. 

143. Во всякомъ эллипе® существують два взаимно перпендику- 
лярныхъ сопряженныхъ даметра, называемые осями эллипса. 

Для нахожденя осей необходимо выразить услоше перпендику- 
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лярности двухъ сопряженныхь даметровъ 

«= т =0 

Чта—в=0 | з 
Раскрывая функщи а и В, получим 

1 (Аз - Ву+ В) +т(у- М) =0 

1 (Аз + Ву-+- 2) —1(1у+ М) =0 | у 
или еще такъ 

1Ах + (В + тГрлу-+ Ф-тМ =0 

1тАз + (1тВ — Шу тр — №=%1 Е 
Условме перпендикулярности напишется въ такомь вид 

(44) (1тА) --@В--тР) (тв Ш=0, 

[т {Аз В*— Г} +т РВВ =. 

Обозначая 1 
—=\4 т э 

откуда 

получимъ слфдующее квадратное уравнеше для опредфленя и, .со- 
отвфтетвующахо направленю оси 

—5 38 = Ра 

5 (*“) 

144. Это уравнеше даеть два корня и=и,, и=и, и, елФдова- 
тельно, эллипеъ имфеть двф взаимно-перпендикулярныя оби 

ща В =0 | (**) 

Ла—щв=о 

Другой корень не даеть новыхъ осей, ибо уравнеше (*) показываеть, 
910 и, = — Г, такъ что уравнешя 

ав =о0 

Та—и,в=0, 

посл замфны и, на — =, обращаются въ уравнешя (**). 

145. Уравнеше (*) не даеть опредфленнаго значешя для и, когда 
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дробь 
[— А*— В 

В 

будеть имфть видь < ‚т. е. когда будеть 

В=о0 

2—4 — Вз=0 } 

другими словами, когда 

В=0, [= 42, ии В=0, АС — В = 

или В=0, А=О. 

Вь этомь случа уравнеше (4) опредфляеть нФкоторый кругь, ибо 

оно имфеть видь 

Аз? Ау 2+ 2ЕунЁ=о0 

и по раздфлени на А, можеть быть приведено къ слёдующему виду 

(= Ба Е. р 
А А я 

Послфднее уравнеше опредфляеть кругь, имфющий центръ въ точк® 

С 
= И. 

Итакъ, мы видимъ, что кругь есть частный случай эллипса и 
имфеть безчисленное множество взаимно-перпендикулярныхь сопря- 
женныхь даметровъ. 

Примтрз. 

и радусь 

342 — 4лу + 2у—2—1=0. - 

Посл разложеня на сумму квадратовъ будеть 

2 (1) + @у— =. 
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Возьмемъ уравнешя двухъ сопряженныхь дгаметровъ: 

(ы-ы-1) т (2—1) =0 

2т (м1) —1(29—=0 (ибо р) 

Эта система можеть быть написана такъ: 

Зы уф 1—т=о0 

6т2 — 2(2т+Пу—т--1=0. 

Услове перпендикулярности будетъ: 

(30. (6т) + 2(т— 1). 2(—2т— 0 =0, 

4 -= 22т — 8т? = 0. 
Раздфляя на 471?, получимъ: 

з Ереееныыы 
т 

А 
откуда, полагая # —= о получимъ 

— изу 
№ — ое БИЯ 

ро о быне Я 6 

4 
м = 

Уравнен!я двухъ осей залипса будуть 

(ий — и) (жа @у—10=0 

(-з3ИМ - 11) (+1) а (2—0 =0. 

Уравнен!е эллипса, отнесенное къ осямъ. 

146. Если мы возьмемъ за новое начало координатъ центръ эллипса 
и расположимъ новую ось 2-овъ по одной изъ осей эллинеа, новую 

же ось у-овъ по другой оси, тогда мы замфтимъ, что для каждаго 

значен!я новой абсциесы ОР будуть соотвфтствовать двф ординаты 
РМ и РМ', равныя по численной величин, но съ обратными 
знаками; точно также каждой ординат О© будуть соотвётетвовать 
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деф абсциесы ОМ и ОМ№', равныя по численной величин и съ 
обратными знаками (см. черт. 52). 

Отсюда мы заключаемъ, что преобразованное къ новымь осямъ 

`травнен!е не должно заключать членовъ съ первыми степенями 2 и 

у, а также члена съ произведещемь 

координать ху, другими словами урав- у’ 

нен!е должно имфть видъ 

А, 5, С, у, Р,=0 у 

147. Мы видфли уже, что пере- 7 
несен!е начала координать въ центръ 2’ 
уничтожаеть члены съ первыми степе- 

нями координать, такъ что уравнене я 
эллипса (4) обращается въ слёдующее 

В Черт. 52 2 ГИ /8 ее: Е рт. 52. 
Ах 282 + 6+ тт 0 

148. Теперь остается повернуть оси координать вокругь начала 

на такой уголь, чтобы эти оси совпали съ осями эллипса. Посл 
этого новато преобразованя координать коэффищенть при произве- 
ден!и координать долженъ пропасть. Наобороть, мы можемъ поста- 

вить себф вопросъ, на какой уголь надо повернуть оси координатъ, 
чтобы пропалъ изъ уравнешя членъ съ произведешемъ координатъ. 

Пусть оси координать повернуты на ифкоторый уголъ, такъ что 
выражене 

А-В ху’ уз 

преобразовывается въ подобное-же, но только, очевидно, съ другими 
коэффищентами 

А, 2, * + 28,2, 9, + (,у,*, 

такъ что 
А-В ж у - Су? = А, х,° 2В, 2,9, + 0.9," (%) 

Кром того мы знаемъ, что разстояше оть точки до начала ко- 

ординать выражается одинаково, какъ въ старыхъ, такъ и въ новыхъ 

координатах 
2 3 Е а р Г (*) 

Умножаемъ теперь уравнеше (**) на нфкоторый пока произволь- 



— 142 — 

ный множитель ) и сложимъ съ уравнешемъ (*), тогда мы получимъ 

(А) а -2В ту -- (Су = 

= (44-Х хи-н2В, у, + (С, + *) у," ) 

Подберемъ теперь ^ такь, чтобы первая часть уравненйя (**) 
обращалась въ полный квадрать линейной функщи. Для этой цфли 
мы должны удовлетворить уравненю 

(А--») (С ^)— В =0. (1) 

Принимая въ соображеше, что старыя координаты линейно вы- 
ражаются черезъь новыя, мы заключаемь, что для выбраннато значе- 
ня ^ также и вторая часть дфлается полнымъ квадратомъ линейной 
функши, т. е., другими словами, удовлетворяется уравнен!е 

(А, ) (С. 5 — В, =0 (2) 

Уравненя (1) и (2), которыя еще можно написать такъ 

= (А+ С) кит ТЕ 
(АО, АА. 6, —В,1=0} 

должны удовлетворяться пря однихъ и тзхъ-же значеняхъ ^, ны 
вательно, должны существовать равенства 

А+б=А, + С, 

АС — В = АС, — В,* 

Итакъ, мы видимъ, что формулы А+ Си АС В'* не мёняють 
своей величины при преобразовани координать и называются по- 
этому инварантами преобразовавя координатъ. 

149. При помощи инварантовь легко опредфлить коэффишенты 
въ уравнени эллипса — отнесенномь къ осямъ. Это уравнене будетъ 
имфть видъ 

38 
А, 2-0, у-- р 

тдЪ коэффищенты А, и С, опредляются изъ уравненй 

А, +0, =А+ С 
4,6, = 46 — В)" 
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Второе изъ уравнешй этихъ есть не что иное какъ уравнеше 
©. — В, = АС— В*, вь которомъ принято во внимаше, что 
— 0. Итакъ, мы видимъ, что коэффищенты А, и С, опредфляются 

корни квадратнаго уравнешя 

#— (А+) Е АС В*=0, 

- Корни этого уравненя. суть 

ВЫ 14° -у ЧС» 2 ЯВА 

х 4-8 
и (0 > 4 1 

Легко замфтить, что › корни одного и того-же знака, ибо 1, > 0, 

такъ что у 548 — Г, по абсолютной величин® меньше абсо- 

шютной величины м Кромф того, эти оба корня веществен- 

ны, ибо 

у Абв (А ба, 

причемъ подкоренная величина, состоящая изъ двухъ квадраловъ, 
положительна. 

150. Обозначимь корни черезъ & и &,. Тогда вмфсто одного ко- 
эффашента, напр. 4, придется взять одинъ изъ корней, а вмфсто 

хругого—другой. 

Можно сдфлать два выбора: или А, =&, С, =, пли же А, =Ё, 

С, =; первый выборь будеть соотвфтствовать принятйю за ось 
=-овъ одной изъ осей симметрии эллипса, а другой выборъ принятию 
другой оси. 

| 151. Итакъ, послф преобразования уравненя эллипса къ осямъ, 

травнеше это принимаеть видъ 

да-ьб--о. 

Переносямь членъ во вторую часть уравнен!я и дёлимъ 06% 
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части на 7 › тогда получимь уравнене 

Принимая во внимаше, чт Р<0, мы можемъ обозначить 

РАВ А НЕА 
А, АГ БОНЫ 
откуда получимъ 

—Р = р 2 * 
Хх ИЕ АТ.” 40.7 вы 

Уравнене эллипса принимаеть окончательно слфдующий простой видъ: 

47? 2 

ая - Ме 
В 

Полагая въ послёднемъ урав- 

ненш у=0, получимь 2? = а?, 
1 = —=а, откуда замфчаемъ, что А, А 
а есть длина полуоси ОА (ем. 
черт. 53); точно также замфча- 
емъ, полагая 2 = 0, что у =-5 8 
и что 6 есть не что иное какъ 
другая полуось ОВ. Обыкновен- 0:68. 
но корни квадратнаго уравнешя 
выбирають такъ, чтобы полуось @ была больше полуоси 6, другими 

словами, принимають за новую ось 2-овъ большую полуось эллипса. 
Для этой цфли, какъ показывають выраженя (*), нужно взять за 
А, меньшй, & за С, больший по абсолютной величин% изъ корней &,, Е. 

Примфръ. Возьмемъ уравнеше 

За +" 8: 

отнесенное уже къ центру. 
Остается взять оси эллипеа за новыя координатныя оси. 

Аб=З-2=5, Аб— В: = 23—21 =3, 

и. 

откуда. 
А, +0, =5 

4,0, =3 
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Уравнеше для опредблешя А, и С, будеть 

РЕ +2 =0, 
те корни я 

разеЕНИСИР пр: аРА ИЯ 
ев зерЩь р 

Если возьмемъ за ось 2-овъ большую полуось залицеа, тогда получамъ 

травнен!е: 
ВУ 2, БИТ 5 
ых зас а эв-= у = ТА: . 

а, М ре 
2(5—У17) 25—17) 

152. На основан пзложеннаго легко указать, какъ по задан- 

ному очертанйо эллипса построить центрь и его оси. 
Проводимь въ эллипсв произвольную хорду ММ’ и дфлимь ее 

вЪ точк® М№ пополамъ; проводимъ другую хорду (ем. черт. 54) М,М,,, 

параллельную хордф ММ’, дфлимь новую хорду точкою №, попо- 

ламъ. Проводимъ черезь точки № и М, прямую, которая, очевидно, 

этеюда 

Черт, 54. Черт. 55. 

будеть однимъ изъ дламетровъ эллипса. Беремъ новую пару взаимно 

параллельныхь хордь РР! и Р,Р‚', дфлимъ эти хордыточками @и ©, 
пополамъ; черезь двз точки © и ©, проводимъ прямую, которая бу- 
деть новымъ даметромъ эллипса. 

Оба указанные д?аметра пересЪкутся между собою въ искомомъ 
центр С. 

Когда центрь С найденъ, оси построятся слфдующимъ образомъ. 
Изъ центра эллипса, какъ центра, радтусомь большимъ меньшей 

полуоси и меньшимъь большой описываемь кругь, который перес%- 
. А. Рраве, 10 
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четь эллипсъ въ четырехъ точкахъ М., М,, М,, М, (ем. черт. 55). 

Соединяя попарно точки М, и М,, М, и М,, получимъ двф хорды 

М.М, п М,М, параллельныя между собою, параллельно которымь 
проходить черезь центръ одна изъ осей эллипса, другая-же ось бу- 
деть перпендикулярна къ двумъ указаннымъ хордамъ. 

Изолздован1е уравнен!я (А) въ случа, когда АС В’< 0. 

153. Разсмотримъ тоть случай въ изслдовани кривыхъ второго 

порядка, когда, по разложени общаго уравнен!я на сумму квадра- 
товъ, мы приведемъ его къ виду 

Та Р—0 аа; (0), 
причемъ 

[= АС — В*< 0. 

Положивь [= —^*, приведемъ уравнеше (С) къ виду 

№3а* — В =Р. 

Здфеь могуть представиться два случая: а) когда РЕОн Ъ) когда 

РР не равно нулю. 
а) Въ первомъ случа уравнеше допускаеть такое преобразование: 

Ха? — В = 0, (д«-- В) да—В =0 

и, слфдовательно, кривая распадается на двф прямыхъ 

ла-+В=0и м—В=0, 

пересфкающихся въ точкф, координаты которой опредфляются урав- 
нен!ями 

а=0иВ=0 

Ъ) Вь случа®-же Р не = 0, уравнеше опредфляеть особую кри- 
вую, называемую зилерболой. 

`Примъры. 

а) 257 - 4жу — зу? 4 1=0. 

Разлагаемъ на сумму квадратовъ: 

2 (#-ну-н 1) — (у 1) =0, 
отсюда 

У? (ау @у+0=0 

Уза-у+и—@у+0=0 
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`Зразнения двухъ прямыхъ; координаты точки ихъ переефченя опредфаятея 
ий 

Еу1=0н2у-+ 1=0, 

иена НЕТ эн ЧР 
2 

2-2 — у 2=0, 2(ену-н 1) — (Зу-+ 1)? —1=0... Это 
энер. у 

Гипербола. 

154. Общее уравнеше (.4) кривыхъ второго порядка опред®ляеть 
тиверболу въ томъ случа, когда оно можеть быть приведено къ виду 

Аза — В =Р. 

Зифеь можно различать ‘два случая: когда Р>> 0 и кома Р< 0. 

ФРаземотримь сначала первый случай. Положивъ тогда Р= р’, 
талучимь уравнен!е гиперболы въ такомь вид 

За — Ва р, 

Центръ. 

155. Точка С, координаты которой опредфляются изъ уравнений 

==0 и В—0, будеть центромъ гиперболы, т. е. такою точкою, въ 

зоторой будуть дФлиться пополамъ всф проходящия черезъ нее хорды 

таперболы, по какому бы направленно мы ихь не проводили. Въ 

самомъ дфлф, уравнене всякой хорды, проходящей черезь С’, будеть 

Веаофатерекоь зело факс 

Найдемъ координаты концовъ этой хорды. Для этого нужно р%- 

шать уравнене этой хорды совмфстно съ уравненемъ гиперболы 

Вы, Аа — В =р?, 

Эта система равносильна систем двухъ слФдующихъ 

В = а 

Отан 
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Первая изъ этихъ системь даеть координаты одного конца М, & 
другая — другого М’ хорды (ем.черт. 56). Не рфшая этихъ уравненй, 

замфтимь, что 06% точки М и М’ лежать на прямой 8 =, при 
пересфчени ея съ параллель- 

ными прямыми МРи М'Р", 
имфющими уравнешя 

ув 
слфдовательно, если пересчемъ 

Черт. 5. зорду В= третьею прямою 
«= 0, параллельною первымъ 

двумь и проходящею по средин® между ними, то получимъ коорди- 
наты средины хорды ММ". Но точка опредфляемая уравненями а = 0 
ив = (а илиа=ОиВ=0и есть точка С’. 

Слфдовательно, точка С’ служить срединою всфхъ хордъ гипер- 
болы, проходящихь черезъ нее 

Ассимптоты. 

156. Системы уравнешя (1) и (2) показывають, что прямая В=14, 
проходящая черезь С, пересфкаеть гиперболу только тогда, когда 
1<», ибо при Г>^, выражеше УВ обращается въ мнимое, что 
въ теометрическомь анализз говорить о невозможности вопроса. 
Иными словами, если черезь центрь проведемъ двё прямыя СА и 
ОВ, уравнешя которыхъ 8 = Аа и В= — Фа, то вс точки гиперболы: 
будуть расположены внутри двухъ вертикальныхь угловь АСВ в 
РСЕ, образуемыхь этими прямыми. Въ самомъ дфлф, будемь пере- 
сЪкать гиперболу прямыми, проходящими черезъ центръ. Уравнеше 
8=1= при перемзнномъ { опредфляеть вс тая прямыя. При #= 0, 
сЪкущая обратится въ прямую 3=0 и системы (1) и (2), которыя_ 
теперь обратятся въ 

8=0 в=0 
я 72 «зы. 

&—=-н у т’ 
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пъ двЪ точки пересбченя съ гиперболой М, и М, (вм. 
- 56). Сь увеличешемь [, сфкущая будеть вращаться около С’, 

сь кь СА и, пока <», системы (1) и (2) всегда будуть 
ть дв дфйствительныя точки пересфчешя сЪкущей съ гипер- 

. Точки эти все будуть удаляться оть Си при (=, когда с5- 
ущая сольется съ прямою О.А, которой уравнеше В =), 06$ точки 
‘зересфчен!я удалятся въ безконечность, ибо при 1=^ системы (1) 

(2) обратятся въ 

р ЫЗ (1) 8 лана +уз=в о— 

В ры 
Уу— № 0 

При дальнфйшемъ увеличени {, т. е. когда сфкущая выйдеть изъ 

аа АСВ, обЪ точки пересфчения сдфлаются мнимыми, т. е. несу- 
ществующими. 

Тоже самое замфтимъ, если будемъ уменьшать Фоть 0 до—^: при 
1=—^ 00% точки пересфченя удалятся въ со, и дальше сдфлаются 

мнимыми. 

(2) В = № на —<о 

Прямыя СА и СВ называются ассимптотами гиперболы, уравнен!я 

ихъ суть 
В = а и В = — №. 

Эти два уравненйя можно соединить въ одно 

(8—2) (В м) =0 
и это будеть уравнеше совокупности обфихъ ассимптоть. Его можно 
представить въ вид% 

88 — 3 =0, 
или 

— № =0, 
вли, наконець, 

Та? 88 =0. 

Итакъ, слфдовалельно, уравнене совокупности ассимптоть получится, 

если въ уравнени гиперболы отбросимъ членъ Р. 
157. Здфеь кстати разсмотримъ тотъ случай гиперболы, когда Р < 0. 
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Полагая тогда Р= —р”, получимь уравнене гиперболы въ такомъ 
видв 

23а — 33 = — р, 

Или 

82 за — 23. 

Эта гипербола имфеть т$-же ассимитоты 

83 — )3аз ры 0, 

или 

Аза — 8—0, 
или, наконець, 

В—= лан В = — Аа. 

Будемъ пересбкать ве прямыми, проходящими черезъ центръ; ихъ 
уравнене 3 ==. Рёшая это уравнеше совмфстно съ уравненемъ 
типерболы, получимъ для опредфленя точекъ пересфченя съ гипербо- 

лой слфдующия двф системы 

р `В Эти системы дають дЪйстви- 

тельныя рёшешя уже только 
Черт. 57. при {> ^, слфдовательно, всё 

точки новой гиперболы ле- 
жать въ другой парф вертикальныхь угловъ, образуемых ассимито- 
тами АД и ВЕ, именно, въ углахь АСЕ и ВСО (ем. черт. 57). 

Дв гиперболы 

Го =+Ри 1 = —Р, 

имфющИя общёя ассимитоты, но расположенныя въ разныхь углахъ 

называются сопряженными. 

Примърь. 2? — Злу+ у —122=0. 
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Разлагая на сумму квадратовъ: 

ау нон 
Уравнене аесимитоть: (= у— : |= ( - у а ) = 0, 

—у+17=0 

—3у—14=0. 

Координаты центра, какъ точки пересфчевшя ассимитоть, найдемъ, рёшая эти 

уравненя: д = — 28, у= — 21. 

Сопряженные д1аметры. 

158. Вс тв разсужденя, которыя мы приводили касательно 

маметровъ эллипса, оть слова до слова прилагаются и къ изел%до- 

зан!ю уравнешя гиперболы, такъ какъ послфднее отличается оть 

`уравнешя эллипса только тфмъ, что въ немъ множитель 1. отрица- 

теленъ; тогда какъ у эллипса онъ положителенъ. Въ гиперболв вс 
даметры проходять черезъ центръ и существуеть безчисленное мно- 

жество паръ сопряженныхъ маметровъ: для каждаго даметра а--т8=0 

всегда существуеть сопряженный ему дламетрь, уравнеше котораго 

есть Лат — 8=0. 
Уравненя сопряженныхъ даметровь можно написать въ такомъ 

видф В==ио, В 
и 

что и =— = ̂?, Слфдовательно, если и >^, то о<^ и на0бо- 

ротъ. А потому, на основан! вышесказаннаго относительно ассимп- 
тоть, имфемъ основане утверждать, что одинъ изъ двухъ сопряжен- 
ныхь даметровъ пересфкаеть гиперболу, & другой— не перес$каеть. 

Это составляеть уже отличительную особенность гиперболы. 

а, или В=иа и В=0, ово — С таль 

Оси гиперболы. 

159. Подобно какъ въ эллипс, оси симметр!и гиперболы най- 

демъ, какъ пару взаимно перпендикулярныхъ сопряженных дамет- 

ровъ. Возьмемъ уравневя двухъ сопряженныхъ д1аметровъ 

[а-=тз=0 

итх—в=0. 
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Условие взаимной перпендикулярности будеть, какъ и для эллипса, 

т(А*- В*— Г) + т ГВ — ВР =0. 

Ей Е 
Обозначая отношене в =, для опредфленёя послфдняго полу- 

чимъ квадратное уравнене 

Ко В и 

Два корня этого уравненшя и, и и, дають возможность написать 

уравнен!я осей гиперболы: и,-НВ=0 и ман В=0. 
160. Уравнеше совокупности обфихъ осей будеть 

(ша -+ 8) (и«-н8)=0, или има = (из -н м, )ав - = 0, 

такъ какъ и, и и, суть корни квадратнаго уравнения (*), то 

2 Аз В— 1 
ши = рощ = —/, 

отсюда уравненше совокупности осей представится въ такомъ вид 

оао рзурией ... (9) 

161. Теорема. Оси симметрии гиперболы дфлять углы между 
ассимптотами пополамъ. 

Для доказательства этой теоремы, мы найдемь уравнен1е сово- 
купности обоихъ биссектровъ угловъ между ассимитотами и полученное 
уравнеше сравнимъ съ уравнешемь осей (**). Будемъ опредфлять 
биссектры угла, какъ геометрическое м$сто точекъ, равноотстоящихь 
оть сторонъ угла, которыя въ нашемъ случа® будуть не что иное, 
какъ ассимптоты, которыхъ уравнешя: В — «= 0 и В+) =0. 

Уравнен!я биссектровь угловъ между ассимптотами будуть 

+ а = ИА 

причемъ 

4, =У\№А*- (В — Г) п А, =УлЗА*- (АВ 1). 

Уравненя (1) и (2) могуть быть переписаны такъ 

(А, —4,) — (А, + 4,2 =0, КА, А,) — (А, — А) = 0. 
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южая послёдая два уравненшя, получимъ уравнен!е сово- 

обоихъ биссектровь угла между ассимптомами, 

Э2(А, — 4,3) — лав (А, 2 А, 2) а (А АЗ) =0 $. (3) 

ВА, = [4+ (^В + 1) | — [№ А*-(^В— 1] = 4АВЕ 

2+, [3 Аз В— [+ АЗ+-(^В-+-[)*]=2^3[ Аз+- Вз-—Г|, 

уравнен!е (3) приметь такой видъ 

ВЕ. в — 2428 ‚ 213 Аз В*— Г) №4, АВГ =, 

вла по раздфлеши на 4^ВГ 
2 В 

+ Ре =о 

(езфдуеть помнить при этомъ преобразовани, что А? = — Г). 
Сравнивая полученное уравнеше биссектровъ угловъ между аесим- 

ттотами съ уравнешемь осей (**), замфчаемь полное тождество, 
что и говорить о справедливости предложенной теоремы. 

Уравнен1е гиперболы, отнесенное къ осямъ. 

162. Уравнеше гиперболы, отнесенное къ центру, будетъ, очевидно, 

дай--ЗВлу + бу’ Г, =0 т 

Теперь остается выбрать за оси координать оси симметрии ги- 
перболы; для этой цфли воспользуемся инварантами преобразованя 
координатъ. 

Подобно тому, какъ было для эллипса, мы замфчаемъ, что урав- 
неше гиперболы посл преобразованйя должно имфть видъ 

йа" =0 и 

тд коэффищенты 4, и С, опредфляются изъ условй: А,--0\=А-С 
А, 0, =1==АС—В*. Такъ какъ для гиперболы Г есть чиело отри- 
цательное, то корни уравнешя 

2—(А-0).Е+40—В=0.....(3) 

будуть разныхь знаковъ. 
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Оси гиперболы суть нечто иное, какъ пара сопряженныхь д1а- 
метровъ, ноэтому мы замфчаемъ, что одна изъ осей пересфкаеть ги- 

перболу, а другая не пересфкаеть. 
Обыкновенно за коэффишенть А: въ уравнен!и гиперболы 

р 
А 6-1 =0 

выбирають тоть изъ корней, при которомъ новая ось -овъ перес%- 
каеть кривую. Для указанной цфли выбирають за 4, тоть корень 
квадратнато уравнен!я (3), который по знаку совиадаеть со зна- 

р 
ком — т, ибо тогда при у=0 уравнеше (2) даеть для х слф- 

дующее выражене 

в =У го тЫ 
гдф а—н$которое вещественное число. 

Введемъ другое обозначение: 
орк ЗВ 

ь САГ ' 

гдф 6 будеть непре- 

мфнно веществен- 

нымъ числомъ. 
Уравнене ги- 

х перболы (2) можеть 

й А - быть преобразовано 
слфлующимь обра- 
зомъ 

ты’. ЧЕ 
Черт. 58. ААГ С.АТ 

$] 

откуда окончательно Е ыыы О роман 4) 

Полатая въ хе -. уравнени у==0, получим 

2—0, 2===4, 

откуда замфчаемъ, что а есть длина полуоси ОА (ем. чер. 58). 
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163. Ось АЛ, называется поперечною пли дъйствительною осью 
гиперболы, а ось у-овъ, не пересфкающая гиперболы, называется 

мнимою осью. 
Число $ называется мнимою полуосью гиперболы и можеть по- 

лучить геометрическое толкован!е при помощи построен1я гиперболы, 
сопряженной съ данной. 

164. Мы получимъ ура- 
внен!е аееимптоть гипербо- 

лы, если во второй части 

уравненйя (*) вмфето еди- 

ницы поставимъ нуль: 

д 9/2 

я я=ь 
откуда 

р ь ..59. 
(Е 57) ы е } =; а 

или окончательно получимъ два уравненя ассимптоть въ такомъ вид: 

у=- и 9 = 5 унии, Ух. 

Итакъ, мы видимъ, что ассимптоты суть магонали прямоуголь- 
ника, построеннаго на осяхъ ап Б (см. черт. 59). 

Разсмотримь теперь гиперболу, сопряженную съ данною (*), урав- 
неше которой будеть = _ и бр г 

а ЛЬ ик» очен, 

Сопряженная гипербола (**) имфеть т$ же ассимптоты, что и 

прежняя (*), но вфтви ея лежать въ тзхъ двухъ изъ вертикальныхь 

угловъ, въ которыхъ проходить мнимая ось гиперболы (*) и, слф- 
довательно, эта ось для гиперболы (**) будеть дфйствительною, такъ 

что 6 можно опредфлить какъ дВйствительную полуось `ОВ гипер- 
болы сопряженной. Д»йствительная ось гиперболы (*) есть въ то же 

время мнимая ось для гиперболы сопряженной. 

Примьрь. 2 — дру зу — № —1=0 

а — у + 3у—1=0 

— (#— 2—1) -ну-4у2=0 

—(#—2у— 1 (у 2—2 =0. 



— 156 — 

Уравнене, отнесенное къ центру, будетъ 

$ аку О, 

или 1? — 4лу + 3+2 =0. 

Для полученя осей, полагаемъ 

А, С, =1-3=4 

А, 6, =1Ж 3—2: =3—4—_1 

2—4 —1=0, 
откуда 

#=2=И+1=2- 5 
Ь=У5-+2, в=— (5—2). 

'Уравнеше гиперболы, отнесенной къ осямъ, будеть 

55-520, 
= у 

ВЕ, «Ы 
Уё—2 У5+3 

165. Покажемъ теперь, 
что разность ММ (см. чер. 
60) ординаты №Р ассимп- 

тоты, соотвётствующей аб- 

ецисс$ ОР, и ординаты МР 

гиперболы, соотв тствующей 
той - же абсцисс%, имфеть 

предфломъ нуль при увели- 

Черт. 60. чеши ОР. ВЬь самомъ дёлЪ, 

разность эта выражался такъ: 

ОР=х, РИ = уж а? (по уравнению гиперболы), 

г 
= 

РМ = 2 (по уравнен!ю ассимитоты), 

слфдовательно, 

6 _ 26 Идут? (Ия —== 
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т (в у— и) 6. 2 — (1—4) 

уф а ув 
9 

уе —а" 

Поелфдняя дробь, дЪйствительно, имфетъ предфломъ О при уве- 

личен!и 5. 

166. Указывая премъ при разложени первой части уравненя 
(А) на сумму квадратовъ линейныхь функц, мы ограничились слу- 

чаемъ, когда коэффищенть А при 2° не равенъ нулю. Разсмотримъ 
теперь случай обратный, т. е. когда А = 0. Уравнене имфеть видъ 

2Вжу + уз 20+ 3Еу+ЁВ=0. 

Этоть случай ничего исключительнаго не представляеть и даетъ, 
какъ мы увидимъ, гиперболу. Въ самомь дфлф, располагая по сте- 

пенямъ у-ка и умножая для удобства уравнеше на С’, получимъ 

(Су -- 2бу(Вз-- Е) +202: Р0=0 

[Су- (Вз-- Е) |*— В —2ВЕх— Е*-+200х- ЕО=0, 

откуда 
(Су-- Вх-- Е} — Вз—2 (ВЕ — 00) в ЕС — Е*= 

умноживъ на — 1, получимъ 

— (Су-- Вз-- Е)? -+ (Вж)*-- ао —Р0-- Е*=0, 

откуда окончательно 

ыы а 

— (бу- Ве В (Ве + В и 

ВЕ— Ср 
= 0, 

167. Остается разсмотрёть случай, когда оба коэффищенть Аи 
С равны нулю. 

= Е — 

Вь этомъ случав 

2Влу-- 22 2Ву+ Ё=0, 
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или, раздфляя на 2, получимъ уравнеше 

Е 
72,1) = Взу + Ох -- Еу- Е, =0, ть, =. 

Въ этомъ случа удобно поступать слфдующимь образомъ. 
Обозначимь черезь « коэффишенть Ву-+ Г) при 2-с%, въ урав- 

нени / (1, у) =0, точно также черезь В коэффищенть Вх Е при 

у-к®, мы получимъ 

Ву+-)=а, В+ Е=в, 

умножая, получимъ 

ав= (Ву-+ 0) (Вз-- Е) = В (Вху-+ Ох -- Еу) + ОЕ. 

На основан!и-же заданнаго уравненя 

Влу-+- Пт Ву=—Е,, 
откуда окончательно 

а3—РЕ-ВЕЕК: 
На основанш-же тождества 

а 8\* (ав эВ 
получимь окончательно уравнеше, разложенное на сумму квадратовъ 
линейныхь функций: 

(9-5 
Послфднее уравнен!е показываеть, что, въ случав 4=0 и 0=0, 

уравнеше (4) опредфляеть гиперболу. 

Примбръ. 
Злун4—у+1=0 (*) 

а = Зу-+ 4, В = 3=— 1, а8 = (Зу -+ 4) (32 — Г) =3 (З2у + 42 —у)—4, 

но 

Зау + 42 —у= —1 (на основани уравнешя (*)), 

слдовательно, 

а8——3.1—&=—1, 

не ея 
откуда окончательно 

АР 



Уравнене 

даеть для ассимитотъ сл®дующее уравнеше 

Ее ыы 
откуда уравнешя ассимитотъ будуть садующия: 

а=0, 8=0. 

'Уравнен!е гиперболы, отнесенное къ ассимтотамъ. 

168. Возьмемъ за оси координать ассимптоты гиперболы. Мы 
замфчаемъ, что уравнеше не должно содержать членовъ съ первыми 
степенями 2-са и у-ка, ибо на- 
чало находится въ центр; это 

уравнене имфеть видъ: 

Аа? 2Вжу Су? = Н. 

2 

Прямыя параллельныя оси 

ОУ пересфкають кривую въ 
одной только точк® (см. черт. 

61), такъ что каждому значе- 

ню 4-са будеть соотв®тство- 
вать только одно значене для Черт. 61. 

у-ка, для чего необходимо дол- 

женъ равняться нулю коэффищенть (С; подобнымъ-же образомъ мы 
покажемь, что долженъ равняться нулю также и коэффищенть 4, 

откуда получимъ уравнеше гиперболы, отнесенное къ ассимптотамъ, 

въ слфдующемь видЪ: 

2Взу =Н, 
или 
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169. Если мы выберемъ положительными т% направленя ассими- 

тоть, между которыми заключается одна изъ вётвей кривой, то по- 

стоянная эВ Алжна быть положительная, ибо положительному 

2-су долженъ соотвфтствовать положительный у и, наобороть, отри- 
цательному 2-су долженъ соотвтствовать отрицательный у. Если 
же мы выберемь иное направлене осей (см. черт. 62), тогда знакъ 

Н ь 
члена в долженъ быть отрицательный, 

170. Итакъ, пусть выбраны тв направленя ассимитоть, при 

которыхъ уравнене гиперболы имфеть видъ 

зу =. 

Покажемъ, какъ опредфлить постоянное число &* по осямъ ги- 

перболы. 
Если мы возьмемъ вершину типерболы А, то ея координаты 

Ё" 

Черт, 62. Черт. 63. 

должны, очевидно, удовлетворять уравнению кривой: 2у =”. 

Такъ какъ кривая симметрична относительно оси ОД, то 

оС А ОА Аб. Ум-й 

2 2 2 
(см. черт. 63), 

отеюда мы замфчаемъ, что 

в-“+Ё, 

#—=0В=у= ВА 



или, наконець, 

5% а 

171. Покажемь теперь, какъ по указанному очертанио гипер- 

болы указать центрь, оси и асспмитоты. Проводимь произвольную 
хорду ММ’ и дьлимь ее въ точк® № пополамь; проводимъ другую 
хорду (ем. черт. 64) М,М,', параллельно хорд ММ’, дВлимъ но- 

вую хорду пополамъ въ точкв М№,. “ 

Проводимъ черезь точки № и М№' прямую, которая, очевидно, 

будеть однимъ изъ даметровъ гиперболы. Беремъ новую пару взаимно 
параллельныхь хордь РР’и Р,Р'’,, дёлимь эти хорды точками 

} 
г 

Черт. 64. Р Черт, 65. 

Он 0, пополамъ; черезъ двф точки 9 и @, проводимъ прямую, 
которая будеть новымь даметромъ гиперболы. Оба указанные д1аметра 
пересфкутся въ искомомъ центр С’ гиперболы. 

Когда центрь С найденъ, оси гиперболы ТОН, слфдую- 

щимъ образомъ. 

Изь центра гиперболы С’какъ центра радусомъ оны дЪИ- 

‘ствительной полуоси гиперболы описываемъ кругъ, который перес*- 

четь гиперболу въ четырехъ точкахь М,, М,, М, и М, (см. черт. 65). 
Соединяя попарно точки М, и М,, М, и М,, получимь дв хорды 
М, М, и М,М,, параллельныя между собою, параллельно которымъ 
проходить одна изъ осей гиперболы; другая же ось будеть. периен- 
дикулярна къ двумъ указаннымъ хордамъ. 

172. , Для построевя ассимитоть поступаемъ слфдующимъ образомъ. 
Построеше осей даеть намъ вершины гиперболы и, слфдовательно, 

Д. А. Граве. и 
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длину СА (см. черт. 66) дЪйствительный полуоси а, такь что = 
СА=а. Изъ центра С'радфусомъ а описываемь окружность круга №. 

Беремь произвольную точку М на гиперболв, координаты которой 

2=ОР-ия = РИ 

легко построить, разъ намъ оси извфетны. 4 

ы Уравнене гиперболы показываеть, 

9’ то у 5 

У—@ а 

Длину /2?— 42 мы получимъ, 
если изъ точки Р проведемь каса- 
тельную къ кругу АМ. 

РИ=уя—а 

Черт, 66, Изъ центра Р радусомь Р№ 
описываемь окружность, которая 

пересфчеть ось С.А въ точкё 0. Если теперь мы соединимь точку 

© съ точкою М, то получимь прямую @М, составляющую съ осью 
СА уголь $, для которато будеть 

Наконець, если мы проведемь черезь центрь С прямую, парал- 
лельную прямой ОМ, то получимь искомую ассимитоту. 

Построен! эллипса и гиперболы по точкамъ. 

173. Требуется построить эллинеъ 

2" 9 

Изъь начала координать, какъ центра, радусами равными’ боль- 
шей и малой полуоси проводимъ два круга 4.4, и ВВ, (ем. черт. 67). 
Проводимъ черезъ начало координать О произвольную прямую ОР, 
которая пересфкаеть оба круга ВВ’ и АА' въ двухъ точкахь 0 и Р. 
Черезъ точку Р проведемь прямую параллельно ое ОУ, а черезъ 
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точку © прямую параллельно оси ОХ, тогда мы получимъ въ пере- 
сфченш этихъ двухъ прямыхъ точку М, лежащую на эллипе®. Въ 
самомъ дл, обозначимь уголь ФОТ’ черезъ ф и пусть будуть кром® 
того координаты точки М обозначены 

черезъ 2 и у, такь что 2 =--= 08, у = 
+ М5, тогда Об = ОР (оз, М8 = 9Т 
= 00зт ф, другими словами, 

09 == 408%, МУ=у=зте, 
откуда 

[2 я 
3- 089, 5 то; 

возвышая 06% части послфднихъ уравне- 

и вь квадрать и складывая, получимь 

25° . Черт. 67. ча = оч = в: : 

Послфднее уравнеше показываеть, что точка М лежить на эл- 
липс%. 

174. Требуется построить типерболу 

НЕ вый 1, 
д*- 203 

Для построенйя точки М, соотвфтствующей иЪкоторой абсцисе% 

ОМ, поступаемъ такъ. 
Длина а задана; откладываемъ ее по 

оси 2 (см. черт. 68), получимъ точку 
А. Въ точк® А возставляемъ перпендику- 

ляръ къ оси Х. Радтусомъ = ОМ, т. е. 
абсциссв искомой точки М, проводимъ 

окружность круга, которая’ пересфчеть 

прямую АР вь точк® Р. Соединяемь овлд м 
точку Р съ началомь координать и Черт, 68. 
на полученной такимъ образомъ прямой 

0. 2. ФВ 
указываемъь точку © такъ, чтобы было: ь О: 

Тогда, если мы проведемъ черезъ точку @ прямую параллельную 
оси д-овъ, то эта прямая пересфчеть перпендикуляръ къ оси Х 

11* 
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проведенный черезь точку № вь искомой точкё М, лежащей на 
типербол%. 

Вь самомь дл, обозначая ММ№У=у, ОМ=х, получимь 

р Й 
У= ИМ = 9В=- РА « УРб'—04= 

И у Й 
а Уб№— = в У" —@, 

что и требовалось показать. 

175. Построить гиперболу по точкамъ, когда заданы ассимитоты 

и одна изъ точекь М, лежащихъ на гипербол%. 

Покажемъ, какъ опредфлять величину и направлене осей. На- 

правлеше осей указывается непосредственно, ибо мы показали, что 

оси гиперболы ОА и ОВ дфлять пополамъ углы между асеимпто- 

тами (см. черт. 69). Остается опредфлить длину полуосей а и 6 ги- 
перболы. Для этой цфли поступаемь такъ;: возьмемь за оси коорди- 

`нать ассимптоты ОХ и ОУ; уравнеше 

гиперболы отнесенной къ ассимптотамъ 

будетъ 
ву =. 

Если мы черезь заданную на ти- 
пербол® точку М проведемъь прямую 

МР, параллельно одной изъ ассимп- 

тотъ, то для точки М координаты будуть 

&= ОР, у=РМИ, 
Черт. 69. с. ИЕН 

ОР.РМ =№. 

Итакъ, мы видимъ, что чиело & есть средняя пропорщональная 

между ОР и РМ. Число Ё можно построить такъ: изъ центра Р 
описываемъ окружность радтусовь РМ; эта окружность пересфчеть 
ассимптоту ОХ въ точкВ 14 на ОГ, какъ на Маметрь, строимъ 

круть ООГ, и на окружности этого круга указываемь точку @, кахъ 

конець перпендикуляра, возстановленнаго къ Маметру О. въ точкВ Р. 
Длина перпендикуляра РО будеть равна числу #, ибо 

20: — 0Р. ВТ. 
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Принимая съ другой стороны во внамаше, что 

28 = уе, 

мы замфчаемъ, что 2 есть гипотенуза треугольника, катеты котораго 
суть полуоси @ и 6. Поэтому для построешя полуосей @ и 6 посту- 
паемъ такъ: по направлению ассимптоты ОУ откладываемъ длину 

06=2Р9 = =уя-И. 
Изь точки С проводимь перпендикулярь СЛ) на ось ОА проходя- 
щую въ томъ углу между ассимптотами, гдф задана точка М. Тогда 

въ прямоугольномъ треугольник ОСТ будеть 

0Ор=а, 2б=6. 

Затфмь строимъ гиперболу по точкамъ. 

Задачи. 
1. Вакя геометричесвя мЪста опредляютъ уравненя 

2? Злу - 2? — 2х — бу5=0 

942 — 12 + 5у? + 42% — 28у- 50 =0 

32? — зу у? —3ш-1=0 

ж?- Зту — 2% + 3—3 =0 

2? — 3 — 32 —Ту+1=0 

Отв. Точка, ничего, эллицеъ, двЪ пересфкающяея прямыя, гипербола. 

2. ИзелЪдовать кривую 22 — 2ху + 3," —#—1=0. 

Отв. Эллипеъ; координаты центра суть .. 5 т опражениые мМаметры имВютъ 

уравненя 1 (—,-:) ="(ь—1) —0, 

Зт (=, 28 (1 2: 

Уравнения осей суть УЗ (5—3 )+ы- с 0; 
тар 

Уз (+= 0. 

11 11 

82—92)’ 56-9 
Длины полуосей суть а 
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3. Изел5довать кривую 222 — 22 — Зу’-+ 72 —1=0, 
1 1 уе 

Отв. Гипербола; центръ | — 8,3) ассвиптоты ину+-р = 0, 

д —3Зу- & —=0; начало координатъ лежить на ламетр%, пересфкающемъ ги- 

перболу; дЪйствительная полуось гиперболы равна вО+У" 

4. Написать общее уравнене разносторонней гиперболы и найти длину ея двй- 
ствительной оеи. 

Отв. А(2-У (2—0 -+ 2Влу - 205 + зЗВу+Е=0, 

а 
а ив, тд Р= ГМ — М®, а Г = — А? — В', 

И=АЕ— ВО, МАЕ 1. 

5. Изезбдовать гиперболу ху — 32-5 у—1=0. 

Отв. Асенмптоты 2+ 1=0, у — 3 =0; длина полуоси 3; гипербола равно- 
сторонняя, 

Касательныя и свойства сопряженныхъ д1аметровъ 

эллипса и гиперболы. 

176. При изучени свойствь даметровь мы пересфкали эллипеъ 
или гиперболу 

Та? * = Р=0 
хордами 

[а + тв =0, 

причемъ мы видфли, что каждая изъ этихъ хордъ имфеть двф точки 

пересфченя съ кривою, м уравненйями 

В Й:- =УА.. 

Если В, > 0, то существують дв различныя точки пересфченя; 
при В, =0 сфкущая обращается въ касательную. 

177. Задача. Чрезь точку (2, у,), лежащую на линт 

То? + Р=о (1) 
провести къ линш касательную. 

Координаты заданной точки 2, и у,, будучи подставлены въ функ- 
ШИ яп В, обращають ихъ въ числа а, ив, причемъ эти числа удо- 



— 167 — 

влетворяють уравнению 

Та? 5 В+ Р=0; (2) 

Уравнеше хорды, проходящей черезъ точку а, В, можно написать 
такъ 

(а — в) т (8— №) =0, (*) 

измфняя величины [и т, или, лучше сказать, ихъ отношеше, будемъ 

получать различныя хорды, проходяцщия черезъ указанную точку. 

Чтобы хорда проходила черезъ центръ эллипса, надо въ уравне- 
ше (*) подставить «=0, 3=0 и изь полученнаго уравненя 

я а,  т8, =0 (=) 

опредфлить отношене этихъ коэффищентовъ. Подберемъ теперь # и тж 
такъ, чтобы другая точка пересфченя хорды сливалась съ точкою 
а, В, тогда хорда будеть касательною. Координаты другой точки 
опредфлятся изъ двухъ уравнений (*) и (1). Вычитая изъ уравневя (1) 
уравнене (2) получимъ 

1 (а — а.) (аа) + 8—№) @+Ю=о. (3) 
Но, наоснованш уравненйя (*), которое можно представить въ вид% 
пропорщи 

5—4 = _8в—В = 
т — 

уравнеше (3) обращается въ в 

т («-н &) —1(8-+ В) =0. (4) 

Касательной будеть, очевидно, соотвфтствовать такое отношене коэф- 
фищентовь {и т, которое получится изъ уравненя 

21та, — 218, =0, 

полученнаго изъ уравненя (4) замфною а, В на а,, В. Послфднее 
уравнене, переписанное въ такомъ вид 

Тта, — №0, (6) 
показываеть, что касательная въ точк% (В) параллельна лламетру. 
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сопряженному съ дламетромъ, проходящимь черезъ эту точку, что оче- 

видно изъ геометрическихь соображен!й (см. черт. 70 и 71). Окон- 

у 
т. т э т 

Черт. 70. Черт. 71. 

чалельное уравнеше касательной получимьъ, исключая отношенше коэф- 

фищентовъ "> изъ двухъ уравненй (5) и (*) 

То (а — а) + В (В — В) =0 

Теа + ВВ, — Г? — В, = 

Но, на основани уравненя (2), имфемъ 

— [4 — 8 =Р, 

слфдовательно, окончательное уравнен{е искомой касательной есть 

Теа -- ВВ, + Р=0. 

178. Задача. Черезъ точку 2,, у,, лежащую вн® лин 

ев -Р=о0, (1) 

провести касалельную къ лини. 

Если назовемьъ черезь ,, В, значеше функшй @ п В для точки 
касаня, то уравнене касательной, какъ это мы видфли, будеть имёть 
ВИДЪ 

аа + 88 += Р=0, (*) 

причемъ числа а, и В, должны удовлетворять уравнению 

То? в + Р=О. (2) 

Для того чтобы искомая касательная проходила черезъ заданную 

точку 2,,у,, необходимо, чтобы координаты этой точки удовлетворяли 
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уравнению (*), откуда, называя черезъ <,, В, результать’ подстановки 

чисель 2, У, въ функщи а, В, получимь услове 

То, -- ВВ, + Р=о. (3) 

Изъ усломя (3) и уравнения (2) получимъ искомыя координаты точки 
касашя. Касательныхь будеть дв®. 

Итакъ, мы видимь, что точки касашя искомыхъ касательныхь 
получатся, какъ точки, въ которыхъ пересфкаеть кривую (1) н%кото- 

рая прямая 
аа; + 88, + Р=0. 

ПоелФдняя прямая дЪйствительна для всякаго положен я точки 2,, У, 
и называется яолярою этой точки; точка же, по отношен!ю къ своей 
поляр, называется молюсомз (ем. $ 125). 

Еели выражеше 
Та? + В? + Р 

имфеть знакь противоположный знаку произведеня Р.Г, то поляра 
пересфкаеть кривую въ двухъ точкахъ и, слфдовательно, черезъ <,, В, 
проходять двф касательныя; если 

Та? + В + Р=о0, 

то точка лежить на кривой и только одна касательная проходить че- 
резь эту точку; наконець, когда знакъ 

То, + В+ Р 

тоть же, что у произведеня РГ, то поляра не перес$каетъ кривую, 
точка а,, В, лежить со стороны вогнутости кривой и черезъ эту 

точку нельзя провести ни одной касательной къ кривой. 

179. Задача. Провести касательную къ кривой 

1+ Р=0 (1) 

параллельно прямой 

Ах -- Ву +0, =0. (2) 

Пишемь уравнеше (2) въ вид® 

[а тп =0, 

и опредфляемь ® подъ тёмъ условемь, чтобы В,=0; получимь дв 
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касалельныя 

1«- т8= У- Р(и*+ )= 0. 

Если Г>0, Р< 0, то задача всегда возможна; если же Г. < 0, то 
все зависить оть знака Р. 

Зи, Р>0 надо брать т < у, а пи Р<О0 надо брать 

ыы 

180. Возьмемъ теперь уравнеше эллипса и типерболы въ простфй- 
шемъ вид 

2 

= 
ое 

0 

Уравнешя поляры точки 2, у, будетъ 

Если точка 2, у, лежить на заданной кривой, тогда уравнене по- 

ляры обращается въ уравнеше касательной. 

181. Подкасательною въ точкё М нЪкоторой кривой лини на- 
зывается разстояне между основашемьъ ординаты точки М на оси 
д-овъ и точкою, въ которой пересфкаеть эту ось касательная, про- 
веденная къ кривой черезъ точку М. 

Раземотримь В эллипса 

ыы 

бен 
Пусть уравнене заданное о эллипсь АМА (см. черт. 72). 

Уравнене касательной МТ’ къ эллиису, въ точк® М (2, 9), 6у- 

деть, какъ мы видфли, 

У: —1 
= 6% - ИГ, 

Подкасательная 

РТт=оОТ-—-ОР=оОТ—&,, 

но ОТ’ есть абецисса той точки, въ которой касательная перес®каеть 

оеь 2-овъ. Полатая въ уравнен!и этой касательной у=0, а = ОТ, 



получим 
=. 0Т | 
@ : 

откуда 
(Я 

ОТ = . 
ел 

Подкасательная 
(Я @— 3%? 

РТт=-—— = -, 
ел ый 

Мы видимь, что подкасательная въ эллипс% зависить только оть 

большой оси @ и оть абециссы 2 точки касанйя М, но совершенно не 

зависить оть малой оси, поэтому, для точекъ, имфющихь одну и ту 

же абециссу на разныхъ эллип- 
сахъ, построенныхь на большой 

оси, касательная переефкаеть 

большую ось въ одной и той же 

точкВ Т (см. черт. 72). Отеюда 
выводимъ елфдующее правило по- 

строен1я касательной. Изъ центра, 
эллипса радусомъ равнымъ боль- 

шой оси эллипеа АМ чертимъ 
кругь АМ,6,. Этоть кругь мож- 
но разсматривать какъ частный > 

случай эллипса съ больтою осью =а, малая ось котораго 6 увели- 

лилась и сдфлалась равною а. Если намъ надо провести касатель- 
ную къ эллипеу 5’ въ нФкоторой его точкф М, абециеса которой 
есть ОТ, то мы можемь поступить такъ: продолжаемь ординату до 

перес®ченя съ кругомъ М ,5,; получаемъ на круг точку М,, строимъ 
вЪ этой точкВ М, касательную М, Г кь кругу; Эта касательная пе- 
ресфкаеть большую ось эллипса (ось 2-овь) въ нФкоторой точк® Т. 

На основанш доказаннаго, мы замфчаемъ, что если соединимъ точку М 

эллипса М5 съ точкою Т, то получимъ искомую касательную МТ 
къ эллипеу въ точкё М. 

182. Въ заключене разсмотримъ глперболу, отнесенную къ ассимп- 
тотамъ. Уравнеше гиперболы будеть у ==? (1) (см. $ 170). Возь- 

мемъ на этой гиперболв точку М, (см, черт. 73), координаты ко- 
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торой 2, = ОА, у, = А М., причемъ эти координаты удовлетворяютъ, 

очевидно уравненно =, у, =”. Требуется провести касательную въ 
точк® М, къ гиперболь. Уравнеше (1) можно написать вь такомъ 

вид 
з и 2 еек 

это уравнеше имфеть видъ 

Таз -- Р=о0, 
тд$ 

и и, ы 

Черт. 73. р т, РЕВ, 

отсюда, очевидно, уравнене касательной въ точкё М, будегь имфть 

М 
Послднее уравнене послф приличныхь сокращен обращается въ 
такое 

жу = ухо = 218. (2) 

Найдемъ точку Р, въ которой касательная перескаоть обь 2-овЪ; 
для этой цфли положимъ въ уравнеши (2) у=0, тогда абециеса д 
точки Р’ будеть 

9% в Фбсзаи 
что даеть простой способъ построен!я касательной 

_  ОР=з=З0А, 
183. Уравнене гиперболы съ ассимитотами «==0, В = 0 имфеть 

видъ 98 =. На основан разсужденй, тождественныхь съ приве- 
денными въ предыдущемь параграф, мы замфтимь, что уравнеше 
поляры точки «,, В, будеть имфть видъ 

28, = Ва, = 24? Е Во -- В 

1. Провести касательную изъ начала координать къ кривымъ 



2 — Зау-ну—1=0, 327 — 12жу-+ 13’ +62 —10у+3=0. 

Отв. Полары начала суть у— 2—0, 3% — Бу 3 =0. 

2. Черезъ точку (1, 1) провести касательную къ кривой 

2 уу З-Ну+1=0. 

Отв. Касательныя имбютъ уравнешя х— у = 0, у=1. 

3. Провести касательныя изъ начала координатъ къ кривымъ 

22 — луну —1=0, м—ау6=0. 

Отв. Мнимыя касательныя; 2. (2— у) =0, т.е. ассимптоты, касаюцияся 
кривой въ безконечно далекой точк%. 

4. Провести къ кривой 27 + 2ху-+ 57 — 22 — 6у — 0 касательную парал- 

лельно прямой 2 -1-3у— 2 =0. 

Отв. 2-5 Зу=0, #5 Зу—4=0. 

184. Мы видфли уже, что для эллииса или гиперболы, опред%- 

ляемыхьъ уравнешемъ 

Ша -Р=о, 

уравненя пары сопряженныхь Маметровь имфють видъ 

«т =0 Гта—18=0. 

Будемъ разематривать теперь уравнен1е эллинса и гиперболы отне- 

сенное къ осямъ 
з 

На УИ =0, 

тд знак, + соотвФтетвуеть случаю эллипса, & знакь — случаю 

типерболы. 
Въ данномъ случа 

рз 

==, а=1, В=9, Р=я, 

Примфняя къ Этому случаю общую теорно, мы получимъ урав- 
нешя двухь сопряженныхь даметровь въ такомъ вид» 

И 

(1) е--ту=0, = тг —=0; (2) 

обозначая углы, составляемые съ осью 2-овъ даметрами (1) и (2), 
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черезь ф и ф, получимъ 

ИЕ И. 
ЕЕ А -: 

Перемножая, получимъ 
2 6 

1. =. 

Верхнйй знакъ соотвфтствуеть эллипсу, & нижн гипербол%. 
185. Разсмотримъ сначала случай эллипса (см. черт. 74). Уравнене 

уз 

119 ф 19$ = — а 

показываеть, что {ая ф и {пд ф разныхъ знаковъ. 

Отсюда мы заключаемъ, что, если уголь ф меньше 90°, то ‘уголь 

ф> 90°, такъ что сопряженные аметры лежать въ разных углахъ 

Черт. 74. Черт. 75. 

между осями. Когда уголь ф=0, тогда одинъ изъ сопряженныхь 
дмаметровь совпадаеть съ осью 2-овъ, & другой образуеть съ этой 
осью такой уголь ф, что 

2 

ож 
откуда ф = 90°, что очевидно. 

Если мы будемъ поворачивать даметръ, совпадаюлий съ осью 

2-овЪ въ сторону положительныхь угловъ, тогда маметрь съ нимь 
сопряженный будеть поворачиваться въ ту-же сторону, начиная съ 
положеня совиадающаго съ осью у-овъ. Когда, послф оборота на 

90°, первый изъ даметровъь совпадеть съ осью у-овь, тогда вто- 

рой даметръ, повернувшись на 90°, совпадеть съ осыю 2-овъ. 
186. Совефмь другое происходить при гипербол (см. черт. 75). 
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: 2 

с ый пу 2. пд ф = + =: 

зохазываеть, что Миф и апуф одинаковыхъ знаковъ. Оба угла ф 
и $ меньше или больше 90°, что показываеть, что оба сопряжен- 

ныхь Маметра лежать въ одной парф вертикальныхъ угловъ, ©0- 
ставляемыхь осями типерболы. 

Въ томъ случа, когда одинъ маметръ совпадаеть съ одною осью, 

другой непремфнно будеть совпадать съ другою осью типерболы. 

Будемь теперь поворачивать одинъ д1аметръ въ сторону положитель- 
ныхЪ угловъ, начиная съ положешя, совпадающаго съ осью 5-0вЪъ, 

тотда другой даметръ, сопряженный съ первымъ, будеть поворачи- 

ваться въ обратномъ направлени. Оба сопряженные даметра будуть 

сближаться, пока не совпадуть съ одною изъ ассимптоть. Въ самомъ 
ДВлВ, если ф=ф, то р 

в йа И 
п" = -Н -пт, а, сяфдовательно, пд ф = = я 

что показываеть справедливость сказаннато. 

Вь эллинсв уголь между сопряженными `д!аметрами не можеть 

быть менфе н%®котораго предфльнаго угла. Чтобы это показать, вве- 

демъ въ раземотрфве дополнительныя хорды. 
187. Дополнительными хордами называются хорды, ндупия оть 

нфкоторой точки на кривой кь конпамъ одного и того же дламетра. 

Черт. 76. Черт. 77. 

Возьмемъ какую нибудь произвольную точку М, на кривой второго 
порядка и произвольный дламетрь М,М,; тогда, если мы соединимь 

точку №, съ концами этого даметра, то получимъ дв дополнитель- 
ныя хорды М.М, и М,М, (см. черт. 76 и 77). 

188. Относительно дополнительныхь хордъ можно высказать слё- 

дующую теорему. 
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Теорема. Дополнительныя хорды параллельны двумь сопряжен- 
нымъ дламетрамъ. 

Въ круг дополнительныя хорды взаимно перпендикулярны и при- 
веденная теорема есть не что иное, какь обобщене этого свойства 

круга на лини второго порядка. 

Пусть заданы дополнительныя хорды М.М, и М,М,. Прове- 
демь дамегрь СЕ, дфлящ хорду М,М, пополамъ (ем. черт. 78); 

этоть Маметрь параллелень хордё М,Мь,, ибо дВлить пополамь дв» 

стороны М.М, и М.М, треугольника М,М,М, и, слфдовательно, 
онъ параллелень третьей сторон% этого треугольника. Тоже самое мы 

скажемъ о маметрь СЛ) двлящемъ хорду М.М, пополамъ, а именно, 

что этоть даметръ параллелень хордё М,М,. Изъ сказаннаго мы з8- 

Черт. 78. Черт. 79. 

ключаемъ, что оба дламетра СЁ н СР сопряженные, что и требо- 
валось доказать. 

189. Нетрудно убфдиться въ справедливости обратной теоремы. 

Если мы изъ концовъ ифкотораго д1аметра М, М, проведемъ 
хорды М.М, и М,М,, параллельныя парф сопряженныхь дмамег- 

ровъ, то точка пересфченя этихъ хордъ М, будеть лежать на за- 
данной линш второго порядка. 

190. Приложимъ дополнительныя хорды къ раземотр®нйюо угла 
между двумя сопряженными д1аметрами эллипса. 

Выфсто угла между сопряженными д1аметрами мы имфемъ право 
разсматривать равный ему уголь между двумя хордами МА н МА', 
проведенными черезь концы большой оси АА’, параллельно двумъ 
сопряженнымь д1аметрамъ (см. черт. 79). Разные углы 0 между’ сд- 
пряженными д1аметрами мы будемь получать, мфняя положене 
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точка М на контур® эллипса 

0=Д АМА! = 4 МАХ— [ МАХ, 

ФТЕТДА 

у Е Ыы {тд 4 МАХ—#т 9 [МАХ _ 
9 ° = Титу д МАХ. НАИАХ 

ЕН: > 
на $4 

кет у , 

2 — а? 
ибо 

шп [ МАХ =, итд МАХ= 9, 
отсюда С 

#9 0 = Зву ; ау} 

исключая изъ послёдней формулы 2 на основан и уравнен!я эллипса, 

получимъ окончательно 
2048 

пд 8 = — @—Ну’ 

Если точка М будеть описывать верхнюю половину АМА’ эл- 
липса, то уголъ 0 будеть тупой, ибо его тантенсъ отрипательный. 
При у=0, т. е. когда точка М совпадеть съ одной изъ вершинъ А, 

уголь @—прямой, затфмь, по мфрф увеличения у, (ап9 0 убываеть 
и доститаеть наименьшаго по абсолютной величин значешя, при 

наибольшемь изъ возможныхъ значен у-ка. Это наибольшее зна- 
чен!е у-ка=длин® малой полуоси $ и соотвфтетвуеть положению 
точки М въ концф малой полуоси. Въ этомъ случа тупой уголъ- 
между дополнительными хордами достигаеть своего наибольшаго зна- 
чешя АВА’. Итакъ, мы видимъ, что тупой уголь между двумя со- 
пряженными д1аметрами достигаеть своего тахппит’а и, елфдова- 

тельно, острый уголь между тфми же ламетрами своего тата ’а для 

двухъ даметровъ `ОТ и ОЕ, параллельныхь хордамъ, проведеннымь 

черезь концы малой оси къ концамъ большой. Получаемые этимъ 

‚ путемь даметры по длинЪ равны между собой, что слФдуеть изъ 

полной симметричности ихъ положеншя относительно осей. Равные 

Ж. А. Граье. 12 



сопряженные даметры суть Магонали прямоугольника, построеннаго 
на осяхъ. 

191. Приведенныя выше общуя уравненя пары сопряженныхь дфаметровъ мо- 
гутъ быть приведены къ такому виду 

ве о__1т 
==, 

ы 1 

1 
— а, 
т 

* 1 Тт з : откуда, обозначая т р == № позучимь урмшешя сопраженныхь д4а- 

метровъ въ видь 

8—2 =0, В-ьа=0, © 
причемъ 

о те 
№ = © 

Поелфднее усломе (**) между параметрами пучковъ (*) показываеть, что дв си- 

стемы сопряженныхь маметровъ составляють инволюцио (см. $ 78). 

Если Г. >> 0, то инволющя будеть безъ двойныхъ элементовъ или, какъ иногда 

товорять, эллиптическая, какъ соотвтствующая даметрамъ эллипса; если же 
Т, < 0, то инволющя будеть гиперболическая, соотвЪтствующая дМаметрамъ ги- 

перболы, причемъ двойными элементами будуть ассимитоты, 

192. Аесимитоты гиперболы иредетавляють своею совокупностью иЪкоторую 

кравую второго порядка, имфющую ту же систему сопряженныхь даметровъ, что 
и любая гипербола, имфющая ихъ своими ассимитотами. Это сафдуеть аналитически 
изъ того, что уравнешя сопряженныхь л?аметровъ не завислть оть коэффищента Р 
уравненя 

Та 2 Р=0; 

и, слёдовательно, тЪ же сопряженные маметры будуть при Р не — 0, что и въ 
случа5 Р= 0, дающемъ ассимитоты. 

193. Какъ слбдетые изъ разсужденй $ 192 мы получимь весьха важное пра- 
видо для построевя сколько угодно точекъ одной и той же гиперболы, если задана 
одна точка и аеепмитоты. 

Проводимъ черезъ заданную точку сВкущую. На этой сЪкущей ассимитоты об= 

разують двЪ точки. 00% точки сЪченя оБкущей съ гилерболой должны аежать на 

равныхь разстояшяхъ оть соотвЪтетвенныхъ точекъ очен я съ ассимптотами. Это 
слвдуетъ изъ того, что средипы отрфзковъ, образующихся на сВкущей гиперболою 

и ассимитотами, совиадаютъ, ибо лежать па даметр, сопраженномь съ даметромъ 

параллельнымь разематриваемой сЪкущей, а этоть фаметръ одинъ и тоть же для 
тицерболы, что и для ассимитотъ. 

194. Какъ частный случай эланитической инволющи мы замтимь такъ на- 
зываемую круговую ивволюцио, представляющую систему сопряженных даметровъ 
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круга. Отличительное свойство этой инволющуи состоитъ въ томъ, что каждая пара 

сопраженныхъ даметровъ представляет двф взаимно перпендикулярныя прямыя. 

195. Всякую инволющию двухъ пучковъ В — < =0, В — ра == 0(1) можно 
разематривать, какъ систему сопряженныхь Маметровънкоторой лини 2-го порядка, 

Пусть, въ самомъ длЪ, инволющя (1) опредфляется уравнешемъ 

(2) ль -н 3 (-ны-6=0. 

Найдемъ соотвфтетвующее коническое сфчеше. Перемфною начальныхъ элемен- 
1ОВЪ &=0, В=0 заставимъ пропасть въ уравнении (2) коэффищенть 3. Положимъ 

ААА, р ю-Ны, 
тогда получимъ 

Аи НА! В-нь З-нь’ 08 -н^, 9-56-53 Оу -н,) -- Эуь, = 0, 

отсюда, полагая 

получимъ 

Мы 

Итакъ, мы видимъ, что уравнешя 

в : а—\а=0, а ва =0, 

при р’ = — Г, опредбляють сопряженные даметра лини втораго порядка 

д \ 
док ро 

(см. $ 191), или окончательно 

98° -+- 23323 +-ба?-- Р, = 0, 
ТВ 

Р=9РГ, 

196. На основан соображешй $ 146, мы замфчаемъ, что, если 
возьмемь за оси координать пару сопряженныхь д1аметровъ, то урав- 
неше эллипса можеть быть приведено къ виду 

22 у? 

нь =1 
И 5 { 

тлф а, ив, суть не что иное, какъ длины полудаметровъ, принятыхъ 
за оси. 

12* 
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Подобнымъ образомъ уравнене. гиперболы приведется къ виду 

4 : 2 у? 

о т 0 

тд а, и В, также полумаметры, причемъ а, есть разстояне оть 
центра до конца даметра, переефкающаго, а $, — разетояне оть центра, 

до точки, тдф другой даметрь пересфкають гиперболу сопряженную. 

197. Покажемь замфчательную зависимость между числами а,, 6,, 
съ одной стороны, и полуосями а, 6 съ другой. 

Представивь уравненя эллипса и гиперболы въ вид® 

зе 

Еа й 
тдЪ ОЕ СА ЕАЕ ЗВЕВ т, Р==1, 

получимь уравнешя сопряженныхь Маметровъ въ вид 

Е 9: 2 Я Е, 0 т, 1$ 0, 

1 : Е 
иди, полагая _ =), получимь тая уравненя 

га: зв) га К 
р а 5 м й р и“ 

Остановимся сначала на случа эллипса 

И 1 
НИ Е 0, (1) 

1 пара, 
4 й ие (2) 

Разстоян!е до центра точки 2,, у,, въ которой даметрь (1) перес%- 
каеть эллипеъ, есть а, 

Г 

= Ну, = 8 - та (2—2) = -- 

Остается найти т,. Изъ уравненя (1) получимь 
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Подставляя въ уравнене эллипса, получимъ 

Е : (= -ь т. 
(2) г а 

а — 0 _ 2-30 ? 
о ее ©) 

Получаем 

Подобнымь образомъ, называя черезъ 6, разстояне оть центра до 
точки (2, ,), въ которой пересфкаеть эллипеъ другой даметръ (2), 

полу ЧИиМЪ 

в— 
аж ну но 2. 

Но, на основани уравненя (2), 

ей 
а 

отсюда 

ла 1 ее 1 

и, наконець, 

Окончательно получаемь 

В. (4 — 03) № _ ме Я . (4) 
1-2? 1 № 

Складывая равенства (3) и (4), получаемъ 

2 2) 2) а 

ав = Е = ФР, 

Послфднее равенство выражаеть теорему. 

Теорема. Сумма квадратовъ двухъ сопряженныхь полудиметровъ 

эллипса есть величина постоянная, равная сумм квадратовъ полу- 

осей. 
198. Найдемь уголь между двумя сопряженными даметрами. 

Обозначимь черезь фи ф углы, составленные. маметрамя (1) и (2) 
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съ осью 2-овъ, тогда будемъ имфть 
Й 16 

а а 

Ну 
ла аб =? 

94—93) - я ея 

Г. 
Е ея 
Я > Умеет) 

Отсюда мы замфчаемъ, что 

ав. ($9) И +3 «(1+ ^3) 
1-м 1-8 УемуваЕЕ) 

Послфднее равенство выражаеть теорему. 
Теорема. Площадь параллелограма, составленнаго полуд!аметра- 

ми а,, 6,, въ эллипев, есть величина постоянная, равная площади 
прямоугольника, составленнаго полуосями. 

Теоремы послФднихь двухъ параграфовъ принадлежать знамени- 
тому александрАйскому геометру Аполлон!ю. 

Аналогичныя теоремы имфють мфето и для гиперболы 

22 у 

8—1. 

(1) м0. (2) Яо. 

@ @-- 0 а 124 в, а = а ре 
2, а й УСЫ 

Для сопряженной гиперболы получимъ 

22% ._ @- 0 уз 9-02 
Е и аа За ИЕ Е БЕЗ 

Вычитая, получимь 
а? *20 — 43% — {3 ав = аб =мЬ и, 

что даеть. теорему. 
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Теорема. Разность квадратовъ полуд1аметровъ есть для гиперболы 
величина постоянная, равная разности квадратовъ полуосей, 

Подобнымь образомъ найдемъ уголь между двумя сопряженными 

даметрама 
а (1 
^ (а? 

*) 
1 9—9 = 

откуда 

аб т ($— 3) =44. 

Теорема. Параллелограмь, построенный на полудаметрахь ра- 

венъ по площади прямоугольнику построенному на полуосяхъ. 

199. Уголь между двумя вопряжевными даметрами мЪняется дая ме въ 
=) —^* 

завиевмости оть изибненя АЕ. ‚ 8 дла типерболы въ зависимости г 

Для веъхъ ноложительныхь значению 7. выражен 

1- А 
>23, ибо — 

и, слбдовательно, иметь напменышее значене равное 2 при ). = 1. И такъ, мы 

ВИиДИМЪ, что ВЪ эллипсв два даметра 

у 2 у Я =0 з 
ь ы а В 

составляють наименьший острый уголъ, что мы уже видфаи. 
2 —* 

Для гиперболы выражене х ^ для положительныхь^, не имфеть пишитии”а 

и можеть мБняться отъ + со ло — со. Оно обращаетея въ 0 Гая А=-н1 

_^ = — 1, что даеть аесимитоты. 

200. Въ эллинс$ при ^=1 получаются равные сопряженные 

даметры, ибо тогда 
а 0? #02 а?= р ры 

Вь гиперболь равныхъ сопряженныхь даметровь или совефмъ 
нЪть, или же всЪ сопряженные даметры равны между собою. Въ 

самомъ дфалф, равенство 

2—6 = — 0 

показываеть что а, можеть равняться 6, лашь въ томъ случаф, 
если а=8, 

Если послфднее услове имфеть мфето, то типербола называется 
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равностороннею и веф ея сопряженные маметры равны между собою, 
что слфдуеть изъ приведеннаго разенства. 

Уравнеше равносторонней ти- 
перболы будеть 

и 

или 
2'— у =а. 

Равносторонняя гипербола за- 

нимаеть такое же мфсто по отно- 

шенйо къ разносторонней, какое 

кругъ занимаеть по отношению къ 

эллиису. 

Черт. 80, Равносторонняя тицербола, им\- 
етъ взаимно - перпендикулярныя 

аоспмцтохь и цозодкиомь за 307 зотругь дентра можеть быть совм%- 
щена съ гиперболою съ ней сопряженною (ем. черт. 80) 

у— 2 = 

Фокусы и директрисы. 

201. Для каждой кривой второго порядка всегда существуеть на 

плоскости нфкоторая точка, обладающая тфмъ свойствомъ, что раз- 

стояше оть нея каждой точки кривой выражается цфлою рашональ- 

ною функщею координать послфдней. Такая точка называется фоку- 

сомъ кривой. 

202. Въ самомъ дфл%, положимъ намъь дана кривая самымъ 

общимъ уравнешемъ (А) 

Аз? 2Взу + бух --2Ру--ЕР=о0. ..(4) 

Если назовемъ неизвфстныя координаты фокуса Р черезь о иВи 
возьмемъ на кривой какую либо точку М (2, у), то разстояше М 
должно выражаться въ видф линейной функщи оть координать & и у 
точки М, т. е. въ видЪ: ш--ту-ни, тд 1, т и п суть нфкото- 

рыя числа. Съ другой стороны, мы знаемъ, что разстояше МР, 
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вакъ разстояне между двумя точками, выражается такъ: 

+Из— (0—5 
слфдовательно, 

У&— «+ (у—в) = ш--ту+ п, 
или 

(2—«)* + (у— 8) = (2 ту"), 
или, наконець, 

27 (1—2) — Эту + у? (1— т”) — 25 (а-н в) — 

— 29 (В-- тп) + (ий — и’) =0. 

Такъ какъ въ этомъ уравненш 2 и у суть координаты произволь- 
ной точки кривой, заданной уравнешемъ (44), то оно должно удо- 
влетворяться одновременно съ уравнешемъ (4), т. е. оно должно 

быть равносильно съ уравнешемъ (4), а потому ихь коэффищенты 

должны быть препоршюнальны 

А В о окаВИЕЫЕ Е = ни 

1 т гГт Са бт) чт 

Послднее равенство шести дробей даетъ, вообще говоря, пять раз- 

личныхь уравненй, изъ которыхъ возможно всегда опредфлить вели- 
чины а, В, 1, тип по коэффищентамь уравнешя (44), и тогда раз- 

стояне каждой точки кривой оть фокуса будеть равно #-н- ту-ня, 

тдё Ь тип будуть уже величины вполнф извфстныя. Если это 
выражеше разстоян!я оть фокуса приравняемъ нулю, то, очевидно, 
получимь уравнеше нЪФкоторой прямой ш--ту+-»=0, которая 

называется директрисой. 
203. Показавь существоване фокуса и возможность его отыска- 

ня въ общемъ случа кривой второго порядка, для болфе подроб- 

нато изучен!я свойствъ фокусовь и директриеъ обратимся къ упро- 
щеннымь уравнешямъ различныхъ видовъ кривыхъ второго порядка. 

204. Предварительно сдфлаемъ одно’ замфчане, которое въ зна- 
чительной мфрф упрощаеть нахождене фокуса. Въ самомъ дфлЪ, 
уравнене кривыхъ 2 го порядка въ простёйшемъ вид% не содержить 

коэффищента при произведени координать, другими словами В = 0. 
Отсюда замвчаемъ, что должно быть Ип=0, откуда или #=0, или 
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т = 0. Еели мы будемъ за ось 2-овь выбирать одну изъ осей сим- 

метр!и, какъ мы это дфлали при разсмотрн!и эллипса, гиперболы 
и параболы, то придется ограничиться случаемь #==0, ибо слу- 

чай 1=0 не даеть вещественныхъ рёшенй. Другими словами, можно 
будеть фокусъ опредфлить какъ точку, разстоян!е которой оть точки 

на кривой опредфляется линейно черезъ абсциссу 2 посл®дней точки, 

205. Начнемъ съ параболы (см.черт.81). 
Мы уже видфли, что уравнеше параболы, 

отнесенной къ оси симметри и касательной 

въ вершин приводится къ такому простому 
виду: У*°= 2х. 

Если назовемъ координаты искомаго фо- 
куса черезь & и В, то разстояе до фокуса 

всякой точки М, взятой на парабол®, вы- 
разится такъ 

В=+Ув +0, 
слЪфдовательно, 

В = (2+ 9—9). 
Такъ какъ для всякой точки параболы у=-= и? р, то 

Черт, 81. 

= (в— а) [= У3рд— = 2-2 (р—® ной 

= 28 Уря. 

Такъ какъ разстояве до фокуса должно выражаться рашонально 

черезъ координату #, то подавно квадрать этого разстояшя должен 

быть ращоналень, а это возможно лишь при условш В =0. Тогда 
= --2 (р—а) х--а'. Чтобы В было функшей рацюнальной, 
необходимо, чтобы 2*--2 (р — =) с-на? было полнымь квадратомъ; 
необходимое услоше этого состоить въ томъ, чтобы (р — =)" =? или 

Р ритма Итакъ, мы нашли координаты фокуса параболы 

= и В—=0, слфдовательно, фокусь лежить на оси симметр!и па- 

раболы отъ вершины ея въ разетояни равномъ полупараметру : . 

Ветавивъ найденныя координаты фокуса въ выраженше В, найдемь 

выражеше для разстоявя любой точки параболы оть фокуса въ та- 
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комЪ вИД% Е ока 2 

Е: НЕ ие =- зо ик |= -. в=-У*з 2 5] 2 = 

206. Если приравняемь полученное выражеше нулю, то полу- 

чимъ уравнене директрисы +5 =0, или 2=—5. Изъ этого урав- 

неня видно, что директриса есть прямая, параллельная оси у-овъ и 

5, но только въ другую сторону 

оть фокуса, такъ что вершина дфлить разстояше фокуса оть 

директрисы пополамъ. На чертежь 81 директриса означена бу- 
хвами 09. Изь уравнешя директрисы мы видимь, что раз- 

отстоящая оть нея на разстояи 

стояше любой точки параболы оть нел будеть равно 2+5 . Срав- 

нивая это выражеше съ выражешемь разстояв!я точки до фокуса, 

приходимъ къ такой теорем: 

Теорема. Парабола есть геометрическое м®сто точекъ, разстояне 
которыхъ до фокуса равно разстояншо до директрисы. На нашемъ 

чертежв МЕ= МО. 
207. Бысказанная теорема даеть возможность чертить параболу 

непрерывнымъ движен1емъ. Если требует- 

ся начертить параболу по фокусу Е и 

директрис® Л (см. черт. 82), то поступа- 

ють такимъ образомъ: прикладывають \ 
линейку къ директрисв, къ ней прикла- 7 

дывають однимъ катетомъ треугольникъ И, 
такъ, чтобы другой катеть шель парал- в 
лельно оси параболы; затфмъ укрёиля- \ 
ють нить въ фокус% Р и, пропустивъ 
ее около остря карандаша, поставлен- 
нато въ точкф М, принадлежащей пара- Черт. 82. 

бол, другой конець укр®пляють на тре- 

угольник® въ точкф 5; если теперь, удерживая карандаить постоянно 

около треугольника и натятивая имъ нить, будемъ передвигать тре- 
угольникь по линейк®, то остре карандаша будеть вычерчивать па- 
раболу. Въ самомъ дфлё, при начал карандашъ устанавливается 

такъ, что МР= МО, слёдовательно М5+-МЕ=мМ5+М=р5, 
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т. е. длина нити равна длинЪ катета. При всякомъ новомъ положе- 
ни карандаша М, длина нити М = части длины калета М5, или 
МЕ= МХ, т. е. точка М всегда остается въ равномъ разстоянш 
оть фокуса и директрисы и, слФдовательно, всегда остается на 

парабол%. 
208. Перейдемъ теперь къ отысканшю положен!я и свойетвъ фо- 

куса для эллииса (см. черт. 83). Уравнене эллипса будемъ разсматри- 
вать въ о 

2 

т 1. С), 
къ которому оно приводится;  какъ 
мы уже знаемъ, если за оси ко- 

ординать принять оси эллипса. Если 
иекомыя координаты фокуса назовемъ 
черезь а и В, то разстоян!е каждой 

точки М (с, у) на эллипе% оть фокуса 

выразится такъ: == У(@—а) + (у), или В = (2—2) 

(у—8)?. Изъ уравненйя (*) найдемъ для каждой точки эллииса у= 

==: = у а'—1', слфдовательно, 

а-я 
Е [С 8 

= — 242 + а? ав (@—27) = ум -- = 

‚42—02 $ 
На зари) Иа. 

Совершенно такъ же, какъ и для параболы, на основанфи требованя, 

чтобы В НЕ рашонально черезъ абециесу точки М, най- 
а*— 

демь З=0 и ие +) =а2, откуда «= У@=Й=-с. 
Итакъ, для О существують два фокуса Жи Р,, которые оба 
лежать на большой осп симметрично по 00% стороны оть центра, на 
разетоянт е= У —®. 

209. Такъ какъ, очевидно, Иа? — 5? <а, то, слёдовательно, оба фо- 
куса лежать внутри очертаня эллипса. Если изъ вершины эллипса В, 
соотвфтетвующей малой оси, онишемь окружность радфусомь равнымь 
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большой полуоси, то она пересфчеть большую ось ‘въ двухъ точкахъ 
`Р и Е,, которыя и суть искомые фокусы; въ самомъ дфлф, изъ 
прямоугольнаго треугольника ВРО, гдф гипотенуза ВР = а и ка- 

теть ВО =, найдемъ 

ОЕ=-у— 6. 

Равстояне оть центра до фокуса называется линейнымз эксцен- 
триситетомз эллииеа, но обыкновенно вводится въ разсемотрфше, 

такъ называемый, астрономическай эксцентриситеть е, который пред- 

ставляеть отношеше линейнаго эксцентриситета с къ длин® большой 
полуоси а. 

г ‚РАЯ 1? 

в = —= Ув ЕВ ар! 
@& @ 

210. Вставивъ найденныя значеня координать фокуса а = == с, 

В =0 въ выражене Е, квадрата разстоявя точки М до фокуса, 

получимь его въ такомъ видЪ: 

._ @— 6 Урны 
295+ (9) = 

@ — 6 и р з 
ЕЕ 2 —®. сна? = #2 -- ас + а, 

В === (@=е). 

Внутри скобокъ послфдней формулы верхн!й знакъ соотвфтетвуеть 
фокусу Ё, лежащему съ положительной стороны оси 2-овъ, а ниж- 
ий знакъ другому фокусу Ё’,. 

°Такъ какъе < 1, абсолютная величина абециесы 2 точки, при- 

надлежащей эллипеу меньше а, то абсолютная величина ез меньше а, 
а потому въ формул 

еее (@ 22:62) 

передъ скобками падо взять знакъ -+-, чтобы Й выходило положи- 

тельнымь, какъ это по существу и должно быть. 
Итакъ, мы видимъ, что ддя каждой точки эллипса разстояще В 

до фокуса № будеть выражаться формулою а— е2, а разстояме И, 
до другого фокуса 2, формулою а-+ ех. Отсюда ‘очевидно, что, - 

В - В, = 24, 
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Итакъ, для каждой толки эллипса сумма разстоян!й до фокусовъ, 

или сумма, такъ называемыхь, радусовъ векторовъ есть величина 
постоянная, равная 2а. 

211. Это свойство эллипса можеть быть положено въ основу его 

опредфленя, какъ геометрическахо м%ета точекъ, сумма разстоянй 

которыхъ оть двухъ данныхь есть величина постоянная и даеть воз- 
можность чертить эллипеъ непрерывнымь 
движешемъ. Для этого слфдуеть взять 

нить длиною равною требуемой длин® 

+ а большой оси, укр®пить концы ея въ фо- 
—° 7 кусахъ и, натянувъ остремъ каранда- 

а Ра ша нить, передвигать карандашьъ такъ, 

=> чтобы онъ скользиль по нити, постоянно 

Черт. 84. ее натягивая: остр!е карандаша при отомъ 

будеть вычерчивать эллипеь. Можно по- 

ступать еще такъ, какъ показано на чертеж» 84, Взять нить длиною 
2с - 2а; укрфпить въ фокусахь двф булавки п накинуть на нихь 
нить, связанную концами, тогда натянувъ нить остремъ карандаша 
можемьъ начертить эллицеъ, двигая карандашь вокругь фокусовь. 

212. Если приравняемь нулю выражен!я радлусовъ векторовь, то 

получимъ уравненя директрисъ. Въ эллипс% будеть двф директрисы, 

соотвфтетвенно двумь фокусамъ: фокусу Ё будеть еоотвфтетвовать 

директриеа а — ег =0, или 2 = > ‚› а фокусу Р, будеть соотв 

а 
ствовать директриеа а-нег=0 или += —-„_. Изъ этихь уравне- 

НЙ видно, что директрисы суть прямыя, параллельныя малой оси и, 
слФдовательно, перпендикулярныя къ большой. Далфе, такъ какъ е 

а 
для эллипса < 1, то -_>4, слфдовательно, директрисы пересЗкалоть 

только продолжене большой оси и находятся вн очерташя эллипса. 

Очевидно, также, что директрисы расположены симметрично по 00% 
стороны оть центра на равныхъ разстоявяхъ. Если даны оси эллипса, 
10 построене директрисъ можно сдфлать такимь образомъ (ем. черт. 85): 

на большой оси, какъ на даметрь, опишемь окружность, изъ фоку- 

са Р возставимь пернендикуляръ Р.Р, до пересёчешя съ окружностью 
и вЬ т0чк® Р проведемъ къ описанному кругу касательную: точка 7) 

ея перес$чен1я съ большой осью опредфлить положение директрисы ММ. 
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Въ самомь дфлф, изъ прямоугольнато треугольника ОРЛ) найдемъ: 

0Р=00.0Е, 
или с 

@=Ору# — Г, 
откуда 

@ 4 
И - , 

у — в 71 

что п требовалось доказать. 
Другая директриса м'№' бу- 

деть лежаль по другую сто- 
рону центра на разстояи 

оп’ =ор. 

213. Мы нашли уравненйя директрисъ 

поэтому для всякой точки, взятой на эллипе, разстояне до дирек- 

трисы будеть 

а 
@а= = (+ к -Я ). 

Й 

Чтобы это разетояще выражалось положительной величиной, необхо- 
димо эту формулу переписать въ такомъ видь 

Разстояще же той же самой точки до соотвфтственнаго фокуса будеть: 

В=а= ел, 

слфдовательно, для каждой точки эллипса отношеше 

И 
И — оп, 

Отеюда вытекаеть опредфлене эллинса: эллипсъ есть геометрическое м$- 
сто точекъ, отношене разетолнай которыхъ оть н$которой данной точки Ё” 

и данной прямой Г), есть величина постоянная, меньшая единицы. 

214. Намъ остается теперь разсмотрть свойства директрисъ и фо- 
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кусовъ гиперболы (см. черт. 86). Уравнене гиперболы, отнесенное къ 

осямъ симметр!и, имфеть видъ 
р у? 

оды т 
Если назовемь неизвфетныя 
координаты фокуса черезъ а 

и В, 10 квадрать растояшя 
каждой точки №, взятой на 
типербол%, до фокуса выра- 
зится такъ 

Е* = (# — в} + (у—8)*, 
или, подставляя на основаши уравненя (*) вмфето у равную ему 
величину 

И 
= Уй— а. 

В = (— «+ (у— в) = 

и 6? НЙ ев уйти. 
Такъ какъ В должно быть ращональной функщей оть 2, то 

2 2 

оная За -н (а — 03) 

должно представлять полный квадрать, т. е. 

@- ЕЕ (8—1) =, 
откуда е. 

= = УЕ с. 

Итакъ, фокусовъ у каждой гиперболы два; они лежать на ея дВй- 
ствительной оси, симметрично относительно центра: абецисса одного, 
= Ум: =с, а другого = — У = — с. Такь какъ, 
очевидно, Иа’ -= 5? по обсолютной величин > а, то, слфдовательно, 

оба фокуса лежать на оси дал$е вершинъ А и А, оть центра, внутри очер- 

таня гиперболы. Полученныя выражен!я для координать фокусовь ти- 
перболы можно было бы предвидфть и не производя приведенныхь вы- 
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кладокь, по сравнению сь эллинсомъ, принявъ во внимаше, что урав- 
неше гиперболы отличается отъ уравненя эллипса только тмъ, что 

здфеь вмфето (0?) стоить (—6?). Разстояше оть центра до фокуса 
с = ОЕ называется линейнымь эксцентриситетомъ гиперболы, & отно- 
шене е линейнаго эксцентриситета къ длинф полуоси @ называется 
астрономическим» эксцентриситетомь. Не трудно видфть, что для 
гиперболы 

с @- 
в=— = Ут- И р 

а а 

215. Если подставимъ найденныя значеня аиВ въ выраженше В*, 

то представимъ его въ такомъ вид 

0? № 
В — 2-8 + а? — 6243 — Заех + ай, 

откуда 
- В == (= а). 

Знакъ — въ скобкахъ будеть соотвЪтствовать разстояню до фукуса Е 
лежалщаго съ положительной стороны оси х-овь и знакъ + будеть 

соотв тствовать разстояню до фокуса Р,. Знакъ же передъ скобками 
нужно выбирать такъ, чтобы для В получалось значене положи- 
тельное. Замфтимъ, что для точекъ гиперболы 2 по абсолютной ве- 

личинЪ всегда > аие> 1, сл$довательно, ех, по абсолютной ве- 

личин%, всегда > а. Если возьмемь точку на правой вфтви типер- 

болы, для которой х всегда положительно и > @, то выражешя 

(ех — а) и (ет-- а) будуть положительны и потому передъ скобками 

возьмемъ знакь =. Если же возьмемь точку на лфвой вфтви гипер- 
болы, для которой х < 0, то (6х —а) и (ет--а) будуть величины 

отрицательныя и потому передъ скобками надо взять знакъ минусъ. 

Итакъ, если назовемь разстояше до фокуса № черезь В и до 

фокуса Ё, черезь В,, то 

у: 

причемъ = передъ скобками нужно брать для точекъ, лежащихъ на 

правой вЪтви гиперболы, а — для точекъ, лежащихъ на л%вой вЪтви 

ея. Отсюда не трудно видфть, что для вефхъ точекъ гиперболы 

В — В=- 34; 
Х. А. Граве. 18 

= (6% — а) и В, == (в + 4), 
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для правой вЪтви 
В —В= +234, 

& для лЪвой 
В — = — 34, 

т. е. 

В — Е, = 34. 

Отсюда вытекаеть такая теорема: типербола есть геометрическое 
мфсто точекъ, разность разстоянй которыхъ оть фокусовь Ри Е, 

равняется постоянной величинЪ, длин дфйствительной оси гиперболы. 

216. Если приравняемъ нулю выраженше разстояня точки гиперболы 

до фокуса, то получимъ уравнене директрисы. У гиперболы будетъ 
двф директрисы; фокусу Е соотвфтетвуеть директриса р 

61 —@а= 0, или #=% } 

фокусу Р, —директриса Д,, 

х + а= 0, или «=. 

Изъ этихъ уравненй видно, что директрисы перпендикулярны къ 

дЪйствительной оси гиперболы и лежать по 00% стороны отъ центра 

въ разстояи < . Такъ какъе > 1, то < < а, и мы заключа- 

емъ, что директрисы пересфкають ось внф очерташя гиперболы. По 
извфстнымь уже намъ формуламъ, разстояше каждой точки гиперболы 
до’ фокуса Е будеть 

г = = (62 —а), 

з до директрисы Д, соотвфтетвующей фокусу Р, будеть 

Е (=—°) : 

# 
слфдовательно, а= постоянной величин —=е>> 1. Слфдовательно, 

типерболу можно еще опредфлить, какъ геометрическое м%сто точекъ, 

разстоян!я которыхъ оть нфкоторой точки, называемой фокусомъ, ‘и 

оть нЪкоторой прямой, называемой директрисой находятся между 

собою въ постоянномъ отношени, е >> 1. 

217. Задача. По данному очертаншю гиперболы, найти ея фо- 

кусы и директрисы (черт. 87). 
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Строимъ на осяхъ ЛА’ и ВВ’ прямоугольникь ЕН@К, Жмаго- 
нали котораго суть ассимптоты гиперболы КН и Е. 

Если изъ центра О радлусомь равнымь ОР =ОН  проведемъ 
окружность, то она пересфчеть ось симметрия въ точкахь Ри Р,, 
которыя и будуть фокусами, ибо абециесы ихъь ОР и ОЕ,, равныя 
между собою, по абсолютной 
величин равны 

ОН=уш- И. 

Остается найти директрасы. 
Уравнене директрисы, соот- 

вфтетвующей фокусу Р, бу- 

деть её —а=0 или 

Черт. 87. 

Если изъ центра О радлусомь ОД опишемъ окружность, то она пе- 

ресфчеть ассимптоту ОН въ точкф Г), которая принадлежить дирек- 
трисф, ибо абециеса ея ОР, на основаши подобя треугольниковъ 
ОПР и ОАН, удовлетворяеть слёдующей пропорщи 

ОР _ 04 „бра 
ПО 6 

откуда 
а? 

ОР=—, 
[7 

что и требовалось доказать. Другая-же директриса Г’ будеть лежать 

по другую сторону оть центра въ равномъ разстояни. 

'Уравнен1я кривыхъ второго порядка, отнесенныя къ вер- 

шин% и къ оси симметри и свойства ихъ касательныхъ. 

218. Выберемь за ось 2-овъ ось симметр!и кривой, & за ось 

у-овъ касательную въ вершин® и притомъ такъ, чтобы кривая рас- 
положилась по правую сторону оть послфдней. Но предварительно 
введемь понят!е о параметрахъ кривыхъ второго порядка, которое 
даеть возможность придать преобразованнымь уравнен1ямъ болфе про- 

стой и симметричный видъ. Мы уже видфли, что въ парабол$ пара- 
13* 
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метръ р ееть не что иное, какъ длина перпендикуляра, возстановлен- 
наго изъ фокуса до пересфчен!я съ кривою, иначе говоря, это есть 

ордината фокуса. 

Въ самомъ дфль, положивь въ уравнеши параболы у? = 2х, 

ГЕ > получимь у= р. По аналоми и въ эллипс и въ гипербол® 

параметромъ называется длина перпендикуляра, возстановленнаго изъ 

фокуса къ большой оси до пересфченя съ кривой. Здфсь, очевидно, 

будеть по два равныхь параметра какъ у эллипса, такъ и у ги- 
перболы. Величину ихъ мы найдемь, положивь въ уравнени кри- 

вой, отнесенной къ осямь симметри, х===с. Еели въ уравнени 

эллипса: 
27 4? 

Го 
положимъ 

то получимъ 

у? 

бе 3: 

такъ что 
|2 =”. 

2 2 

Е = 11 = = ум 

найдемъ 
22 

а 

р 
откуда параметръ будеть равенъ 2} Итакъ, мы видимъ, что въ ги- 

перболф, а равно и въ эллипев, малая полуось есть средняя про- 

ыы между параметромъ и большой полуосью, и параметръ 

ва 
219. Приступимъ теперь къ преобразовано уравнен!я кривыхъ 

второго порядка къ оси симметрии и касательной въ вершин». Для 
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параболы мы уже имфемъ преобразованное такимъ образомъ уравне- 

не: у’=2рх. Остается преобразовать уравнеше эллинса 

2? у? 

ааеН т=1 

и гиперболы 
2 2 2: а 

в 

Такъ какъ здфсь преобразование ограничивается перенесешемъ начала, 

безъ измнен1я направленйя осей, то формулы преобразовавя будуть: 

х=а- и у=б-У, тд а и б суть координаты новаго начала, 

относительно старой системы. 

Преобразуемь уравнеше эллипса 

27? у? 

шеи -ь 
полагая 2 = —@--а и у=у, получимь 

(—0-2) у 0 0 
тр РЯ ой три, 

или, замфняя - черезъ р, получимъ ур 2. 

Точно также для гиперболы найдемъ: 

22 у? (а 2’ 2 9 

да: =, д=а-, у=у,, р ) =! 

02 2 уз=2 Ня 23, у’ = ра + 2'з, 

Вь случаЪ эллипса мы переносимь начало координать въ вер- 
шину, лежащую съ отрицательной стороны оси 2-овъ, а при гипер- 
601% въ вершину, лежащую съ положительной стороны оси 2-овъ. 

Сравнивая полученныя уравненя: 

у = 2рх, у = 2рх н 2 и = 2рг—1 21, 

мы замфчаемъ, что если возьмемь параболу, эллипеь и гипер- 
болу съ однимъ и тёмъ-же параметромь р, то увидимъ, что, при од- 
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ной и той-же абецисе®, ординаты гиперболы будуть наибольшия, & 

эллипса — наименьшя, а у параболы онф будуть имфть среднее зна- 
чене, и, слфдовательно, эллинсъ всфми своими точками будеть ле- 

жать внутри параболы, а гипербола — 
внЪ ея (черт. 88). Далфе, если, остав- 

ляя ту-же величину параметра р., бу- 
демъ безпред®льно увеличивать большую 
ось а, то добавочные члены 

и 
4 4 

которыми уравнен!я эллипса и гипербо- 
лы отличаются оть уравненйя параболы, 
будуть безпредфльно уменьшаться и въ 
предфлф обратятся въ нуль; тогда урав- 

Черт. 88. нен!я эллипса и гиперболы сдфлаются 

тожественными съ уравнешемъ парабо- 
лы, и самыя кривыя сольются. Слфдовательно, параболу можно раз- 
смалривать какъ предфльное положеше, къ которому стремятся эл- 
липсъь и гипербола, если, при постоянномь параметр® р, большая 
ихъ ось безпредфльно возрастаеть. 

2, 

220. Вь эллипев касательная составляеть одинаковые углы съ 

радлусами векторами, проведенными изъ 
фокусовъ къ точк® касашя. 

Возьмемь на эллипев точку М, 

(т, %,) и проведемь въ этой точк% 
касательную къ эллипеу (см, черт. 89) 

@) 

Опускаемъ на касательную (1) изъ 
фокусовь Р в Р, перпендикуляры, тогда получимъ: 

Черт. 89. 

: ЯМ, Е.М 
зтЕМоМ = ВИ» вт ИМ,М, = Р.М, 

на основан и извфетнаго уже 

УМ. =«а—ех РМ. =а- ел, 
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Остается найти Е№ и Ё,М,, т. е. разетоявя фокусовъ до’ка- 

сательной. 
Разстояше ЁМ№ найдемъ, какъ разстояне точки Р (&= с, ч=0) 

оть прямой (1); это разстояне будетъ: 

ож: 
2 1 

УМ тан (@— 6%.) 

АЕ 
тд 

2 9 
и Е Е 

Подобнымъ-же образомъ разстояще другого фокуса Ё, до каса- 
тельной (1) опредфлится, какъ разстояне оть точки №, (&= —с, = 0): 

= 
@ 1 

М. = ИА. (а -= 65.) 

и, наконець, 
В ТЕМ _ а— ею 1 1 
ыы ТИ. ав ‘а—ещ @аВ 

. Е.М, _ а 1 1 
А Р.М. аЕ ‘ал аВ 

отсюда 

эт ЕМ,М =зт М.М, 

и, наконець, 

д ЕМ.И=д Р.М.М,, 

что и требовалось доказать. 

Для гиперболы будеть су- 

ществовать аналогичное свойство, 
& именно: касательная М,Т въ точкф М, гиперболы (см. черт, 90) 
дфлить пополамь уголь РМ,Р,, составляемый радрусами векторами 
М.Р и Р,М,, проведенными къ точк® касаншя изъ фокусовъ. 

Черт. 90. 
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Доказательство то-же, что и для эллипса. Для параболы фокусъ 
Р, лежать на безконечности, и прямая М.Р, параллельна оси 2-овъ» 

Уравнен1е кривыхъ второго порядка въ полярныхъ 
координатахъ. 

221. Выведенныя уже нами выражен!я рад1усовъ-векторовъ, т. е, 
выражешя разстояня любой точки на кривой оть фокуса черезъ 
абсцисеу точки даютъ возможность легко написать уравнешя кривыхъ 
второго порядка въ полярныхь координатахьъ, принимая за полюсъ 
одинъ изъ фокусовъ, а за полярную ось ось симметр!и въ направлени 
оть фокуса къ ближайшей вершин. Положительное значеше угла ф 
будемъ откладывать въ сторону положительныхъ у-овъ. 

222. Преобразуемь уравнеше эллинса, принимая за полюсъ тоть 

фокусъ Ё, который имфеть положительную абсциссу с (см. черт, 91). 

ИЕ=р=а—ез, = ОР=ОР-+- ЕРЕУ *— 9 +-рс08$ 

р=@ар—е (ае-нр с08 $), р (1-=6 608 $) =а(1—@?), 

но, принимая во внимане, что 
з_ р? [2 

@(1 в) = > ] -® 

получимъ окончательно полярное урав- 

нене эллипса въ такомъ вид 

р 
Р = 160089 

ЗдЪсь е есть эксцентриситеть эллип- 

са пе<1. 
Поелфднее уравнен{е показываеть, что эллиисъ есть кривая линя, 

вс точки которой лежать на конечномь разстояви оть фокуса Р, 

ибо р можеть обратиться въ со только для такого значешя угла ф, 

при которомъ 

Черт. 91. 

16608 $ =0, 
или 

1 
8`=——, 
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1 
но чиело —- больше единицы, а потому нЪФтъ такого угла 9, при 

которомъ с05 ф болфе единицы по численной величин%. 

223. Подобнымь образомь возьмемъ у гиперболы з& полюсь фо- 
кусь Р,, иибющиЙ абециссу —с. 

р = = (2-4), 

причемъ —- будеть для правой 

вфтви и—для лЪвой (см. черт. 

92). Раземотримъ оба случая ЕР . 
отдфльно. м 

Для лфвой вътви ео 

р= МР, = — 66 —а, Черт. 92, 
но 
х ОР= Е,Р-— ОР, = 6083 —У@-йЙ = 6099 —, 
слФдовательно, 

= —е (р 608$ — ае) —а, 
отсюда 

2 $? р? @-— —1|= р, 
р (1-+2608 $) =а (6* П=е| аа 

откуда получимъ уравнеше для правой вфтви 

=. В: 
(1) 160089’ 

которое имфеть видъ тождественной съ уравненемъ эллинса и отли- 

чается оть послёдняго только т$мъ, что для гиперболы е> 1. 

Для правой вфтви мы получимъ 

р= М, Е, = -+ (е2-н а), х= + ОР, = Р.Р, —ОЁ = 

= ров — У, 

р=6 (6608 ®— че) на, р(1—ес08 3) =а (1—6) =— —р, 

отсюда 

откуда получимь уравнеше правой вфтви 

Е т 
(2) тя 1— 6008$ 
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Въ уравнешяхъ (1) и (2) мы число р, какъ выражающее разстояше: 
двухъ точекъ, считаемъ положительнымъ. 

224. Уравнеше (2) предыдущаго параграфа сдфлается тожде- 
ственнымъ съ уравнешемъ (1), если мы измфнимъ р на—р,, а фна 

фи -+ 180°, ибо тогда с0з $ измфнить свой знакъ, и уравнение (2) обра- 
тится въ слфдующее 

* т 
Я) й 1+ 6508 9 

Это указываеть, что всю гиперболу, то есть 06% ея вфтви, можно 
опредфлять однимъ уравнешемъ (1), условившись для такихъ зна- 
ченй угла $, для которыхъ радусъ 

ыы 
р 1-+6508Ф 

дфлается отрицательнымь, его откладывать не въ направлен, указы- 
ваемомъ угломъ ф, а въ обратномъ. 

225. Замфчаше предыдущаго параграфа весьма важно при фаз- 

смотрён!и кривыхъ лан при помощи нолярныхъ координать. Введе- 
н1емъ въ разсмотрёне отрицательныхь рад1усовъ-векторовъ съ тфмъ 

условемь, о которомь мы уже сказали, постоянно пользуются при 
изучеши кривыхъ ли для достиженя единства формулъ. 

226. Итакъ, мы видимъ, что гипербола опредфаяется тёмъ же полярнымъ 
‘уравнешемъ, что и эллинеъ. Безконечно далевя точки гиперболы мы получимъ, 

если положимъ 

причемъ уголъ ф соотвфтетвуеть ассимитотамъ. 

227. Мы видфли уже, что параболу можно разсматривать, какъ 

предфльное положене, къ которому стремится эллипеъ, у котораго 

параметръ р остается безъ перемфны, большая же ось безпред®льно 
увеличивается. При этомъ увеличен!и большой оси эксцентриситеть 

стремится къ единиц; въ самомъ дьлф, 

УВ й и р 
Й а у в-й Зав 
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вы]. 
Отсюда мы заключаемъ, что можемъ полярное уравнеше параболы 

получить изъ уравнен!я эллип- 
са замфною е на единицу: 

Е Е 
1-+ 608$ 

откуда 

р 

При этомъ не надо забы- 
валъ, что направлеше поляр- 

ной оси выбирается оть фо- 
куса къ вершин параболы 
(см. черт. 93). 

228. Резюмируя сказан- 
ное, мы видимъ, что всф три кривыя второго порядка имфють общее 
уравнеше х 

Черт. 98. 

7: 
Р 166083’ 

чфмъ съ успфхомъ пользуются въ астроном!и, почему и величина е 

получила назване астрономическаго эксцентриситета. Для параболы 

е=1, для эллипса е<1 и для гиперболы е> 1. 

Кривыя второго порядка, разсматриваемыя, какъ сёченя 

конуса плоскостью. 

229. Ве кривыя лини второго порядка могутъ быть получены пересбченщемъ 

поверхности прямого кругового конуса плоскостями, различно наклоненными къ 
его оси. 

230. Если переефчь поверхность конуса плоскостью перпендикулярною къ его 

оси, то въ ечени получится круз. 
231. Если еФкущая плоскость наклонена къ оси подъ нЪкоторымъ угломъ, 

большимъ угла, составаяемаго образующей конуса съ осью, то въ с5чени полу- 
чится эллинеь. Въ самомъ дЪаЪ, пусть ба и 56 (черт. 94) суть прямыя перее®- 
ченшя конуса съ плоскостью чертежа и 5с пусть его ось. Пересфчемъ конусъ н®ко- 

торою плоскостью, перпендикулярною къ плоскости чертежа; эта плоскость дасть 
въ сфчени съ конусомъ изкоторую замкнутую кривую. Лашя пересфчен!я плос- 
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кости Р съ плоскостью чертежа пусть будеть А.А’, при этомъ мы предположимъ, 

что уголъ между прамыми АА’ и 5е больше угла «бе. Впишемъ въ треуголь- 

никъ ЗАЛ’ круги, имфюще центры 
Он 0, ва оси конуса. Это’будуть лини 
сченя съ плоскостью чертежа двухъ, 
шаровъ, касающихея поверхности ко- 
нуса по кругамъ 7) и ЕН, имзющимь 
центры въточкахъ Си С, и касающих- 
ся плоскости сЪчешя въ точкахъ и 
Е,. Возьмемъ на кривой сЪченя точку 

М и проведемь черезъ нее образую- 
щую конуса М; эта образующая, 
очевидно, будеть касательною къ ша- 
рамъ Он О, въточкахъ Ди Е. Соеди- 

вимъ точку М съточками Ри Ё,; пря- 

мыя МРи МЕ,, очевидно, суть ка- 

Черт. 94. сательныя къ шарамъ О и О,, и такъ 
какъ длины касательныхъ, проведен- 

ныхъ къ шару изъ нфкоторой точки, вс равны между собою, то МЕ= МО и 
МЕ, = МЕ, слёдовательно, МЕ-- 

МЕ, = РЕ = СН. Илакъ, полу- 

ченная нами лин!я сфчен!я обладаетъ 
ТБГ свойствомъ, что для каждой точки 

ея сумма разстоян!й отъ двухъ точекъ 

Ри Е, есть величина постоянная ЯН, 

слЪдовательно, это — эллипеъи 4А,— 

его большая ось, а точки № и Е, суть 

его фокусы. 

232. Если сЪкущая плоскость 60- 

ставаяеть съ осью конуса уголь мень- 
ШИЙ угла, составляемаго образующею 

съ осью, то въ сфченш получится ги- 

пербола. Въ самомъ ль, (черт. 95) 

пусть ба и 96 суть аинш пересфчешя 
прямого конуса съ плоскостью чертежа 
и сс; — его ось. Перес®чемъ конусъ 

ифкоторою плоскостью Р, перес®каю- 

щею 06% полы конуса, въ обчени по- 

лучимъ кривую, состоящую изъ двухъ отдфльныхъ вфтвей. Круги съ центрами О и 

О, суть лини пересчен!я съ плоскостью чертежа шаровъ, касающихся поверх- 
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ности конуса по кругамъ Л) и НЕ и еЪкущей плоскости въ точкахъ и К. 

Возьмемъ на кривой ефчешя точку Ми проведемъ черезъ нее образующую конуса 
МЕ, она коснется шаровъь О и О, въ точках Л) и Е. Соединивъ точку М съ 
точками Ри, получимь МР касательную къ шару О и МЕ, касательную къ 

шару 0+, итакъ кавъ касательныя, проведенныя къ шару изъ одной точки, рав- 
ны, то МЕ, = МЕ и МЕ= МХ, з потому МЕ, —МЕ=МЕ—МР=Ер 
= 4$-- 5Н = постоян. вел. Итакъ, для точекъ полученной кривой сЪчешя раз- 

ность разетоявй отъ точекъ Ри Ё, равна постоянной величин; сл®довательно, 

это гипербола, ея большая ось будеть АА’, а Ри Е, суть ея фокусы. 
233. Въ промежуточномъ случа, если сЪкущая плоскость параллельна одной 

изъ образующихъ, получается парабола. Пусть ба и 56 прямыя е5ченшя поверх- 

ности конуса съ плоскостью 
чертежа (черт. 96) и бе — 

ось конуса. Пересбкаемъ ко- 
нусъ плоскостью параллель- 
ною 5$ и перпендикулярною 
къ плоскости чертежа, лая 

ЕО представляеть ея сЪче- 

не съ плоскостью чертежа. 
Кругъ Опредетавляетъ елёдъ 

сбчешя съ плоскостью чер- 

тежа шара, касающагося по- 
верхности конуса покругу С 
и плоскости Р въ точкё Е. 
Плоскостьевченя и плоскость 
круга С опредфляють своимъ 
пересвченемъ прямую ДЕ, 

лежащую, очевидно, въ одной 
плоскости съ кривою сЪчешя. Возьмемъ на послёдней точку №, соединимъ ее съ 
Еи опустимъ | 1 на прямую ЕД. Проведя образующую 1/5 и плоскость па- 
ралаельную С, проходящую черезъ М и пересвкающую образующя 54 и 56 въ 

точкахь @ иф, будемъ имфть: МР = МН = МС. Сл®довательно, полученная 
кривая сфчешя будетъ парабола: осью ея служить лишя РО, фокусомъ— , вер- 

шиною А и директрисою —.7). 

Задачи на коничесв1я сфченйя. 

1. Найти уравнен!е коническаго сёчешя, двлающаго отрёзки а, а',5, $’ наосяхъ. 

Отв. Отрёзки даются уравнешями 

т — (аа) х- аа! = 0, 
— уно = 0; 
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но эти уравнен!я должно получить изъ общаго уравнешя кривой, полагая у = ©. 

2 ==0, откуда окончательное уравнеше искомой кривой будеть 

$' 2? -- Ву -н аа у? — %'(а-н а’) с — аа' $ )у-н аа! 6! = 0. 

2. Найти уравнеше параболы, касающейся осей въ точкахъ 2 = а, у = 8. 

Отв. На основанзи предыдущей задачи получимъ 

3. Найти геометрическое м®ето центровъ коническаго сЪчешя, проходящаго че- 
резъ четыре точки *). 

Отв. Примфняясь къ обозначенямъ 1-ой задачи, получимъ слдующее уравне- 

не искомаго геометрическаго м%ета 

256'2? — Заа'у? — БЫ! (а - а') х - аа' ($ + у = 0. 

Это уравнеше опредфляеть коническое сфчеше, проходящее черезъ точки перееЪ- 

чен1я трехъ паръ лин, которыя можно провести черезъ четыре точки и черезъ 
средины этихъ лин. 

*) Центръ опредфляется весьма просто при помощи дифференщальнаго исчиелентя: 
такъ: если задано уравнен!е коническаго сфчешя 

Л(=, )=0, ы 
тво = Ал 2Взу -- бу’+2рх-- 2Еу Е, 

то координатны центра опредфаяются при помощи уравненй 

# —=24х + Ву 2р=0, 

т =2В=-+ 2бу-+3Е=0. 

Въ самомъ дфлЪ, если уравнеше коническаго съчен1я съ центромъ напишемъ въ видё 

Ти’ + Ро, 

то координаты центра на основан{и сказаннаго опредфлятся изъ уравненй 

4 _ — == 24а =0, 

д) г. РВ» + 218 =0, 

.но послфднйя уравнен!я равносильны систем « —0, 8—0, что, какъ мы видфли, 
справедливо. Для параболы получимъ противорфч!е, которое покажетъ, что центра 
нЪтъ. 

а -+В=0, од = Аа =0, ЗЕ ЗЕ Е 9Ва+ 2-0, 
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4. Сумма квалратовъ обратныхъ величинъ двухъ полудаметровъ, составляю- 

щихъ прямой уголъ, есть величина постоянная. 

Отв. Пусть длины этихъ полумаметровъ суть @ и 6; двлая въ уравнени 

Аз? + 2Вту + бу? =Р 

послбдовательно х = 0, у = 0, получимъ 

9—2. 0: —Р; 

величины же А -+ СиР не мЪняются отъ поворота системы координать на лю- 
бой уголь (ем. $ 148). 

5. Показать, подобно тому, какъ мы дЪлали въ $ 148 для прямоугольныхъ ко- 

ординатъ, что при преобразован!и одной косоугольной системы съ угломъ ® въ дру- 

гуюуоъ угломъ ©, оставляя начало координатъ въ центр коническаго офченя, ве- 

А+ С—2Везш В'— АС 
Г ’ это 

выражешя, тд® вмфето © стоить О. 

6. Найти эксцентриситеть коническаго сфченя даннаго общимъ уравненемъ (.4)) 

$90. 

Отв. Обратить внимаше на $ 151. 

личиНЫ суть инваранты и обращаются въ 

7. Найти услоые касашя лини т — 1, къ коническому сЪченю 

2? ра 

=== 

а 5 
Отв. ия = 1 

8. Найти уравнеше пары касательныхь черезъ точку а,, В, къ коническому 
обченю Та? В Р= 0. 

Отв, (Га? + 8? + Р) (Та, + №? + Р) — (ая, + 88, + РО. 
9. Найти уголь между парою касательныхъ, проведенныхъ черезъ точку 2, У, 

2 2 
къ кривой бу = № 

Отв. Совокупноеть двухъ касательныхь на основани задачи 8-ой будетъ 

2? у? у? 2х у а (чат 1) ао (сы ые зы 
Три члена второго изм реня, уравненные нулю, дають двБ прямыя, проведенныя 
черезъ начало координать параллельно касательнымъ. Называя уголь между этими 
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двумя прямыми черезъ ф, получимъ 

Утоть будеть прямой, если заданная точка лежить на круг 2? у? — о-в. _ 

10. Если даны двЪ параллельныя касательтыя къ коническому счентю, то он® 
пересЪкутся третьею касательною такъ, что произведене отрёзковъ, образуемыхь 

на касательныхь будетъ постоянно и равно квадрату позудаметра, параллельнаго 
даннымъ касательнымъ. 

Отв. Возьмемъ за оси координать даметръ, параллельный О и его 

вопряженный, то уравнене кривой и третьей касательной буреть 5 Е 298 

= Е += 

5,2 г 
о на постоянныхь касательныхь у = —— (: == =) искомое произведеше 
54 я =) м Ел " * 

Е ва. 

11. Черезъ точки О, О, проведены двф параллетьныя хорды коническаго с%- * 

чешя ОЁ и О:р, пересфкаюцщия кривую, первая въ точкахъ В, В,, а вторая въ 

ОП.. ОВ, 
постоянно, 

О’. Ор» 

1; полагая въ уравнени касательной х = == а р от- 

точкахъ ру; рз. Показать, что отношен!е прямоугольниковъ 

и не зависить оть направлешя хордъ. 

Отв. Возьмемъ сначала за начало координать точку ©, тогда уравненйе хорды | 
будеть @ равно постоянному, вводя полярныя координаты хи 0; дзя опредфлешя 
радрусовъ векторовъ точекъ Ё, и Ё, мы получимъ уравнеше 

Эр + 2-6 = 0, 

тдь 91 — А 605 0-5 3В 6080 зт0-- Оз? 6, 3 = с080-- Е т 0, 6= Е. 

произведеше корней ОВ,. ОВ, равно я ели мы, немфняя направаеня осей, 

перенесемъ начало координатъ въ точку 01, то. для опредъленшя радусовъ векто- 

ровъ точекъ р; ир, получимъ уравнеше 9? + 23,” + ©, = 0, гдВ9{ прежнее, 

аб, = Е, (ем. $92); отсюда легко видфть справедливость предложеннаго. < 

12. Прямоугольники изъ отрзковъ двухъ пересфкающихся хордъ относятся 

какъ квадраты даметровъ, параллельныхъ этимъ хордамъ. 

Отв. Эта задача и тв сабдующия суть саздетыя задачи 11. 

13. Касательныя, проведенныя изъ внЪшней точки, относятся какъ имъ парал- 

лельные даметры. 
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14. Квадраты полухордъ, соотвЪтетвующихъ какому нибудь ламетру, пропор- 
цщюнальны прямоугольникамъ изъ отрёзковъ, образуемыхъ хордами на ламетрь. 

15. Въ задачв 10 прямоугольникъ изъ отрёзковъ третьей касательной равенъ 
квадрату ей параллельнаго полудаметра. 

Отв. СлЬдетые задачь 10 и 13. ь 
16. Если какая нибудь касательная перес®каеть два сопряженные даметры, 

то прямоугольник изъ отрьзковъ равенъ квадрату парзллельнагоей полудаметра. 
Отв. Взять за оси координать маметръ параллельный касательной и его с0- 

праженный. 

17. Даны два произвольных полуламетра; если изъ оконечностей каждаго 

проведемъ хорду, соотьётствующую другому, то треугольники такъ составленные 

будуть равновелики. 

Отв. Принать во внимание задачу 14. 
18. ВыБето хордъ въ предыдущей задачь взать касательныя и доказать анало- 

тичное свойство. . 
Отв. Пусть координаты концевъ двухъ полудаметровъ будутЪ (25, Уз), (21, 91), 

тогда удвоенная площадь треугольника, образованнаго двумя полумаметрами и ка- 
сательною въ конць одного изъ нихъ, будеть 

(ву, — уз.) Р 
== [Ма -- Ву - 2, 50) Оф] 

тд А, В, С суть коэффищенты уравнешя коническаго сфченя 

Аа?  3Вту + Су =Р. 

Симметричность выражешя, стоящаго въ скобкахъ указываеть на справедливость 
предложеннаго. 

19. Произведеше отрёзковъ, образуемыхъ осями на нормали оть точки М, въ 
которой проведена къ кривой нормаль, равно квадрату полудаметра, сопряженнаго 
съ даметромъ, проходящимъ черезъ 2. 

Отв, Называя сказанный полужаметръ черезъ 6’ получимъ для отрзковъ нор- 

мади величины ь м 
а ь 

20. Произведеше длины нормали *) и перпендикуляра изъ центра на касатель- 
ную равно квадрату полуоси. 

Е Ре 4 
Отв. Разстоян!е центра до касательной есть т (см. зад, 19). 

21. Выразить длину нормали черезъ угол ф, образуемый ею съ осью 2-овъ, 
а (1 —е*) 

ны = 

*) Подъ длиною нормали обыкновенно разумЪютъ разстояне оть точки М кри- 
вой, въ которой проведена нормаль до точки М, гд нормаль пересфкаеть ось &-овъ. 

Д. А. Гразю. 14 
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22. Черезъ данную точку внЪ эллипса или гиперболы провести къ к 
пормаль, 

Отв. Пусть Х, У будуть орон точки на кривой; уравнеше нормали 2% 
ах у я 

этой точкф можио написать такъ, -х — У =; в нормаль прохол 

а ы а а: _ Му : черезь данную точку 2, Уз, то будеть х у =, откуда точки ва 

кривой, которыхъ нормали проходять черезъ (2, у,) даются пересфчешемь кри- 
вой съ равносторонней гиперболою с? ХУ = а*ж.У — у, Х. 

23. Провести къ параболЪ нормаль черезъ точку, лежащую вн кривой. 

24. Прямой уколъ вращается вокруг вершины 2/, причемъ эта вершина 2е- 

житъ на коническомъ сЪчени, если мы соединимъ прямою точки, въ которыхъ 

роны угла переефкають коническое сфчеше, то эти прямыя проходять черезъ по 
стоянную точку нормали къ коничеекому ечению въ точкь 1. 

Отв. Возьмемъ за координатныя оси касательную въ точкЪ 2/ и нормаль, тогда. 
уравнен!е кривой будет 4? -- Вху -- Су? -н Еу=0; Е= 0, ибо начале 
коордиватъ на кривой; Д) = 0, ибо касательная есть ось 2-овъ, уравнене кото- 

рой у= 0. Уравнеше совокупности двухъ взаимно перцендикулярныхь прямыхъ, 

прохолящихъ черезъ начало есть 

(у— 2) (, — 1:) 0, или у? НЕ та 2—5 03 

Умножаемъ это уравнеше на и складываемь съ уравнещежь кривой; получимь 

5 
( М ико+фуны= 

Это уравнеше разлагается на два: / — 0 и другое 

(вл! 
Аз 
т) г с+- функ. 

Посл№диее уравнеше опредбляеть искомую хорду, соединяющую оконечности сто- 
ронъ прямого угла. Точка, въ которой эта прамал перееЪкаеть ось у-овЪ, опредЪ- 

ляется, полагая 2 = 0; у = — А: Орлината / не зависить оть перемн- 

наго числа ^. 

25. Найти координаты точки а рЫСь проведенныхь въдвухъ 
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26. Найти координаты точки пересЪченя нормалей въ точкахь (2, И), 

(2., У») (ем. зад. 25). 

ИФ иьУу 
Отв, Я = - $ , ТА Х, У ноду- 

чены въ задач 25. - 
21. Еели разстоян какой нибудь точки на кривой оть данной выражается 

ЦВлою ращональною функшею первой степени ея координатъ, то кривая есть кони- 

ческое сЪчеше. $ 
28. Произведеше перпендикуляровъ, опущенныхь изъ фокусовъ на касатель- 

пую, есть величина постоянная и равная квадрату малой полуоси 2. 

(тв. Разстояшя фокусовъ до касательной суть 

ы 5. (а —е2), ео (@ - е2) (ем. зад. 19) 

29. Доказать аналитически, что софокусныя коническя еЪченя пересекаются 
подъ прямымъ угломъ. 

у 2 
Я -Ь ия координаты 

Если коничеекя сбчешя софокусны, то 4? —а,? — $? — 6,2, откуда 

2" ГАЯ 
аа, и, 

что есть ни что иное, какъ уелове перпендикулярноети касательныхъ, 

30. Найти длину прямой, проведенной черезъ центръ до пересфчешя съ каса- 

тельной параллельно фокусному радрусу вектору точки касания. 

тв. Искомая длина рава полуоси а. 
31. Черезъ точку на малой оси эллицса провести къ эллипеу нормаль. 

Отв. Провести черезъ заданную точку и два фокуса кругъ, который переевчеть, 

эллинеъ въ искомыхъ точкахъ. 
33. Церезъ точку Р проведены дв® касательныя РГ и РГ,; совдивяя фокусы 

коническаго сфчешя №'и Е, съ точкою Р, получимь / ТРЕ= ДТ, РЕ. 

Отв. Садетые задачи 28. 
33. Если черезъ точку Р коническаго сбчешя 5 проведемь двЪ касательныя 

къ софокусному сЪченрю, то эти касательныя одинаково наклонены къ касательной 
въ точкЪ Р къ кривой 5. 

тым 
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Отв. СлЬдетвйе задачи 32. 

34. Найти геометрическое мЪсто основав перпендикуляра изъ фокуса на ка- 
сательную. 

Отв. 2-5 1? = а?, 1% ЕЕ = 1 уравнеше заданнаго коническаго с%- Г 

ченя. Для параболы у’ = 2р2 получимъ прамую 2 = 0. 3 

35. Если вершина прямого угла лежитъ на окружности круга и одна изъ его 
сторонъ проходитъ черезъ постояяную точку Ё, то другая сторона касается н%ко- 
тораго коническаго сфчешя. 

Отв. Заключене обратное задач 34. Если точка Е лежить внутри круга, то 
будетъ эллипеъ, если же выЪ, то гипербола. 

36. Радуеъ векторъ, проведенный изъ фокуса къ полюсу хорды, д»лить по- 

поламъ уголь между радусами векторами, проведенными изъ того же фокуса къ 
концамъ хорды. 

Отв. Доказательство можно основать на томъ соображени, что уголь между рз- 

усомъ векторомъ, проведеннымь изъ фокуса въ нфкоторую точку Р(х, у) и ра- 

усомъ векторомъ точки касания 1/ (2,,у,) касательной, проходящей черезъточку Р, 

не зависить отъ координат 21, у, точки касаня. Въ самом дьзЪ, обозначая радтусы 

векторы и полярные углы точекъ Ри 2/ черезъ (р. 6). (р,. 8,), получимъ для э4- 
липеа р с050 — д — с, рзт6 — у; р, 6080, = ж, — с, р, 58, = у,, откуда 

рр, с0з (8 — 0,) = (2 — 6) (2, — в) - уу,. но принимая во вниман!е уравнене 

касательной а и = 1, мы получимъ 

рр: 603 (8 — 6,) = (а — е2) (а — ех,); 
а—ех 

но р, =а—ех,, слФдовательно, соз (8 —0,) = -. Эта величина зави- 

сить только отъ координать 2, у точки Р, что и требовалось доказать. 
37. Прямая, соединяющая фокусъ сь полюсомъ хорды, проходящей черезъ этотъ 

фокусъ, перпендикулярна къ этой послЪдней. 
Отв. Частный случай задачи 36. 
38. Черезъ фокусъ Е проведенъ перпендикуляръ къ радусу вектору 1'1/ 

точки касаня Л касательной 3/7; показать, что этоть перпенликуляръ встрёчается 

съ касательною на директрис®. 
Отв. Слвдетве задачи 36. 6 — 6, = 90°. 
39. Уголъ, стягиваемый въфокусВ частью перемЪнной касательной, заключен- 

ной между двумя постоянными, есть величина постоянная. 
Отв. Разсматриваемый уголъ веть половина угла стягиваемаго хордою прикоено- 

вешя *) двухъ касательныхъ. 

*) Хордою ирикосновеня двухъ касательныхъ называется прямая, соединяющая 

точки касашя этихъ касательныхь. 
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40. Изъ точки Р вн коническаго сфченя съ цевтромъ проведены двЪ каса- 

тельныя РГ и РГ,; на хорду соприкосновеня 77, опущены перпендикуляры изъ 
центра С и точки Р, причемъ первый першевдикулярь встрьчаеть хорду ТТ, въ 
точкЪ 2/, а второй встрёчаеть ось коническаго сЪчешя (на которой фокусы) въ 
точкВ №. Доказать, чо ОМ. РМ = 62. 

Отв. Когда РР лежитъ на коническомъ сЪченш, теорема выражаетъ длину нор-. 

мали и = РМ. 

41. Если, принимая условя задачи 40; мы проведемъ изъ фокусовъ перпенди- 

куляры РС и Е, С, на ТТ, и кромЪ того обозначим черезъ 7 №, точку ‚ переофче- 

щя хорды ТТ, съ перпендикуляромь РМ, то позучимь Ра. №,(, = ОМ. ММ,. 
Отв. Сравнить задачу 28. 
42. Фокусъ образуетъ на всякой хордф, черезъ него проходащей, два отр®зка, 

среднее гармоническое *) между которыми есть параметръ. 

Отв. Взявъ полярное уравнеше коническаго еёчешя, получимъ дя двухъ от- 

ыы Я у 
1 е6030 ’ 1 — ес6050 

43. Прямоугольникъ изъ отрфзковъ фокусной хорды находится въ постоян- 

номъ отношеши съ самой хордой. 

Отв. Длина хорды а (ем. зад. #2). 

рЬзковъ выраженя 

44. Написать вы уравнене, принимая за полюсъ центръ. 

АЕ —# 00° 
45. Дюметръ параллельный изкоторой фокусной хорд есть среднее пропор- 

цтональное между длиною этой хорды и длиною оси 2а. 

Отв. Сравни задачи 44, 43. 
46. Сумма двухъ фокусныхъ хордъ, параллельныхь сопряженнымь д1аметрамъ 

постоянна. 
Отв. СлЬдстве задачи 45 и 5196. 
47. Сумма обратныхъ величинъ двухъ взаимно перпендикулярныхь фокусных 

хордъ постоянна. 
Отв. Слёдуеть изъ задачъ 45, 4. 
48. Треугольникъ, составаяемый касательною гиперболы съ ассимптотами есть 

величина постолиная. 
Отв. Уравнене гиперболы ху — 1. Площадь треугольника 2%? 58% 6, гдЪ 0 

уголь между ассимитотами. 

*) Среднимъ И ыы чиселъ а и \Ъ называется число с, удовае- 
Е 1 творяющее уравненю —_ +, — 



= = 

49. ДвБ постоянпыя точки гиперболы соединены съ третьею перемфнною точкой 
той же гиперболы двумя прямыми. Эти прямыя образують на одной изъ ассимитоть 
постоянный отрЪзокъ. 

Отв. 2. у, = 1", 2,у, = №, пусть будуть перемфнныя координаты третьей 

РЕ и &—# ут Ро в. = ей Е точки 61; М =, ЕЕ ЕЕ полагая 

Е Е — М р У & = 0, получимъ и т 9. Е г; остается ,. повучниь р и 

показать, что /› — у’ не зависить оть и 7. 

50. Периендикуляръ изъ фокуса на ассимитоту равенъ мнимой полуоси 6 ги- 
перболы. 

51. Разстояше фокуса отъ какой нибудь точки гиперболы равно прямой, про- 
веденной черезъ эту точку, параллельно ассимптотв до встрёчи съ директрисою, 

Отв. Отеюда выводимъ способъ черченя гиперболы непрерывнымъ движенень 
подобно указанному въ $ 207 ддя параболы и отличающийся тбуЪъ, что треуголь- 
никЪ, скользящий по линейкЪ дълаемъ не прямоугольным, а кдсоугольнымъ, 

52. Еелиаин будуть длины взаимно периендикулярныхь касательныхь па- 
2 2 

& Е р аз Ьз 1 
раболы у? — Зрх, эт — › То доказать, что +=, 

ьз аз т 
Отв. Принимая за оси координать перпендикулярныя касательныя, получамъ 

26? 
И (см. $115). 
(а? -+- 52) 

53. Отрфзокъ, отеБкаемый на оси параболы полярами точекь 2/, и ЛИ, равенъ 
отрфзку, отеБкаемому на той же оси периендикулярами къ оси изъ этихъ точекъ. 

54. Точка переебченя касательной къ параболь съ осью и точка касашя ле- 

жать въ равномъ разетояни отъ фокуса. 

_уравнене параболы (ем. зад. 2) р = 

— Отв. Оба разстояшя равны 2 -- + (см. $205). 

55. Касательная двлитЪ пополамъ уголь межлу Маметромъ и фокуснымъ ра- 

мусомъ векторомъ, проведеннымъ черезъ точку касани, 
Отв. СаЪдетые задачи 54 (ем. $ 220). 

56. Найти длину перпендикуляра изъ фокуса на касательную. 

Отв. : УР@=-= р). Эта данна равна половинь нормали. 

57. Выразить перпендикузаръ изъ фокуса въ фупкцш угла имъ составаяемаго 
съ осью (см. зад. 56). 

Отв. з 2 Е гдЪ © есть разематриваемый уголь, са®довательно, уравнеше ка- 
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сательной къ параболь можеть быть напнсано такъ 

| р 
< 0; & -- узта- = = 

> * 2 05% 
Вывести отсюда рышеше задачи 34. 

58. Уголь между касательными параболы равепъ половиа угла между ра- 

„усами векторами, проведенными изъ фокуса въ точки касашя, 
Отв. Садстве задачи 54. Уголь, составаяемый касательною съ осью, есть по- 

ловина угла, составаяемаго радрусомъ векторомъ съ тою же осыю. 
59. Лишя, соединяющая фокусъ параболы съ пересЪчешемь двухъ касатель- 

ныхъ, дЪлить пополамъ уголь между радфусами векторами точекъ касания. 
Отв. Эта задача совпадаеть съ задачею 36. 

60. Проведена хорда, пересъкающая параболу въдвухъ точкахъ Ри Р,, ади- 
ректрису въ точкё Д); соединяя триточки Р, Р,, Г) прямыми съ фокусомъ Ё, по- 

лучимъ, что прямая РД будеть внышнимъ биссекторомъ угла, образуемаго другими 

двумя ГРи ГР,. 
61. Кругь описанвый около треугольника, составленнаго тремя касательныхи 

параболы, пройдеть черезъ фокусъ. 

Отв. Смотри задачи 60 и 39. Фокусъ итри точки сБченя трехъ касательныхь 

образуютъ четыреугольникъ, который можно вписать въ кругъ, ибо сумма угловъ 
при фокус® и противоположнаго равна лвумъ прамымъ, 

62. Черезъ средину 4 произвольной хорды круга НК проведены дв произ- 

вольный хоры ВСи ГЕ (ем. черт. 97); концы хордъ 
соединены двумя прямыми ЕВи СЛ; эти прамыя пере- 

сЪкають хорду НК въ двухъ точкахь Ри С. Требуется 

доказать что НЁ= СК. 

Отв. Возьмемь за оси координать прямыя ОЛ и 

ОН; пусть уравнеше круга будеть 5 ==0; уравнеше 

совокупности двухъ хордъь ВС и ЕД будеть (у— №2) 

(у— 2) =. Уравнеше пары прямыхъ ЕВ и СЛ 6у- 

детъ ныЪть видъ 9 — А (у— №2) (у—ьх)==0, дв № 
получаетея, приравнивая нулю дискриминанть (см. $ 88). Рьшене задачи не тре- 

буетъ нахождешя числа /. 

Черт. 97. 

63. Доказать, что сели изъ точки Л/ ва параболы проведены къ ней каса- 

тельныя и аметръ то этоть маметръ будеть льлить пополамъ хорду воприкосно- 
вены. 

64. Поляра любой точки 2 относительно гиперболы параллельна хордЪ; соеди- 

няющей точки сЪченя‘гипербозы двумя прамыми, проведенными черезъ точку М 

параллельно ассимитотамъ и доказать, что сказаннал хорда лежить въ одинаковом ь 
разстояни отъ точки ЛГ и еа поляры. 

Отв. Возьмемь точку №Г за пачало координать. Поляра точки № будеть 

= 
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Те -- Е + Е= о; направаеше зссимптоть опредфаяется  уравненшежь 

Аз? + ЗВху Су? = о. Точки пересфчешя гиперболы съ прямыми пре- 
веденными изъ начала параллельно ассимитотамъ будуть лежать на прямой 

3х -- 2Еу-- Е—= о (уравн. гиперболы (4) $ 90). 
65. По данному очертанйю параболы найти ось, вершину и фокусъ. 

Отв. Для построешя фокуса откаадываемь (ем. черт. 98) на оси произвольно’ 

Т.А, далфе ГМ | Т.А и ГМ = ГА, проводимъ М.А до № и изъ № опускаемъ 
перпендикуляръ №Р на ось. Точка Е будеть фокусомъ. 

66. По даняому даметру параболы найти хорды, которыя онъ дфлитъ пополам. 

РГ 
АЕ 

Черт. 98. Черт. 99. Черт. 100. 

Отв. Черезъ вершину 4 проводимъ (см. черт. 99) прямую АС, откладываемь 
СР = АС; проводимъ ДЕ || СВ; АЕ будеть искомая хорда. 

67. По даннымъ оси АВ, вершин® А, и точк 2 очертить параболу. 

Отв. Проводимъ 2/М' (см. черт. 100) перпевдикулярно АВ; беремъ №'В= 

— МВ; двлимъ МВ на п равныхъ частей и ВА на столько-же равныхъ частей. 

Черезъ точки дфлешя ИВ проводимъ прямыя, паразлельныя оси, а точки дфленя 

оси соедивяемъ съ точкою 1/’. Точки пересфченшя соотвфтетвенныхь прямыхъ ле- 

жатъ на параболЪ. 

68. По данному Маметру АВ, концу его А и сонряженной хорд ОЛ) очер- 
тать параболу. 

Отв. 1-й способъ. На даметрь параболы (см. черт. 101) АВ откладываемъ въ 
06$ стороны произвольныя части АЖ=— АТ. Дъааемъ построеше, указанное на 
чертеж; точки № и М лежать на параболв. 

2-й способъ. На даметрь АВ (см. черт. 103) и полухордв ВО строимъ па- 
раллелограммт, дБлимъ стороны СЁ и СВ на п равныхъ частей. Точки дбленя 

СЕ соединяемь съ точкою А, а черезъ точки даешя СО проводимъ прямыя па- 

1изаельцыя даметру. Точки пересфчешя соотвЪтственныхъ прямыхъ лежать на 

параболь, 
69. Начертить параболу, касательную въ точкахъ А и В къ двумъ прямымь 

СА и СВ взаимно перпендикулярнымъ. 

Отв. Построене параболы по касательной можно сдфлать на основан сказан- 

%. 
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наго въ $ 129, но можно найти непосредственно фокусъ и директрису на основан 

слЪдующаго соображеня. Соединяемъ (см. черт. 103)) точки касан!я А и В, беремъ 

средину К отрёзка АВ. Директриеса ОГ) есть перпендикуларъ въ точк® С’ къ 
прямой СК; ЕВ | 1С; ЕВ=ЕБВ; Р есть фокусъ. 

70. Черезъ точку № на парабол® провести касательную. 
Отв. 1-й способъ. Проводимъ даметръ точки 2/, паходимъ направлен! ему со- 

отвфтетвующихь хордъ. Касательная будетъ параллельна этимъ хордамъ. 
2-й способъ. Радусомъ Ё2/ изъ фокуса № засъкаемъ на оси параболы за вер- 

шину точку 7; М. будеть касательная. 

Ес 

Черт. 101. Черт. 102. Черт. 103. 

3-й способъ. Проводимъ маметръ точки М до встрьчи съ директриссою въ 

точкВ С. Касательная будеть перпендикулярна къ прямой СР. 

4-й способъ. Можно строить касательную на основав!и соображений $$ 128, 129. 
71. Черезъ точку вн параболы провести касательную. 

Отв, 1-й способъ. Изъ точки № радрусомъ ЛИР проводимъ окружность, зае%- 

кающую директрису въ точкахъ Си С,; перпендикуляры СМ и С, №, къ ди- 
ректрие® пересъкають параболу въ точкахъ касашя № и №,. 

2-й способъ. Черезъ точку 2 проводимъ маметръ пересфкающий параболу въ 
точк® А отъ точки А въ другую сторону откладываемь отрёзокъ АВ = АМ 

(см. $ 129). 
3-й способъ. Черезъ точку А опускаемъ перпендикуляръ А.Р ва ось, отклады- 

ваемъ отъ вершины параболы О отрзокъ ОР, = ОР, Р,А касается параболы въ 

точк® А и сафдовательно хорда прикосновеня ТУ ГУ, параллельна Р, А и прохо- 

дитъ черезъ В. 

72. Провести касательную къ параболЪ параллельно данной прямой. 
Отв. 1-й способъ. Проводим произвольную хорду параллельно данной прямой, 

дВанмъ хорду пополамъ и указываемь даметръ, соотвтетвующий хордь; черезъ ^ 
точку переефчешя даметра съ парабодой проводимъ параллельно ̀ хордв прямую, 
эта прямая есть искомая касательная. г 

3-й способъ. Изъ фокуса Е опускаемъ на заданную прямую перпендикуляръ. 

Этотъ перпендикуляръ пересфчеть директрису въ точк® С. Перпендикуляръ в0з- 
стаповленный въ середин® отрёзка СР’есть искомая касательная. 

& +. 
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73. Провести нормаль къ параболь въ данной точкЪ 1/ параболы. 
Отв. Изъ фокуса Ё" радусомъ равнымъ № описываемъ кругъ, который иере- 

съкаетъ ось въ точкЪ принадлежащей нормали. 

74. Провести нормаль къ параболЪ изъ точка 2/ вн кривой. 

Отв. Изъ точки ЛИ (ем. черт. 104) опускаемъ на ось перпендикуляръ ИМ; 
отрёзокъ И1=р параметру; через точки А и 1 проводимъ кругъ, центрь кото- 

раго имфетъ ординату К = м НМ. Этотъ кругъ пересфкаеть параболу въ 
искомой точк% №. 

75. Провести нормаль изъ точки 2/ заданной на оси. 

Отв. Оть точки 1 въ сторону вершины откладываемъ длину параметра 2/М. 
Перцендикуляръ къ оби въ точкЪ № пересЪкаетъ 

параболу въ искомыхъ точкахъ (сравни $ 130). 
Точки искомыя лежать на кругЪ, центръ кото- 
раго въ фокубВ Ё, а радуеъ есть МР. 

Черт. 104. Черт. 105. Черт. 106. 

76. По данному даметру эланиса наи гиперболы построить его сопраженный, 

Отв. Построенйе основано на свойствахь дополнительныхь хордъ. 
77. По данной большой оси АВ и точкЪ Н начертить злаиисъ. 
Отв. Найдемъ малую ось. Изъ точки М, какъ центра, рамусомъ НЕ = 40, 

гд О ередина АВ, описываемъ кругъ. СН будеть малою осью. (См. черт. 105). 
78. По данной малой оси 1)С (ем. черт. 105) и точкВ Н начертить эалинеъ, 

Отв, Решене аналогичное съ рьшешемъ задачи 77. 
79. По данвымъ сопряженнымь даметрамь КЕ и НГ найти оси залииса, пе 

имфя его обвода. 

Отв. Проводимъ черезь Е лини ЕК (ем. черт. 106) перпендикулярно къ НУ, 
откладывавмь ЕК=ОН. Соединяемь К съ 0; ММ || НГ. Черезъ точки О и К 

проводимъ кругъ, имфющий центръ ча прамой 1/.; точки /, № лежать на иско- 
мыхъ осяхъ. Изъ центра А ралусомъ ЕЛ проводимъ кругь РЕФ и черезъ точки 

Ри © прямыя РС и ОА параллельно ОК. А и С суть вершины. 
80. По даннымъ сопряженнымь ламетрагь начертить эланисъ. 
Отв. 1-й епоеобъ. По рышению предыдущей задачи находимъ оси, 

2-й способъ. Изъ центра О проводимъ перпендикуляръь ОК къ одному изъ 
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Маметровь ОВ (см. черт. 107); АК || ОВ. Изъ центра О проводимъ четверть 

окружности КТ и ВМ. Эти дуги дфаимъ на одинаковое число равныхЪ’ частей; 
черезъ точки дБаешя КТ, проводимъ прямыя 1.21., 22М..... параллельно Чаметру 
ОБ, черезъ точки же лъаешя ВМ прямыя паралаельныя Ю.М до ветрёчи съ ма- 

метромъ ОВ въ точкахъ №,, М... черезъ эти посабдия точки проводимъ пря- 

мыя №, 2/,. №, 1И,,... Точки ветрёчи 2/,, 1,,... лежать на искомомъ эллипс$. 

Черт. 107. Черт. 108. 

3-й епособъ. На радусв О’В’=ОВ (см. черт. 108) строимъ четверть окруж- 

ности В,4,; рамуеъ 4,0, дфлемъ точками 1, 2, 3,... на вфкоторое число % рав- 

выхЪ частей. Въ этихъ точкахъ возставаяемъ перпендикуляры 11/',, 22/',, 321... 

Полудаметрь ОА дфлимъ на я равныхъ частей; черезъ точки дфлешя 1, 2, 3... 

Черт. 109. Черг. 110. Черт, 111. 

проводимъ прямыя 1.,, 211, 321,...., параллельныя полудаметру ОВ, на этихъ 

прямыхъ откладываемт отрЪзки 1.0/, —1.2',, 2 М,=2 М',, 3М,=3.М.,...; точки 

М,, М., М, првадаежать искомому эалинеу. 
4-й способъ. Проводимъ АЕ и ВЕ параллельно заданнымь даметрамь ДВ и 

АС. Дфлимь ОА и ЕЛ на п равныхъ частей точками 1, 2, 3.... Совдиняемъ пря- 

мыми точки дфлешя О съ точкою Г) и точки двлешя АЕ съ точкою В. 
(ем, черт. 109). 

81. Но данному аметру АВ и полухордь СП, соотвЪтетвующей ему, по- 

строить другой сопраженный д?аметръ эланпеа. 
Отв. На АВ (см. черт. 110) описываемъ полукругь; СТ | АВ; АЕ= ОГ. 

ЕС || ОН || 20; ВЕЕЬС; соеданяемъ точкя А и С прямою АС, которую про- 

водимъ до переефченйя съ фаметромь ОН; ОН будеть искомый полудаметръ. 
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82. На данной большой оси 7К’ начертить эллипеъ подобный данному. 
Отв; Въ среданЪ О данной прямой 1Ж проводимъ перпевдикуляръ СТ) къ пря- 

мой ТК (ем. черт. 111). Оть точки О откладываемъь ОВ= ОА=а, 00=0=, 

гдВ а, $ суть полуоен заданнаго эллипса. Строимъ прямоугольник и проводимъ 
его магонали; МР || ОЁ | ГК; точки пересъчешя съ магоналями №, 0; Р, В 

соединяемъ прямыми, образуется новый прямоугольникь; 1.7 будетъ малою осью 
искомаго элаинеа, а ГА большая ось. 

83. Въ данной точкЪ 1/ эллипса провести касательную. (Дано очертане 
эллипса). 

Отв. 1-й способъ. См. $ 181. 
2-й способъ. Черезъ точку 1 проводимъ двф произвольныя хорды 21.4 и Р/В, 

черезъ концы 4 и В проводвмъ хорды АС || МВ, ВЛ || МВ. Прамая ОЛ) па- 
раллельна искомой касательной. 

3-й способъ. Построеше при помощи допоанительныхъ хордъ, См. $ 177, 187. 

84. Изъ точки И внЪ эалипса провести касательную. 
Отв. Изъ фокуса Е’ проводимъ кругъ АВ радусомъ равнымъ За, т, е. боль- 

шой полуоси; изъ точки М какъ центра проводимъ кругь А” проходяпий че- 

резъ фокусъ Е; точки ветрёчи А и В двухъ 

круговъ соединяемъ съ фокусомъ Е’. Искомыя 

касательныя будутъ перпендикуляры МО и 

МЛ на прамыя ЕА и ЕВ. Точки касашя 
лежать на прамыхъь Ё'АиЁ’ В (ем. черт. 
112). 

85. Параллельно данной прямой РО про- 

вести касательную къ эллипсу. 

Отв. 1-й способъ. Паралаельно РО про- 
водимъ даметръ элаипса; находим маметръ 

Черт. 112. сопряженный, концы котораго будутъ точка- 

ми касаня. 
2-й способъ. Изъ фокуса №, проводимъ кругъ радусомъ, равнымъ большой 

оси эллииеа; изъ фокуса Ё” проводимъ прямую 7, | РО. Прамая 1, пересЪкаеть 

кругь въ точкахъ А и В, дЪлимъ отрёзки А и ЕВ точками Си Г) пополамъ; 

точки Си 1) лежать на искомыхь касатезьныхь. Точки касам лежать на пря- 
мыхъ №, Чи, В. 

86. Провести пормаль къ эллицеу въ данной точкЪ на обводЪ его. 
Отв. 1-й способъ. Проводимъ радусы векторы и дфлимъ уголь между ними 

пополамъ. 
2-й способъ. Проводимъ касательную и возставаяемъ къ ней перпевдикуляръ. 

$7. Изъ точки 1 ввЪ эллипса провести нормаль. 

Отв. Изъ М какъ центра описываемъ дугу АВ, проходящую черезъ фо- 
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кусъ Е; изъ другого фокуса №, рамусожь За описываемъ кругъ, который пере- 

сЪкаетъ дугу вЪ точкахь Аи В. Изъ Е, проводимъ радъ радусовь дуги АВ 
(ем. черт. 113). Части этихъ радусовъ заключающяся между лугою АВ и частью 

другой окружности дЪлимъ пополамъ; че- 

резъ точки дВлешя 7, #, #',... очерчиваемь 

кривую; точка ветрьчи этой кривой съ 
эллипеомь № будеть концомъ искомой 

нормали. 
88. Около даннаго эллипса описать 

хвалратъ. 
Отв. Изъ центра эллипса раусомъ рав- 

нымь У 5? описать кругь, этоть 
вругь перескаеть оси въ вершинахъ иско- 
маго квадрата, 

89. Въ данномъ эллипеь вписать ква- 

дратъ. 
Отв. ОЕЕАС=У ан, 06| АЕ 

(см. черт. 114), ОС? будеть равна половин стороны искомаго квадрата. 

90. Около даннаго прямоугольника описать эллипеъ, котораго оси пропорщю- 
нальны сторонамъ прямоугольника. 

Отв. Радусомъ 15 изъ точки $ описываемъ кругъ, черезъ К, средину дуги 

Черт. 118. 

Черт. 114. Черт. 115. 

1, проводамъ УМ параллельно АВ; соединяем № съ Ги О (см. черт. 115) 
проводимь ВС’ || МГи ВЕ || №0; 5С и БЕ будуть полуоси эллипса, 

91. Въ данномъ равностороннемъ треугольник 480 вписать эалицеъ, такъ 
чтобы одна изъ осей быда параллельна сторон ЛО, а другая ось равнялась 

прямой ЕЛ. 
Отв, На лини 21) описываемъ кругь (ем. черт. 116) проводимъ изъ В каса- 

тельную ВМ къ кругу; проводимъ МО и параллельную ей АК; КЕ будеть 
равна половин» неизвЪетной оси. 

92. Въ данномъ квадрат вписать эллипеъ по данному отношению между осями. 
Отв. Описываемъь около квадрата кругъ; вписываемъ въ кругъ прямоуголь- 
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никъ такъ, чтобы отношеше между сторонами его равнялось данному отношению 
между осями эллипеа и чтобы его стороны были параллельны лагоналямъ квад- 
рата. Стороны этого прямоугольника будуть искомыми осями элдинсеа. 

93. Къ данному кругу провести эллипеъ касательный въ данныхъточкахь А и В. 
Отв. Проводимъ хорду АВ и касательную 49 въ А; раздваяемь уголь АОВ 

пополамъ (ем. черт. 117). Если требуемый эллиисъ долженъ касаться извнЪ, пря- 

мая 5 О булетъ направлешемъ большой оси и тогда ироводимъ произвольную пря- 
мую АМ такъ, чтобы она перес5кла 50 за точкою 0; точка К будеть центр 

залипеа. Эллипеъ построится по центру К, касательной АЯ и точкф В. Если 
эллипеъ долженъ касаться извнутри, лвшя 50 будеть направяешемь малой оси и 

Черт. 116. Черт. 117. Черт. 118. 

тогда проводимъ черезъ А прямую АР такъ чтобы она прошла черезь точку 7. 

между О и Л; эта прямая будеть даметръ. 

94. Даны асенмптоты гиперболы и одинъ изъ Маметровъ СД), найти сопря- 

женный съ нимъ маметръ. 

Отв. Пусть авенмитоты будуть СА и ОВ (ем. черт. 118); проводимъ прямую 

ММ || СВ, эта прямая переефкаеть ассимитоту СА въ точкь № а данный д1а- 
метръ въ точкё №. Откладываемь №’ М = ММ; сопряженный маметрь 6у- 

деть СМ". 
95. По асеимитотамъ и фокусу гиперболы найти вершины. 
Отв. 1-й способъ. См. $ 217. 
3-й способъ. Изъ фокуса № опускаемь перпендикуляръ на одну изъ аесим- 

птоть. Разстояне другаго фокуса до этого перпендикуляра ссть дЪйствительная 
‘ось гиперболы. 

96. По даннымъ осямъ начертать гиперболу. 
Отв. См. $ 217, 215. 
97. По даннымъ ассимптотамъ и точкЪ № на кравой начертать гипербоду. 
Отв. См. $ 193. 
98. По данному маметру АВ и данной хорд ЛЕ, соотвтетвующей ему, на- 

чертить гиперболу. 

Отв, Проводимъ СР || РЕ, ОС || ЕЕ || АС. Дълимь О и СГ па одинако- 
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вое число раввыхъ частей. Точку А соединяемъ съ точками двлешя ОД), а точ- 

ку В съ точками двленя 7)". Точки пересфчешя проведенныхь прямыхъ лежатъ 
на гипербоа% (ем. черт. 119). 

99. По даннымъ сопряженнымъ даметрамь А и СЛ начертить гиперболу. 

(тв. 1-ый епособъ. Проводимъ СЁ || (РиСС || ЕЛ || АВ; Оби ОР будуть 

Черт. 119. 

аесимитоты (ем. черт. 120). Проводимъ изъ А прямыя Аж, Аж’... , откаады- 

зваемъ а’ — Аа, т’ — АБ..., точки т, т’... будуть на гиперболв. 

2-ой способъ. Воставляемь ОЕ |! АЗ; откладываемь ОЁ = ОА; длимъ ВО 

и ОС на п равныхъ частей и откладываемъ т6-же части по другую сторону Ви С; 

совдиняемъ 77 съ точками 1, 2,3... В; проводимъ черезъ точки дфлешя ОС пря- 

Черт. 121. Черт. 122. 

мыя 1%, 2т,, ... параллельно АВ и откаадываемъ части 17, = 1, и. = ..., 

ит. д, Точка т,, т, ... ляжеть на гипербоав (см. черт. 121). 

100. Провести касательную черезъ точку 2 на гипербол%. 
Отв. См. зад. 83. 
101. Провести касательную къ гаперболЪ черезъ точку М виф`кривой. 
Отв. См. зал. 84. 
102. Провести касательную къ гиперболЪ параллельно данной прямой. 
Отв. Ом. зад. 85. 

103. Провести нормазь къ гипербоаЪ изъ точки 2 внЪ кривой. 

Отв. Изъ точки Г какъ центра рамусомъ ЛГ, проводимъ кругъ, проходящий 
черезъ фокусъ Ё,. Этоть кругъ пересфкаеть въ точкахь А и В кругъ описанный 
изъ фокуса Е радпусомъ равнымъ 24 (см. черт. 123). Проводимъ изъ № рядъ пря- 
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мыхъ и чертимъ кривую геометрическаго мфста срединъ # хордъ, образован- 

ныхъ между двумя окружностями эта кривая пересфкаетъ гиперболу въ искомой 
точкВ №, 

104. Провести нормаль черезъ точку 2 на равносторонней гипербод%. 

(тв. Изъ точки ЛИ какъ центра радусомъ равнымъ разстоянно точки № отъ 

центра гиперболы проводимъ кругъ, который переефкаеть ось гиперболы въ точк® 
лежащей на нормали. 

105. Парабола съ постояннымь параметромь касается двухъ взаимно перпен- з 
дикулярныхъ прямыхъ. Найти геометрическое мЪсто фокусовъ. 

Отв. Фокусъ есть основаше перпендикуляра опущеннаго на хорду соприкоено- 

веня перпендикулярныхь касательныхь изъ ихъ точки пересфченя. Взявъ каса- 

тельныя за оси координатъ, мы получимъ фокусъ какъ точку пересфченя прямыхъ: 

#2 у я ь= Ти ах —Ву=0 (см. зад. 2). Принимая же во внимане 

а? 5? 
2 = СЕОУ (ем. зад. 52), гдЪ р чиело постоянное, получимъ черезъ исклю- 

чеше аи уравнене искомаго геометрическаго мЪета, 

Дау? = р? (2? у"). 

106. Найти геометрическое мЪсто фокусовъ параболь, касающихся трехъ дан- 
ныхъ прямыхъ. 

Отв. Возьмемъ двф касательныя за оси координать и пусть уравнен!е третьей 

прямой будеть == * = 1(*),гл тим числа заданныя. Назовемъ черезъ аи 6 

`азстояня точекъ касания параболы еъ осями ОХ и ОУ отъ начала координат 
(см. зад.2)); услове касаня прямой (*) съ параболою выразится такъ 

ап 5 т = 46. (“) 

Принимая въ соображене, что уравнеше оси параболы будетъ 

га У: = 5 —а? Е 

а Ь 4+ 960038 ° 
получимъ координаты фокуса 

$ = 86, 1 = Ва, 

м В=—; =. а 6 уголь межлу осями, 
а НО? - 246 6080 › 

Отсюда, 
2-2 6056-51? = В? (а? -- + 346 с0з Е) == В ав. 

кромЪ того’ 
Эи-- и = В бт-нап) = Ва, 

откуда 
В 22 с030 +? —Ет—щи=0. 
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Послфднее же уравнеше есть уравнеше круга, описаннаго вокругь треугольника, 
образованнаго заданными прямыми. Эта задача есть слдствйе задачи 61. 

107. Доказать, что сумма угловъ, образуемых двумя касательными къ пара- 

боль съ осью этой кривой, равнлется углу между осью и прямою, проведенною изъ 
фокуса къ точк№ перес®ченя этихъ касательныхъ. 

Отв. Слбдетве залачъ 58 и 36. 
108. Найти выражен!е длины хорды, образуемой нормалью въ какой нибудь 

— точкф ва: параболв черезъ разстояне р точки до фокуса и параметр р. 

С в, (2 рр)№ р 
м р. Я 

109. Зная параметръ параболы, найти ея уравнеше относительно осей коор- 

динатъ, совпадающихь съ касательною и пормалью въ конц фокальной хорды, 

перпендикулярной къ оси. 

Отв. Принимая во внимаше, что касательная въ концЪ фокальной хорды, со- 

ставаяеть съ осью уголъ въ 45°, мы получаемъ искомое уравнеше въ таком 
видь: (2-- у) —су=0. Остается опредфаить коэзффищенть с, который есть не 

что иное, какъ длина нормали, совпадающей съ осью у-овъ, и, сл®довательно, на 
основани предыдущей задачи, с =4. УЗ р, ибо р= р. 

100. Зная параметръ нараболы, написать ея уравнене относительно осей коор- 

динать, совпадающих съ двумя касательными въ концахъ фокальной хорды, пер- 

пендикулярной къ и.  — т 
Отв. (1 — у) — 2 Узр(&-н у) - 37? = 0. 
111. Доказать, что всяк кругъ, построенный па фокальной хордф, какъ на 

маметрв, касается директрисы. 

Отв. Сабдетвйе зад. 63. 
113. Еели кругъ пересфкаеть коническое сфчеше, то ихъ хорды пересфченья 

‚воставляютъ равные углы еъ осью. 
Отв. СаЪдетве зад. 12 и 200. 

113. Пусть будеть А вершина, № фокусъ параболы, р ир’ радлусы векторы 
двухъ точекъ № и И’ кривой, © уголь №”, { даина хорды 272/"; доказать 

слбдующя, употребляемыя въ астроном, формулы 

9 
Зрр’ зп? з 

2=— ЗУ на =УбЕРУРВ. 
р-р — 2 Урр! 095 

Отв. См, зад. 108. 
114. Черезъ точки пересёчешя двухъ коническихь ефченй 

Аа? Ву -н Су" + ЗО ЗЕЕ = 0; 

Д. А. Граве. а 15 
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А-В, еу + С, 520, -ЗЕУНЕ =0 ь 

провеети параболу, проходящую черезъь пачало коордиватъ. Когда это возможно? 

Отв. Обозначая черезъ 5—0 и 5, —0 уравневя заданныхъ конических с5- 
чешй, получимъ уравнеше коническаго сфченйя, проходящаго черезь точки пере- 

сВченя данныхъ, въ вид: Я — 9, = 0; остается подобрать А такъ, чтобы было 

(А—1№4,)(С—№0,)—(В— ЕВ, = 0 и также № — №Е, = 0; сказанное 
опредвлеше № возможно, когда удовлетворяется условме, получаемое черезъ иска: 

чене ® изъ послбднихъ лвухъ уравнений. 

115. Доказать, что всякая лия второго порядка, проходящая черезъ точки ие- 
ресфчешя двухъ равностороннихъ гиперболъ, есть также гипербола равносторонняя. 

Отв. Легко показать, что услов!емъ равносторонвости гиперболы будетъ равенство 
А = — С. Отеюда сафдуеть. что обозначая черезъ 5 и 5, первыя части урав- 

нешй 5 —0, 5, = 0 двухъ равноетороннихъ гиперболъ, мы получимъ уравнеше. 
новой равносторонней гиперболы въ вид 8 — #5, = 0. 

116. Доказать, что четыре точки пересфченя двухъ лишй второго порядка, оби 

которыхъ параллельны, лежать на одномъ вруг®. 

Отв. Уравнеше совокупности осей (**) выведено въ $ 160. Уравнеше совокуп- 

ности прамыхъ, проведенныхъ черезъ начало параллельно осямъ, веть 
ее 
А де В учу — 2 (А + Ву’ 

сокращая, получимъ, 

Ва — (А — С) зу — Ву? = 0. 

Услове паразлельности осей двухъ коническихь сБченй иметь видъ 

ИЕ | 
В А=б’ 

откуда получается: В, А — 4, В = СВ, — ВС,; легко показать, что это же г 

услове выразить возможность провести черезъ точки переефченья кругъ, ибо 

5 — #5, =0 

будеть давать кругъ, если 4 — КА, —= С — АС,, В — КВ, =0. 

117. ДвЪ хорды данной лини второго порядка перескаютъ одинъ изъ его да- 
метровъ на равныхъ разстояшяхь отъ центра. Показать, что всякая линёя второго 
порядка, проходящая черезъ концы объихъ хордъ, пересфкаеть этот аметръ въ, 
двухъ точкахъ, также равно удаленныхъ от центра. 

Отв, Возьмемъ за оси коордивать два сопряженныхь д1аметра; уравнеше ко- 
2 у ническаго сфченя будеть: «= ‚= Е 1; уравнене коническаго сЪчешя, прохо- 
И й 
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дящаго черезъ точки пересфченя хордъ съдапнымъ коническим сфчентемъ, будетъ: 

2 Ра > 
а = — [т (5 — 8) — У | [п (2 8) —у=0 

й й 
изъ послвдняго уравненя при всякомъ ® для у — 0 получаемъ х — == /(®). 

118. Бривая второго порядка касается двухъ асеимитотъ икоторой гиперболы. 
Доказать, что въ числ общихъ хордъ этихъ кривыхъ существують дв% паразлель- 

выя между собой. 
Отв. Пусть будеть уравнеше гиперболы 8 — А? = 0, гв а = 0,8 =0 

ассимитоты, тогда уравнене касающагося ассимптотъ коническаго сфченя будеть 
8—1? = 0; вычитая, получимъ 1? —/:? = 0, что и требовалось доказать, 

119. Даны кругъ и равносторонняя гипербола. Доказать, что если одна изъ 

общихъ хордъ есть маметръ круга, то другая есть маметръ гиперболы и обратно. 

Отв. Уравнеше совокупности двухъ хордъ будетъ 

А (52° — У) 2 Вау Од ЗЕ Е (у —П=0, 

но К = 

‘уравнене 

Е, ибо одна изъ хордъ проходить черезъ начало координатъ. Получаемъ 

Аа? -- 2 Взу - Сун ЗВу= 0, ®) 

ТДЪ 4, = АЕ, С, =—А-Е. Выразимъ услове дЪлимости первой части 

уравнения (*) на у — 2; получимъ 

А, +ЗВА-Н С, =0, О-Л= 

Производя на самомъ двлЪ лЪлеше, получимъ, 

С,^ 
2 

Показать, что прямая, опредфаяемая уравнешемтъ (^*), проходить черезъ центръ 

кривой 

був е+авни {0 

А (2 — у) + ЗВжу + З0г - ЗЕу- Е = 0. 

Обратное заключене можно получить, разсматривая уравнеше 

д — у — 1—8 + ту) (а + у =0, 

дающее коническое сфчеше, проходящее черезъ концы хордъ гиперболы, опред»- 

ляемыхъ уравненями 
Ш-ту= 0, ас--буне= 0; 

подбирая /, а, © такъ, чтобы выходило уравнене круга, мы замфчаемъ, что доста- 
точно положить й 

59 а=1 6 =—м. 

15* 
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Уравнеше круга будеть имзть видъ 

с 2те т 

т В“ тЫ т —Р 
я у— 

Очевидно, что прямая 12 — ту -нс — 0 есть маметръ посафхняго круга. 

120. Показать, что совокупность двухъ прямыхъ, соединяющихъ вершину па- 
раболы у’—2рх еъ точками прикосновеня касательных къ ней изъ точки 2, У; 

выражается уравненемь 
2рх? — Зужу - ау? = 0. 

Отв. у’ — 2рх — ЗК (уу, — рх — ре,) = 0. Разлагая на сумму квадра- 

товъ и выражая услове Р — 0, получимъ К = а 
й 

121. Сввусы угловъ, составляемыхъ двумя прямыми съ осями параболы, отно- 

сятея какъ т къ и. Въ какой зависимости между собой находятся разотояня оть 

вершины параболы до д!аметровъ, проходящихъ черезъ середины хордъ, параллель- 
ныхЪ этимъ прямымъ. 

Отв. См. $ 119. : 
122. Въ коническомъ сфчен!и периендикуляръ, опущенный изъ фокуса на хорду, 

и даметръ, дваяпий эту хорду пополамъ, пересфкаются на директрисв. 
Отв. См. $$ 212, 197. 

123. Доказать, что полумаметръ эллипса паи гиперболы есть среднее пропор- 
цональное между прямыми, которыя соединяютъ фокусы еъ концами даметра, ео- 

пряженнаго первому. 
Отв. См. $210, 197. 
124. Въ равносторонней гипербоа5 разетояше точки кривой оть центра есть 

среднее пропорцональное между разстоян?ами точки оть фокусовъ. 
Отв. См. предыдущую задачу и $ 200. 

125. Найти въ плоскости эллииеа такой кругъ, чтобы длина касательной, про- 

веденной къ кругу изъ каждой точки эллипса была фувкщя Ч ЧерЕ: цфлая и 

первой степени относительно координатъ этой точки. 
Отв. Центръ круга лежитъ въ фокус эалинеа. 

126. Доказать, что сумма или разность касательныхъ, проведенныхъ изъ каж- 

дой точки эллииса къ двумъ кругамъ, имфющимь предыдущее свойство, есть вели- 
чина постоянная. 

127. Данъ эланцеъ; сЪкущая обращается около неподвижной точки Р; соеди- 

няемъ №’ съ точками Ми М,, въ которыхъ она пересфкаетъ кривую. Доказать что 
— "М = 

. Я 

Отв. ры сЪкущую р М, до пересфченя въ точкЪ 1) съ директрисою 

и обозначимъ черезъ е эксцентриситеть эллипса, а черезъ е’ отношеше разстоян 

произведене у есть величина постоянная. 
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точки Р оть директрисы и отъ фокуса, тогда 

М Ре зт МОЕ зт РОГ _е. 
МП Р-Р’ М" зи МЕЛ ‘Я РЕ о; 

принимая во внимане задачи 36, 60, получимъ, обозначая черезъ 7’ полюсъ хорды 

ММ, 
: с0; РЕТ : воз МЕТ =е:е' 

но, соглаено задач» 36, углы РИГи МРТ суть полуразноеть и ВЕ т 

РЕМиРЕМ,; откуда требуемое въ задач произведене тангенсовъ равно ® Ее . 

Очевидно, что это произведеше останется постояннымъ, вели точка Р’ не будеть 
постоянна, но будетъ находиться на коническомъ сЪчени, имфющемь общие фокувы 
и директрису съ данвымъ (см. $ 213). 

128. Если проведемъ нормали изъ оконечностей фокусной хорды, то лишя, про- 
веденная черезъ точку ихъ пересфченя параллельно оси, дфантъ хорду пополамъ. 

Отв. Взять полюсъ хорды, который, очевидно, лежитъ гд® нибудь на директрисЪ, 
а также принять во внимане залачу 26. 

129. Прямая, соединяющая полюсъ фокусной хорды съ точкою пересфченя 

нормалей въ концахъ хорды, проходить черезъ другой фокусъ. 
Отв. См. задачу 128. 

130. Данъ треугольникъ, составленный тремя касательными параболы; доказать 
относительно него, что три его высоты пересекаются на директрис, что площадь 

его равна половинЪ треугольника, составленнаго тремя точками касаня, и найти 
радгусъ круга описаннаго. 

Отв. Радтуеъ круга описаннаго опредфляется по формулЪ: 

РРР = ан 

14% р,, Р.› Рз буть параметры, соотвтствующе маметрамъ, проходящимъ черезъ 
точки касания (см. $ 118, 119). 

131. Найти выражеше радтуса круга, описаннаго около треугольника, виисан- 
наго въ параболу. 

Отв. = 
ламъ стороны треугольника (см. $$ 118, 119). 

133. Если равносторонняя гипербола описана около треугольника, то она прохо- 

дить черезъ пересъчене его высотъ. 
Отв. Уравнене коническаго сЪченйя, пересЪкающаго оси въ данныхь точкахъ, 

выведено въ задач (1). При прямоугольной систем координать гипербола будетъ 

, 

; АБ с,, с, с; суть параметры маметровъ, двлящихъ попо- 

равносторонняя, если 05' = — аа/; отеюла $' = —“ ; точка (а, 6') веть точка 

ветрчи высотъ треугольника (0, 6) (а, 0) (а', о). 
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133. Равноеторонняя гинербола, однофокусная съ даннымъ эллипсомт, отебкаеть, 

на сторонахъ прямого угла, описаннаго около эллипса, равныя хорды. 
Отв. Возьмемъ стороны прямого угла за оеи координатъ. Уравнеше эллипса на- 

пишется такъ: 
Е В 
1»? 

а ь : 
18 Х=а— РНЕ У=у— у: Уравнене равносторонней гиперболы: 

будеть 
АХ? + ЗВХ. У — АУ? =1, 

Чтобы гипербола была софокусная, необходимо положить, 

ВА. 2 Ум бий 
Е: Ув аи’ ‚ 

откуда непоередетвенно сллуетъ справедливость высказаннаго въ задач. 
134. Если взять уголъ <, разсматриваемый въ $ 173, и обозначить черезъ м 

тотъ уголъ, который обозначенъ черезъ ф въ $ 222, то получимъ 

Те 
р=@а(1 —е 295$), иъ= ие и; 

р веть радусъ векторъ точки на зллипеВ (см. $ 222), а е экецентриситетъ, 
135. Бартушка компаса, составленная изъ 2 ралусовъ, обращается около своего 

центра, помфщеннаго въ фокусВ эллипса; доказать, что сумма обратныхъ величинъ, 

длинъ, отсчитываемыхь на каждомъ радгус отъ фокуса ло точки встрёчи съ эллип- 

сомъ, веть величина постоянная. 

Отв. = тлф р параметръ эллипса. Доказательство основано на равенствЪ 

605 4 — 608 (а +- 8) -- с0з (а + 28)  ... -Н 008 [а - (т — 1) 8] =0, 

тв 8 = ьЕ 

136. Изъ какой нибудь точки Р, находящейся въ плоскости эллиива, проводимъ 
касательныя къ этому эллипсу; изъ точки Р’ опускаемъ на хорду прикосновеня А В 

перпендикуляръ РС; прямыя РСи А В пересфкаютъ малую ось въ точкахъ Ди Е; 
доказать, что кругъ, описанный на 7)Е, какъ на маметрь, пройдеть черезъ оба 

фокуса. 

137. Продолжая радтусы векторы, которые идуть отъ какой нибудь точки 

эллииеа къ двумъ фокусамь Ки", до точекъ ихъ первебченя Ри © съ кривой, 
МЕ - МЕ, 
РР + ор’ ТЪЬ величина постоянная, 

Отв. Можно посовфтовать взять полярныя координаты. 

138. Дана равносторонняя гипербола и точка ЛИ, не лежащая на ней 

доказать, что сумма 
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точки № проведены нормади. Требуется: 1) провести черезъ основания нормалей 

новую равностороннюю гиперболу, которой нормали въ этихъ точкахъ сходились бы 
въ одну точку, и указать положеше послфлней: 2) обозначая черезъ К гиперболу, 

уловлетворяющую предыдущему требованию, указать ту чаеть плоскости, въ кото- 
рой нужно взять точку Л/, чтобы ей соотвфтствовала хЪйствительная гинербола Ку 

3) какую лино должна описывать точка №, чтобы типербола К была равна 

заданной. 
Отв. 1) Пусть уравнеше заданной гиперболы будеть =? — у? = 42, а коорди- 

наты точки 1 (р, 9). См. зал. 12. Гипербола К’ имфетъ уравненше 

2 — у — а (22у — 4х — ру) = 0. 

Возьмемъ точку встрёчи нормалей гиперболы К произвольно, пуеть ея координаты 

будуть аи В. Придется отождествить два уравненя 

(& — 2) (у — 2 5 р) + (8 — \) (22 - 3Ау — М) =0 
и 

Ш -ны (3лу — 42 — р) =0, 
откуда 

в = т ра — 48 = — 34, а + р =2(8—9), 

28 +м=—2(а— р) 

изъ двухъ послёднихь равенствъ получаемть 

Р\* 3 1 Эс» р А + 2"). 
(. т) ( 4 16 е #2 

Координаты я в В опредфляютея, какъ координаты точки пересфченя прямой 

ра — ду -+ 3а* =0 

а =. Эра ( !) =(, = с т). 

2) Точка М должна находиться внутри эллипса 

съ кругомъ 

3) Уравнеше лини, описываемой точкой ЛГ при сказанномъ услови, иметь, 
ВИЛ 

(22 — у? -н 84?) = 3. 33а? (27 -н у’). 

139. Найти вс коничесыя сфчешя, въ которыхъ двумъ взаимно перпендику- 

зарнымъ направлешямъ хордъ соотвЪтетвують два перпевдикузярныхь между со- 
‘бой дламетра. 

Отв. Равносторония гиперболы и круги. 
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140. Въ равносторонией гицербол® уголъ между двумя ламетрами равень углу’ 
между маметрами сопряженвыми. 

141. Данъ эллипеъ и точка Р(х, В) на нормали точки №, (2, У,), лежащей 

на эллиие%; изъ точки Р проведены къ эллипеу четыре нормали, ихбюпия основа- 

щями точки 2, №,, М., 4/,; найти уравяен!е круга, проходящаго черезъ точки 

М,, М., М, идоказать, что этотъ кругъ проходить черезъ точку 2“.. {аметрально 

противоположную точк® ЛИ, и черезъ основаше перпендикуляра, опущеннаго изъ 
центра на касательную въ точк® 1, (теорема Тоахимсталя). 

Отв. Обозначая черезь 2, у координаты аюбой изъ точекъ №М,, 2/,, М, мы 
получииь 

а? - у’ = а, фк? -- а?у, = а; 

вычитая, получаемь 
пу 4 (у — 9) =0. ы 

Съ другой стороны, согласно залачв 22, нолучвиь 

т 23 
Е + 

вычитая, получим 

га (#— 2.) _ВВ(у —%). 
ть У" 

исключаемъ изъ уравнений (*) и ( 

[ыы 

“*) разности 2 — 2, иу — У, получимъ 

(&--2.) У (у 
РИ $8 

Послднее уравнеше опредфляеть коническое сфчене, проходящее черезъ три точки 
М, М», М, и черезь точку №’, маметрально. противоположную точк® 1/.. 
Полагая 

=: 

и, МЕ 
ь КД 

у. 

получим 
&(#-н т) 

а: 
а ве =, 

Послдиее уравнеше опредъляеть коничесное сЪчеше, ихБющее оси паразлельныя 

осямъ заданнаго эллипса. Получаемъ, на оспован!и задачи 116, искомый кругъ, про- 
ходящИЙ черезъ точки Л/,, 2/,, М,, 2"; 

3 

142. Черезъ точку 2/ на зазипе® можно провести три нормали къ кривой кром 

той, которая имфеть своимъ основанцемъ точку 2; если на этихъ трехъ нормаляхъ 

отаожить отъ точки Л/ отрзки, равные тмъ ‘отрёзкамъ этихъ нормалей, которые 

2 ника = (т =. 
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образуетъ на нихъ большая ось, считая отъ основаша нормали, то три полученныя 

точки лежать на круг, касающемея эллипса въ точк® 2. 
Отв. Пусть будеть 65°” = ау’ — а?6? — 0 уравнене заданнаго эллипса. 

Кругъ Тоахиметаая (см. задачу 141) дая точки 21 (а, 8) будетъ 

276? (2 -+ у?) — ид — Вачу — а?6? (а в) = 0. 

Обозначая черезъ Хи У координаты точки, взятой па нормали въ точк® ® у) 

эллипса, согласно условямъ задачи получим 

подставляя значешя 2, У изъ послфднихъ уравнен!й въ предыдупия, получимъ, 

@ (Х— 2) (У — 3 =, 

а Ха) а? У-— 8): — ва? 6*(Х—а) — а? З)— 026 (ай-- в?) = 0. 

Послбдая два уравневйя даютъ коническйя сЪченшя съ параллельными осями; черезъ, 

точки ихъ пересфченя проходить круг 

КУ 0 
Поелфднйй кругъ проходить черезъ точку 2/ и касается эллипеа. Когда точка 2/ 
двигается по эллииеу, центръ круга (*) описываетъ. эзалинеъ 

(а* - с? 

Е 
143. Черезъ точку 0 окружности круга проведены три хорды и на каждой, 

хакъ на даметрв, описаны круг. Эти три круга, переекаяеь въ точк® 0, пере- 

сЪкутся еще въ трехъ точкахъ, лежащихъ на одной прямой. 

Отв. Возьмемъ полярныя координаты: полюсъ въ точк% 0, полярная ось-Маметръ 
круга. Уравнен!е заданнаго круга есть р== 4 с0$0. Пусть даметръ одного изъ дру- 

тих круговъ составляет уголъа съ осью; тогда его длина будетъ 4с0з а; уравнеше же 
этого круга будеть р = 4605 9.60$ (0 — а). Уравнеше другого круга будеть 
р = 40088. соз (8 —В). Найти точку переебчешя этихъ двухъ круговъ значить 
удовлетворить уравненю 2032 605 (0 — 4) = 0088 0$ (6 — В). Легко вид®ть, что. 
0 —-НВ, а соотвётствующая величина р будеть 4 с05 а созВ, Точно также по- 
лярныя координаты точки пересфченя круга перваго съ третьимъ будуть: 

Таз? в (а? с) у = 

0 —2-Н1, р=460$а 6081. 

Найдемь теперь уравнеше въ полярных координатахь прямой линш, соеди- 
няющей эти дв точки. Возьмемъ общее уравнене прямой лини 

реоз (а — 6) =6 
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и подставимъ въ него послфдовательно найденныя величины для 9 и р. Получимь 

Ь — Ч 03а. 6083. 0; |@ — («+ 3)] = 03а, с0$1. 08 [@ — (ат), 
откуда 

а=а-- т, 6=4608а. 608 В. 6081. 

Полная симметИя выраженй а и В относительно угловъ а, 8, 7 выражаеть свой- 

ство геометрической фигуры, высказаннное въ задачъ. 
144. Найти геометрическое мЪето точек, изъ которыхъ можно провести къ 

параболь дв взаимно перпендикулярныя нормали, 
Отв. Уравнене параболы 

у = 2рх, (1) 
уравнене нормали въ точк% параболы (2, у) будетъ 

(Ежи (и—Ур=о. (2) 

Если заданы значешя Е и ',, то координаты точки на парабол$ (2, у) опредвлятся 

рёшешемь совместно (см. зад. 22 и 23) уравневй (1) и (2). Получатся триточки: 
пересфчешя параболы (1) съ гиперболою (2). Иеключая 2 изъ этихъ двухъ урав- 

нен!й, получимъ для у слдующее кубическое уравнене: 

5 — р (: — ру — 212? = 0. 

Три корня этого уравнения у., у,, у, удовлетворяютъ уравненямъ: 

и +9. =0. (3) 

ау 2 У, 5 уу: = — р (1 —Р) (4) 

Шоу, У = тр" (5) 
Услове перпендикулярности лвухъ изъ нормалей есть: 

Ус,  Р* = 0 [ем. урави, (2)] (6) 

Остается изъ четырехъ уравнений (3), (4), (5), (6), для получевя геометрическаго 
мфота, ноключить три величины у., У,, У., Что легко сдфлать. 

145. СЪкущая обращается около неподвижной точки, взятой на оси параболы; 
черезъ точки, въ которыхъ она переефкаеть параболу, проводимъ нормали; найти 
теометричеекое мФето точки пересфченя этихъ нормалей. 

146. Парабола перемфщается параллельно самой себф такимъ образомь, что 
вершина ея описываеть параболу въ ея начальномь положении; изъ вершины не- 
подвижной параболы проводимъ касательныя къ движущейся параболь; найти гео- 
метрическое м®сто точекъ касан!я. 

Отв. Называя а, В координаты новой вершины параболы, имфемъ: 33—2ра (1); 
уравнен!е подвяжной параболы будетъ 

(у—В*=2р (#—а); (2) 
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уравнене касательной изъ начала: 

— 2 (у— 83) 3 — р (2—2) Зря =0: (3) 

остается изъ трехъ уравненм (1), (2) и (3) исключить м и В. 

147. Найти геометрическое хЪсто такой точки, чтобы сумма квадратовъ нор- 

малей, проведенныхъ изъ этой точки къ данной параболь, была постоянна. 

Отв. См. задачу 144. Надо положать 

(— жи фу, -Н- у =%, 

тдЪ ® постоянное число, а выражешя 

Уо-ну, +, нуну, НУ, 
опредфляются черезъ коэффищенты уравненн третьей степени по формуламь Нью- 
тона. Въ данномъ случа 

он -У" 2 (фон и: 55). 
148. Дана кривая второго порядка, вписанная въ уголь; проводимъ къ этой 

кривой какую нибудь касательную. Найти геометрическое мфето точекъ пересфченя 

высоть треугольника, образуемаго движущеюся касательною и сторонами угла; найти 
также геометрическое исто центра круга, описаннаго около того же треугольника. 

Отв. Примемъ за ось х-овъ одну изъ сторонъ угла, вершину его за начало, а 
ось у-овъ возьмемъ перпендикулярно. При вебхъ задачахъ, гдЪ требуется прово- 
дить периендикуляры, можно посовЪтовать брать прямоугольныя оси координать, 
ибо тогда условше пернендикулярности выражается проще. Уравненя касательных 
будуть у= 0, у—^2==0. Уравнеше искомаго коническаго сёчешя можно на- 

писать такъ : 
(ах + фу с): — у(у— ^2)= 0, [6% 

тд а Е Бу -- сесть хорда, соединяющая точки касаны касательныхъ. Уравнен!е 

прямой напишемъ въ вадЪ т 

Ау В (у— №) -Н С (ав фу е)=0. (2) 

Чтобы эта прямая была касательная, необходимо исключить изъ уравненя (1) и (2) 

(ас-Н Ву + с) п выразить, что результать долженъ быть полнымъ квадратом; 

получим: 

откуда окончательно уравнене касательной приметъ видъ 

(Зу-- АВ? (у— 2) --4СВ (аа -Ъучне) =0. 

ДальнЪйшее ршене задачи не предетавляеть затруднен. 

149. Данъ эллипс; черезъ неподвижную точку проводихъ двЪ какая нибудь 

взаимно перпендикулярныя прямыя и вЪ точкахъ, гл эти прямыя пересфкають 
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залииеъ, проводимъ касательныя къ этому элипсу. Найти геометрическое 
точекъ пересченя этихъ касательныхъ. 

Отв. Х, У координаты точки пересфченя касательныхъ къ эллипсу; коорли 

наты точекъ касашя назовем 2,, ,; 2,, У.. Координаты неподвижной точки пусть. 
будуть хи В; услове перпендикулярности напишется такъ: 

я, + уу, — а (в, 2) В (уу) ++ =0; 
но 2, их, суть корни уравнения: 

Ро В. с у РЕ Хх. У, 

Е а [а а. | 

точно также у, и у, суть корни уравневя аналогичнаго. 
150. Та-же задача, когда взаимно перпендикуларныя лини замнимь прямым, 

параллельными двумъ сопряженнымъ ламетрамъ другого даннаго эляниеа. 
Отв. Надо поставить услов!е 

Ав В---О=0, 
т 

= ив Е 
2 — 

151. Уголь постоянной величины обращается около своей вершины, помфщен- 

ной ва данной кривой второго порядка; въ точкахъ, въ которыхъ стороны угла 
перес®кають кривую, проводимъ касательныя къ этой кривой. Найти геометри- 
ческое мфсто точекъ перес®ченйя этихъ касательных. 

153. Проводимъ какую нибудь касательную къ гипербол%; точки; въ которыхъ 

она. пересЪкаеть соотвфтетвуюния асимитоты, соедивяемъ съдвумя неподвижными 
точками. Найти геометрическое мЪето точки пересёчен!я посафднихъ двухъ прямыхъ. 

Отв. Отнести гаперболу въ асимптотамъ. 

153. Даны дв точки А и В; черезъ эти двЪ точки проводимъ тая дв дви- 

тающяся прямыя Аи ВМ, чтобы уголъ ГА В былъ вдвое больше угла МВА. 
Найти геометрическое мЪсто точекъ пересфчешя 2/. 

154. Опредвайть геометрическое мФсто центровъ окружностей, которыя оте- 
кають лини данной даины на сторонахъ даннаго угла. 

Отв. Возьмемъ стороны даннаго угла 0 за оси координатъ. Уравнен!е круга бу- 
деть (х— а) -+(у—В}-+ 26050 (2—а) (у— ; полагая у—0О для 
разности корней 2 получимъ выражене: 3И =? — 37576. 

155. Даны дв неподвижныя прамыя; движущаяся прямая пересъкаетъ пер- 
выя дв такъ, что составаяеть треугольникъ постоянной величины. Найти геоме- 
трическое мфето центровъ тяжестя этихъ треугольниковъ. 

Отв. Гипербола. 

156. Даны неподвижная точка и неподвижная прямая; уголъ постоянной вели- 
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чины вращается около своей вершины, помфщенной въ неподвижной точкЪ. Найти 

геометрическое мВето центра круга, описаннаго около треугольника, образуемаго 
сторонами угла и неподвижной прямой. 

Отв, Гипербола. 
157. Треугольникъ АВС вписанъ въ гиперболу; двЪ стороны его неподвижны; 

найти геометрическое мЪето средины третьей стороны. 
Отв. Гипербола. 

158, На одной изъ дагоналей прямоугольника, принимаемой за хорду, описанъ 
кругъ. Найти мЪсто концовъ даметровъ, паралаельныхь второй д1агонали. 

Отв. Гипербола, 
159. Даны уголъ и неподвижная точка; черезъ пос днюю проводимъ сЪкущую 

и черезъ точки, въ которыхъ эта сБкущая встрчаеть дв стороны угла, проводимть, 
прямыя, соотвЪтственно паразлельныя сторонамъ угла. Найти геометрическое мфето 

точки пересчевя этихъ параллелей. 

Отв. Гипербола. 
160. Найти мЪсто такой точки, чтобы одинъ изъ биссектровъ угловъ, образуе- 

мыхъ прямыми, соединяющими эту точку сь двумя данными точками Ли В, имфаъ 
данное направлеше. 

Отв. Гипербола. 
161. Данъ эллинеъ; проводимъ два сопраженныхъ даметра. Найти мфсто точки 

пересфчешя одного изъ нихъ съ прямой, проведенной черезъ давную точку перпен- 
дикулярно къ другому или, боле общая задача, съ прямой, образующей со вто- 

рымъ ламетромъ данный уголъ. 

‘Отв. Гипербола. 
162. Найти геометрическое мФето вершинъ параллелограммювь, построенныхь 

на сопряженныхь л1аметрахъ эллииса, 
тв. Еели одна изъ вершинъ нараллелограмма лежитъ въ начааЪ, а дв рядомъ 

лежашця вершины имзють координаты (2, /.), (2, у.), то противоположная вер- 
шина имфеть координаты (2. -Н2,, у, + у.). Шекомое геометрическое мото — 

эллииеъ. 
163. Найти геометрическое мЪето средины хордъ, проведенныхь черезъ одну и 

туже точку эллипса, 
Отв. Эллипеъ. 
164. Хорда круга перемфщается, оставаясь параллельною самой себЪ; черезъ 

концы проводимъ прамыя, параллельныя двумъ даннымь направленямъ, Найти 
ифето точки пересфченя параллельныхъ лин. 

Отв. Эллицеъ, 
165. Прямая перем щается паралаельно самой себЪ въ плоскости двухъ другихъ 

прямыхъ: найти геометрическое мЪето такойея точки, `чтобы сумма квадратовъ 
разстоянйй этой точки отъ точки пересфченя съ данными прямыми была поетоянною. 
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Отв. Эллинеъ, 
166. Эллипеъ вращается около своего центра; въ точкахъ, гд® онъ перескаетъ 

данную прямую, проводимъ къ нему касательныя; найти мЪсто точки пересвченшя 
этихъ касательных. 

Отв. Уравнен!е эллипса, отнесенное къ центру есть 

Ах? - 2 Вху + Су? =Р; 

неподвижная прамая пусть будеть у=5; кромф того, по условю вопроса, 

А--б=ь 4А6— В =1, 
1% К и 7 постоянны. Уравнеше эллицса можно написать въ видь 

(Аж  Ву*-Н?=АР; 

откула уравнен!е касательной въ точкЪ 2,, у, будетъ 

(Ах, + Ву,) (Ах-- Ву) + Шу, =АР. 

Дазъе рьшеше не представляеть затруднешя. Иекомое геометрическое мото ость, 
крутъ. 

167. Данъ кругь и неподвижная прямая, проходящая черезъ его центръ; по- 

движная прямая, равная радгусу круга, опирается однимъ концомъ на окружность 
круга, другимъ на прямую; найти геометрическое мЪето, описываемое какою либо 

точкою движущейся прямой. 
Отв. Центръ круга принять за начало, неподвижную прямую за одну изъ осей 

координат. Искомое геометрическое м®ето есть залииеъ или кругъ, концентриче- 
сыйй съ заданным. 

168. Движущаяея плоскоеть перемщаетея по неподвижной плоскости такъ, 
что дв прямыя движущейся плоскости остаются соотвтетвенно касательными къ 

двумъ кругамъ неподвижной плоскости; найти геометрическое мЪсто, описываемое 

точкою неподвижной плоскости ва движущейся плоскости. 

Отв. Возьмемъ тавя прямоугольных координаты 2, у неподвижной плоскости: 

центръ одного круга примемъ за начало, ось 2-овЪ проведемъ черезъ центр дру- 
гаго круга, абоциеса котораго пусть будетъ А. За координаты &, \) въ движущейся 
плоскости примемъ дв\ касательныя. 

Формулы перехода будуть: 

&—=а-+ Е с03а- 6038, у=-- эта -- 83 [6 

(см, $41), гдЪ а и 5 —координаты новаго начала. Подвижныя оси имфють въ ста- 

рыхъ координатахъ уравненя 

(#—4) зт В —(уУ— В) сз 8—0, (5—и) та — (у— 6) с054 =0. 

Условя касаня къ ланнымъ кругамъ будуть: 

— азтВ-- оз =, 2) 
(& —и)зта-нфеза =, , (3) 
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ть ги», ращусы круговъ. Возьмемь нЪкоторую точку неподвижной плоскости 
2, У; тогда, искаючивъ а и 6 изъ уравнений (1), (2) и (3), получимъ два урав- 

неня вида 
Ас Взта= 0; А, с058 + В, зт В = ©, 

ть А, А,, В, В, числа постоянных, а Фи ©, аинейныя функщи отъь из. 
Остается изъ двухъ послфднихъ уравненшй исключить я и В, принимая во вни- 
маше, что В — «= пост. Показать, что геометрическое мЪсто будеть эллинсъ. 

169. Отъ какой нибудь точки эллинеа по нормали откладываемъ линтю, рав- 
т 

ную =, тд воть постоянная величина, а р перпендикузяръ, опущенный изъ 

центра на касательную; найти геометрическое мфсто конца этой прямой. 

Отв. Легко видфть, что в пропоршюнально даметру парзлаельному къ каса- 

тельной. Когда искомое вет кругъ? 

170. Найти геометрическое м®ето вершины постояннаго угла, описаннаго около 

параболы. 

Отв. Гипербола. 

171. Черезъ фокусъ параболы проводимъ хорду и на хордЪ, какъ даметрь, 

описываемъ кругъ, затбмъ проводимъ къ кругу касательныя, паразлельныя данной 

прямой; найти геометрическое м$сто точекъ прикосновения. 

Отв. Гипербола. 

172. Постоянный уголь вращается около фокуса кривой втораго порядка; въ 
точвахь, въ которыхь стороны угла встрьчають кривую, проводимъ къ ней каса- 
тельныя; найти геометрическое мЪето точки пересбченя этихъ касательныхъ. 

Отв, Возьмемъ уравнеше коническаго сфчешя въ полярныхьъ координатахъ, 

принимая за полюсъ фокусъ: 

ре 
1-5 е0050 

Возьмем на этомъ коническомъ сЪченш точку, опредваяемую угломъ 0,, Тогда х 

касательная въ этой точкЪ будетъ имфть уравнение: 

- = 6605-Е 60$ (0 —0,). 

Половину вращающагоея угаа обозначимъ черезъ 2; тогда, обозначая полярныя 

координаты точки, принадлежащей искомому геометрическому мЪсту черезъ В иф, 
получимъ уравнения: 

р ф=Ф-а, В=— о 
? лы е 60$ (6, а) + 03 а 

Отсюда, исключая 0,, получимъ уравнеше искомаго геометрическаго м®ета. 
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173. Найти геометрическое мфето фокусовъ параболъ, проходящихъ черезъ дв 
данныя точки при данномъ направлен оси, >. 

Отв. Уравнене параболы предетаваяемъ въ таком видЪ: 

(ах -- Ву = 3Р( 1 — 9+. 

Координаты данныхь точекъ пусть будуть 

(№, о), (—®, 0). 
Тогда 

а^ ь з 
Р=-, в= дей». 

Дальшёйшее рьшене получимъ, принимая во вниман!е $ 115. 

174. Найти геометрическое место фокусовъ равностороннихъ гаперболъ, имвю- 

щих директриеою ось у-овъ и отефкающихь па оси 2-овъ постоянный отрёзокъ. 
Отв. Уравнеше разематриваемой гиперболы имбеть видь: — 

#— "+ (у— В" = 247, 

тд а иВ координаты фокуса. Согласно требованию задачи гипербола должна про- 
ходить черезъ точку: 

х =а, у=о. 

Уравнене искомаго геометрическаго мфста пыъеть видъ: 

(а— 2? -н В? = 3а?. 

175. Найти геометрическое м®ето центровъ окружностей, проходящихъ черезъ 
данную точку и отеБкающихъ отъ данной прямой отрзокъ данной длины. 

отв. Парабола. 
176. Къ эллипсамъ: 2 

аа—{ сы Г 

гдЪ № перемфаный параметръ, проведены касательныя изъ точки, лежащей на боль- 

шой оси. Найти геометрическое мЪето точекъ прикосновеня этихъ касательныхъ. 
Отв. Кругъ. 

177. Найти геометрическое мфето центровъ раввыхъ равностороннихь гииеу- 

боль, проходящихъ черезъ дв данныя точки. 
Отв. Уравнене гиперболы можно представить въ видь ь 

(2 — а) + 2 (#—(у—Ю— 9 —В:—Ь=0, 

гдВ а и В координаты центра. Услове постоянства длины дЪйствительной оси ги- 
перболы есть: = 

у“ 
Дальнфйшее рёшене уже не представляеть затруднен. 
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178. Найти геометрическое мЪсто полюсовъ таквхъ хордъ нараболы, нормали 

въ концахъ которыхъ пересЪкаются на этой парабол®. 

Отв. Назовемъ черезъ х и В координаты какой нибудь точки искомаго геомет- 

рическаго мъота. Уравнеше поляры будетъ: 

ув = ре а). 
Назовемь черезь Е ии координаты точки вотрчи пормааей въ концахъ хорды; 
тогда получимъ координаты концовъ хорды, ршая относительно х и у уравненя: 

ту -Ну@ — 9 — 1 =0ну — 22 =0, 
причемь имфеть мото услове: ? = 2рЕ. Обозначая черезъ у, и у, ординаты 

концовъ хорды, получимъ сл5дующее уравнене для ихъ опредфлевя: у’-уч-- 

= — Х— а, 
— 29° = 0. Уравнеше хорды вмфеть видъ: — "= —__®, оюда 

:3 |: .. ры У. —9:: м — я, 

ера, Дазфе, 8 = о 28 — аи окончательно: 
у, 2 Во и 

а=р. 

179. Найти геометрическое мЪсто точевъ пересъчешя касательныхъ въ концахъ 
сопряженныхъ Маметровъ эллипса. 

Отв, См. $ 197. 
180. Найти геометрическое мЪсто вершинъ гиперболъ, имфющихъ общими одну 

асимитоту и одинъ фокусъ. 

Отв. Примемъ асимитоту за ось у-овЪ, а фокусъ возьмемъ на оси 2-овъ. Общий 
видъ уравнешя гиперболы будетъ, 

(2 — а ну = ту), 

тдь а — заданная абецисса фокуса, а 2 — перемфнный параметръ, черезъ исклю- 

чеше котораго получается искомое уравнение. 
181. Найти геометрическое мЪето фокусовъ параболъ, иубющихь общую вер- 

шину А и общую касательную Л/Т. 

Отв. Возьмемъ уравнеше параболы въ простьйшемъ видЪ: 

У =. 

Повернемъ оси координатъ на уголъ а, тогда уравнене параболы будетъ: 

(— Хзта-+ У 005 а)? = 2р(Х сз а -+ Узта). 

Чтобы эта парабола касалась заданной прямой: 

У=-Ь, 

необходимо, чтобы удовлетворялось услове: 

за (6? с03?а -- ЗрЬзт а) — (6603 ат а — роза)? = 0 (*). 

Обозначая координаты точки, принадлежащей искомому геометрическому м%ету, 

Х. А. Граве, 16 



черезъ $, м, получим: 

Е= Рожа, ч= Рута. 
2 2 

Исключая уголь х при момощи условия (”), получимъ уравнене искомаго 

рическаго м%ета. 
182. Найти геометрическое мфето полюсовъ данной прямой по отношению: 

кругамъ, касающимся одной прямой и имфющимъ центры на другой данной прямей_ 

Отв. Примемъ точку ветрёчи данных прямыхъ за начало координатъ, 

мую, которой круги должны касаться, за оеь 2-овЪ; тогда уравнеше измфняюннале 

положене круга будеть имфть видъ: 

2 -- у — 2ах — Заау 4 2? —= 

тдЪ а абециеса центра, а — величина заданная. Сравнивая уравнене третьей за- 
данной прямой 45-+ Ву С=0 съ уравненемъ поляры, получимъ два урав 

нешя, исключая изъ которыхъ перемфнный параметръ =, получимъ уравнене исво- 
маго геометрическаго м®ота. 

183. Найти геометрическое мЪето вершинъ гиперболъ, имбющихь общую асими- 
тоту и общую директрису. 

Отв. Обозначая черезъ а и В координаты фокуса гиперболы, взявъ заданную 

асимитоту за ось у-овъ и предетаваяя уравнене заданной директрисы въ вид, 

11 + тут = 0, 

получимъ уравнене гиперболы въ такомъ видЪ: 

[а — == —3@а=м)] ей =0. 

При нахождени уравненя искомаго геометрическаго м®ста придется исключить 
параметръ а. 

184. Даны дв прамыя АВ и ОД, пересфкаюпияся подъ прямымъ углом: 
найти геометрическое м%ето фокусовъ гиперболъ, имфющихь прамую АВ венмп- 
тотою и касающихся СЛ) въ точь Р. 

Отв. Возьмемъ касательную за ось х-овЪ, а асимитоту за ось у-овъ; пусть точка 
Р нифеть абециссу: х—а. Тогда уравнеше (2—2)? + (у— В)? = ((ж-ьюучни) 

опредфлитъ гиперболу, имфющую фокусомъ точку (=, В) и мы получимъ уравненше 
искомаго геометрическаго мфета черезъ исключен 1, %, изъ четырехъ уравненй 

(а— а)? = (а-н п), т= 1, ВЕН, + 2а-- 1? = 0. 

185. Даны три точки 4, В, О; черезъ А проведена прямая 4.4’. Найти гео- 
метрическое мЪсто точекъ прикосновешя касательныхъ, параллельныхь А.А’, ка- 
сающихся къ коническимъ сфчещямъ, проходящимь черезъ Ви Си касающихся 
прямой А.А’ въточк А. 
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Отв. Возьмемъ прямую АА’ за ось х-овъ и начало координать въ точк® Л, 

'Уравнеше разсматриваемыхъ коническихь сЪченй будеть: 

Аз’ --2Вту-+ Су?-+ 2Еу= 0 (ем. зад. 24). 

То, что коничесвя сфчешя должны проходить черезъ двф точки, даеть условмя: 

Аа? + 3 Пар-н С 2 =0 (0) 

Аа," ЗВа, 6, -- 0%,°5 216, =0. (2) 

Обозначимъ черезъ Е и \} координаты точки касашя касательной; тогда уравнение 
касательной будеть Азё-н В (г-н у) + Суд-н Е (у-нт) =0; услове парал- 
лельности касательной и оси х-овъ выразится такъ: 4 -- Ву =0 (3). Остается 

еще услове А? 2В-н С? + 2Ец= 0 (4). Искаючая изъ уравненй (1), 

(2), (3), (4) коэффищенты 4, В, С, Е, получимъ уравнеше искомаго геометри- 

ческаго мЪсто, которое будеть коническое сЪчене (гипербола). 
186. Найти геометрическое мЪето вершинъ коническихъ сфченй, полученныхь 

при рёшени предыдущей задачи, въ предположени, что прямая АА’ вращается 

около точки А. (Есо]е погта]е, 1863). 

187. Показать, что четыре точки пересбчевшя двухъ коническихь сфченй, 

вписанных въ данный прямоугольникъ, суть вершины параллелограмма, стороны 
котораго параллельны двумъ даннымъ направленямъ; 2) найти мфето точекъ при- 

косновеня касательныхъ, проведенныхь изъ данной точки ко вефуъ коническимь 
съчешямъ, вписаннымь въ данный прямоугольникъ, или касательныхъ, паразлель- 
ныхъ данному направлен; 3) найти м5ето точки вефхъ этихъ коническихь сф- 

чен, въ которой касательная образуетъ давный уголъ еъ маметромъ, проходящимь, 

черезъ точку прикосновешя. (Сопеопгз #бибта], 1866). 
188. Даны прямыя АВ и СД, пересфкаюцщияся подъ прямымъ угломъ; раз- 

сматриваются гиперболы, имвющя АВ асимптотою и касающяся (7) въ точк® 

Р. Найти: 1) место точки пересьченя другой асимитоты съ перпендикуляромъ, 
опущеннымь изъ точки Р на директрису; 2) мВето встрёчи этой другой асими- 
тоты еъ прямою, соединяющею фокусъ съ точкой переефченя 0 обфихъ данныхь 
прямыхъ. (Есо]е погта]е, 1867). 

189. Даны прямоугольный треугольникъ ВОЛ и прямая 7). 1) Найти общее 
уравнен!е равностороннихь гиперболь, описанныхь около треугольника ВОЛ. 

2) Найти уравнеше мЪста 7 точекъ, въ которыхъ эти различныя гиперболы им- 
ють касательныя, параллельныя прямой Г). 3) Изсабдовать различные виды моста, 

Т, соотвтотвуюние различныхь направаенямъ прямой 7). (Есое роубесвиие, 

1867). 
190. Даны кругъ и точка 4. Найти геометрическое мФето центровъ равносто- 

роннихъ типерболь, проходящихъ черезъ данную точку 4 и касающихся даннаго 

круга въ двухъ точкахъ. Изсафдовать полученную кривую для разаичныхъ поло- 

16* 
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женй точки А и доказать, что, въ общемъ случаЪ, точки прикосновешя касатель- 

ныхъ, которыя можно провести къ геометраческому мфету изъ точки 4, распоае- 
жены по окружности нЪкотораго круга (Есойе ро]у{есвийчие. 1873). 

Отв. Пусть заданный кругъ будеть 27-+у?’—1==0 и координаты данной точеж 
аиВ. Уравнеше гиперболы, им$ющей двойное касаве къ данному кругу, будеть 

у —1— (ау о) =0. 

Услоше равносторонности гиперболы будетъ: а2-+ $2 = 2. Усломемъ того, чтобы 

типербола проходила черезъ точку А яваяется уравненуе: . 

а — 1 — (аа 8-е) =0. 

‘Обозначая черезъ & и м координаты центра, получимь для опредфленйя ихъ два 

уравнения: 
— (бт оа=0, (и -ноо=0. 

Дальнфйшее рёшен!е задачи не представаяеть особенныхь затруднен, если при- 
мемъ въ соображеше, что услошемъ прохождения касательной черезъ точку 4 яв- 

ляется уравнене: 

4; ты 
жене [63 

тдЪ 

1@у=9 (2) 

есть уравнеше искомаго геометрическаго мЪста. Комбинируя уравнешя (1) и (2) 
легко убфдиться въ справедливости высказаннаго въ задач утверждешя. 

191. Черезъ тра вершины прямоугольнаго треугольника проведены параболы; 

кЪ этимъ параболамъ проводимъ касательныя, параллельныя гипотенузв даннаго 

треугольника, 1) Найти геометрическое мфето точекъ прикосновения. 2) Искомое 

мЪсто есть коническое сЪчене, пересЪкающее каждую параболу въ четырехъ точ- 
кахъ; найти геометрическое мЪето центра тяжести треугольника, образованнаго 
общими сЗкущими, непроходящими черезъ начало. (Есо]е погта]е, 1874). 

192. Найти геометрическое место центра эллинеа постоянныхъ разифровъ, про- 

ходящаго черезъ данную точку, фокальная ось котораго проходить черезъ другую 
данную точку. 

Отв. Можно посовфтовать рышать эту задачу при помощи преобразованя ко- 
ординатъ. Е 

193. Найти геом. мфсто точки прикосновевя касательныхъ, проведенныхь изъ, 
точки Р въ коническимь сЪчешямъ, проходящимь черезъ четыре точки. 

Отв. См, зад. 1 и 190. Подлежатъ исключению коэффищенть В. 

194. Найти геометрическое мЪето центра элаииса съ постоянной площадью, 

описаннаго около треугольника. 
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Отв. Уравнеше эллипса, координаты центра котораго х и В, иметь видъ: 

А (#— «ЗВ (#—а) (у—Э С (и—в)=14 © 
Выражая условя того, чтобы эллипеъ проходиль черезъ три точки (0, 0) (а, 0) 

(0, 5), получаемъ три равенства: 

Аа? - зВаЗ-н 08 =1, (1) 

А (а—2)*—2В (а—а) В-+ 08 =1, (2) 

Аа? —3В (6 —Ва--@ ®—В)=1. (3) 

Вычитая (1) изъ (2)) и (1) изъ (3), можемъ условя (2) и (3) замфнить двумя сл%- 
4 я 

дующими: ры = Аа- В (4), г. = В»-н С3(5). Услошя (4)и(5)) позво- 

ляютъ выразить А иС черезь В. Подставляя позучепныя выраженя въ условие (1), 

мы опредёлимъ 73, а слФдовательно, Л и С. Остается выразить услов!е постоян- 
ства площади, что легко сдфлать, принимая въ соображеше, что пломхаль эллинеа 

Гы у в 
р т? 

пибеть видъ: хи. (см. $ 18. Геом. трехъ изм.). Мы замъчаемь, что уравненше (*) 

посл разложеня на сумму квалратовъ принвузеть видъ: 

ТА (#— 2+ В (у— ЮР [9—ВР=Р, 

6 Р=ГА, а [= АС ВБ. 9еи Г и т выражаются на оснонани $ 151 

И @ р РЕ 
формулами: 1 У даг’ т И бр: отсюда т Ус: з 

ть Л, п С, суть корви квадратнаго уравнения (ем, $ 149). Произведеше корпей 

т? 0 А, С, =АС— В. 

|< х 3т0 
Сльдовательно, искомая площадь эллипса выразится формулой: —- лот 
тв 6 уголъ между осями коордиватъ (см. $ 299). 

195. Найти геометрическое м$ето точекъ прикосновеня касательныхъ, прове- 

денныхъ изъ данной точки къ равностороннимъ гиперболамъ, касающимся трехъ, 
сторонъ даннаго треугольника. 

Отв. Можно посовфтовать выбрать за оси координатъ двЪ стороны даннаго тре- 

угольника. 

196. Данъ кругъ С, центръ котораго лежитъ на оси у, и рахъ окружностей, 
касающихея оси 2-овЪ въ начать; найти геометрическое мфсто точекъ прикоснове- 
я къ этимъ окружностямъ касательныхь, общихъ данному кругу и даннымъ 

окружностямъ. 
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Отв. Назовемъ ординату центра даннаго круга черезъ а, его радусъ черезъ И. 
Тогда искомое геометрическое мЪето разбивается на`двф кривыя, опредфляемыя 
уравненями: 

(а у-н В) —(а—у— В) у?=0, (а-ну— В)? — (ау Ву =0. 

197. Найти геометрическое мЪето основан!й нормалей, проведенныхъ изъ дан- 

ной точки къ слетемь подобвыхъ, подобно-расположенныхь и концентрических 
эллипсовъ. 

Отв. Уравнеше системы заданныхъ эланисовъ можеть быть написано такъ: 

и у ти = 1. 

Дальнфйшее р%шеше задачи не представляеть затруднен, если принять въ с00б- 

ражеше задачу 22. 
198. Найти геометрическое мфето вершинъ параболь, вписанныхь въ прямо- 

угольный треугольникъ. 

тм. См. зад. 2, 106. Координаты вершины параболь суть: 

а Е ав 

= ани ани 
Исключая а и В изъ этихъ друхъ равенствъ и условуя: 

ап —- п = 4$, 

получаемъ уравнеше искомаго геометрическаго мЪета. 

199. Найти геометрическое мЪето основашй нормалей, опущенныхь изъ вер- 
шины прямого угла треугольника, въ который вписаны параболы. 

Отв. Принимая уеловя предыдущей задачи, замфчаемъ, что придется исключать 

ав при помощи уравневшя нормали, проходящей черезъ начало координать и 
имфющаго видъ: 

1 т р те 
= ( +в" = +5 г 0. 

« 

200. Данъ треугольникъ -4ВС и эланиеъ, имфюций фокусами точки Ви С; 
найти геометрическое м®ето другого фокуса эллипса, вписаннаго въ треугольник 
АВС, одить фокусъ котораго находится на данномъ эалипсВ. 

Отв. Уравнеше заданнаго эллинса пусть будеть 

Пусть 9-вы угловъ, составаяемыхь другими сторонами треугольника съ основан!- 
емъ, принятымъ за ось х-овъ, будеть А и В. Тогда, обозначая координаты фокуса 



вписаннаго элаипса, лежащаго на данномъ эалинев, через хи у, а другого фо- 
куса черезъ Ё и, замбчаемъ, что, если соединимъ оба фокуса съ вершинами тре- 

угольника, то, на основанйи зад. 32, эти послднйя айн!и будуть равно наклонены 

къ соотвЪтетвующимъ сторонамъ треугольника. Тангенсы угловъ, составаяемыхь 
съ осью х-овъ прямыми, проведенными черезъ оба фокуса вписаннаго эллипса къ 

5 9 ся М; что касается другого фокуса, то фокусу (--с, 0), будуть 

Ле 1ату-сы будуть тт Обозвачимъ теперь черезъ ф ({, 1) функцию; 

А (Е — @—1 ы о ВЕ Е у. 
А к т * а черезъ $ (Е, 1) функщю ЗОН Ва ‚ получимъ, сл. 

у 
дующихъ два равенетва: = = (2,1), = (&, м). Опредвляя изъ 

ж-не 

этихъ уравненй 2 и у черезъ ЕЁ из] и подставляя въ уравнен!е заданнаго эллипса, 
получимъ уравнеше искомаго геометрическаго мфета. 



Обиия свойства коническихъ съчен!й. 

Сокращенный способе. 

234. Подобно тому, какъ мы примъняли сокращенный способъ при рёшенй за- 
дачъ на прямую, можно разематривать и коническя сЪчешя. Пусть будуть 5 = 0, 

5’ — о уравнешя двухъ лин второго порядка. Покажем, что двЪ кривыя 2-го 
порядка пересвкаются въ четырехъ точкахъ. Чтобы найти координаты точекъ пе- 
ресфчешя, необходимо рышить относительно 2 и у два уравневя. 

5 — ад? -- ху Е су? - 345 + Зву /=о 

5 — а’? ЗЫ зу су? 4’ -н Зе у =0 

Эти уравнешя можно переписать такъ 

ву" 20у + У =о ] 

ву ут! = о | @ 

м О=фя-не, У=ал-нзах-н/, М=Ыж-не, Уна е-н р. 

Шеключимь изъ системы (1) у. Умножая первое уравнеше на с’, а второе на 

с и вычитая, получамъ 

2 (7 — с) унуе—сУ=о (2) 

Умножая первое изъ уравненИ (1) на Т”, второе-же на ТУ, вычитая и сокра- 
щая на у, получимъ 

(ео) уз (ПУР) (3) 
Исключая изъ ураввен!й (2) и (3) у, мы получимт 

4(е[” —е[?) (СУ'— ПУ) —(Уе—сУ =. 

Подставляя въ посдднее уравнеше выфето (7, Г, 0’, Р’ихъ выражешя че- 
резъ < и раскрывая скобки, мы получимъ уравен!е 4-ой степени относительно 2 

Ал* -- Вх? С? + П-- Е=о- (4) 

тд Л, В, С, Г, Е выражаются черезъ коэффищенты заданныхъ уравненйй. 
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235. Итакъ, мы видимъ, что два конических съченя пересфкаются въ четы- 

рехъ точкахъ, четыре абециесы которыхъ получаются, какъ корни уравнения (4). 
Изъ алгебры извфетно, что уравненя съ дЪйствительными коэффищентами мо- 

туть имбть мнимые корни, причемъ эти корни должны входить въ четномъ числ® 
и быть по парно сопряженными, т. е. каждая пара мнимыхъ корней имфеть видъ 
а-- ВИТ, «—8 У—1; отсюда мы заключаемь, что уравнеше (4) имфеть 
или веб четыре дьйствительныхь корня, пли же два корня дЪйствительные, а два 

мнимые, или же наконець вс четыре корня мнимые, 
Каждый дБйствительный корень уравнены (4) даетъ абсциссу точки перес- 

ченя заданной пары ковическихъ сЪчен!й, соотвётетвующая ордината точки пере- 
обчешя получается черезъ рёшене относительно у уравнения (2) или (3). 

Изъ сказаннаго мы заключаемъ, что два коническихь сЪчешя или не перес®- 

каются, или же пересЪкаются въ 2-хъ или 4-хъ точкахъ. Первый случай имфеть 
мото, когда вс корни уравненя (4) мнимые, второй когда два вещественные и 

наконець трети, когда вс четыре корнл вещественные. 
Если мы будемъ вводить въ раземотрьше мнимыя точки, т. с. точки, коорди- 

наты которых мнимыя, то можемъ утверждать, что каждая пара коническихь с5- 
чен! пересекается въ четырехъ точкахъ. 

236. Урявнеше (1) $ — #5' =0 при различныхь # опредфляеть, очевидно, 

различныя коническия счешя, проходяиуя черезъ четыре точки пересфченя кони- 
ческихъ сЪченй 5—0, 8' —0 и даеть при разных Д такъ называемый зучеко 
коническихь сфченй, проходящихъ черезъ эти четыре точки. 

237. Число Х можно подобрать такъ, чтобы уравнеше (1) представаяло двЪ 
прямыя, 

'Услове обращен коническаго сЪченя 

Аа? -- 3 Вху-- Су? 2-2 Ку Р=0 

въ систему двухъ прямыхь состоить, какъ мы уже видфли (ем. $ 88), въ равен- 

ств вулю дискриминаита, 

АСЕ--2ВОЕ— АЕ? — С1: —ЕВ’. 

Назовемъ дискриминаять уравнешя 5—5" == 0, черезъ 0, а дискриминанты 
уравненй 9—0 и 5'=0 черезъ А и А’, тогда 

Р=(а— 1) (е—1№') (А-З ®—8) (а—194') (е—1)—...= 

=А--9--Р9’-НРА’—= (*) 

Уравнение (*) лаетъ лая { три значешя 2, Х., Х,, изъ которыхъ по крайней 
УЪрв одно вещественное, какъ это извфетно изъ алгебры. 

Когда вов три корня вещественные, тогда могуть существовать три дЪйстви- 

тельных нары прямых линй 

8 5! =, 1, 5'=0, 5 5'=0, 6“) 
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представляющих нечто иное, какъ полный четыреугольникъ, составляемый четырьмя 

точками переефчен!я двухъ коническихъ сЪченй 5—0 и 5'=0 (ем. черт. 123). 
Прямыя (**) называются хордами пересченя двухъ коническихь сбченй 

Бо 50. 

238. У кажлыхъ двухъ коническихь сбченй существують всегда по крайней 
мБрб дв дБйствительныя изъ числа хордъ пересфчен!я. Если заданныя кон. с%- 

чешя пересфкаются въ четырехъ точкахъ, то и дв 

друмя пары хордъ будуть дЪйствительныя, Въ слу- 
ЖЗ ча5 если коничесмя сЪчешя не перееЪкаются, то 

2 одна пара хордъ существует, дв остальныя пары 
мнимыя, но точки пересфчешя хордъ, составаяющихь 

кз каждую изъ паръ (^*) всЪ три дЪйствительныя. На- 

конецъ, въ случа двухъ точекъ пересбчен!я суще- 

1 ум ствуеть только одна точка пересфченя дЪйетвитель- 

ной пары хордъ, двф же друмя пары съ ихъточками 

переефчешя мнимыя. 

Чтобы доказать справедливость сказаннаго, мы раземотримъ мнимыя точки и 

мпимыя прямыя. (См. $ 52). [ 
Двф мнимыя точки мы будемъ называть сопряженными, если у нихъ абецисеы 

и ординаты суть мнимыя сопряженныя. Такъ напр. точки И, (2, у,), М,(ж, уз) 
суть мнимыя сопряженныя, если 

а, =а-- И —1, уу =1-8У=Т | 
а,=а—ВУ—1, у.=1—в—1 } 

Уравнене прямой, проходящей черезь двЪ дЪйствительныя точки, какъ мы _ 

видфли, писалось въ вид® 

Черт. 123. 

[бо 

# — а: у — У, 
я—а ии 

Условимея подъ прамою, проходящею черезъ двф мнимыя точки разум ть пря- 
мую, опредбляемую уравнешемъ (*). Легко показать, что когда точки Л; и 2/, 

мнимыя сопряженныя, то уравнеше прямой, проходящей черезъ нихъ, не будетъ за- 
ключать мнимыхъ коэффищентовъ; въ самомъ дЪав, подставляя въ уравнене (*) 

выражения (1), получимъ 
д —а 

2ву 

[9 

У. —_ У—1-8и ы 

23и—1 
откуда окончательно 

(2) 

Итакъ, мы видимъ, что черезъ двЪ мнимыя сопряженныя точки (1) проходить 

одна дЪйствительная прямая (2).. 
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'Условимея говорить, что уравнене 

(А+-У—1ТА,) + (В-+-У-—ТВ)у+0+У—1(б=0 

опредфляеть нЪкоторую, такъ называемую мнимую, прямую. 

ДвЪ мнямыя прамыя: 

(А+ АУ—1) 2 (В-+ В, У Пу У=1= = Я 

(АИ ев В, ИЕТу+о- Оу 
называются сопряженными. 

Чегко доказать, что дв сопряженныя мнимыя прямыя переевкаются въ дВй- 

ствительной точкф. 
Въ самомъ дваЪ, уравнеше (3) можно переписать такъ 

Аж-- Ву+-С-+У—1(--Ву-н0,)=0 

Ах -- В-с—У—1Т(А,2-+ Ву-+ 0)=0 

откуда видно, что они оба удовлетворяются координатами точки переефченя дЪй- 

ствительныхъ прямыхъ 
Ах В+ С=0 

Аж Ву С, =0; 

эта дЬйствительная точка и есть точка пересфчешя сопряженныхь прямыхъ. 

239. Замтивъ это, покажемъ справедливость высказаннаго относительно хордъ 

переефчешя двухЪ коническихъ сфчевй. 

Если веЪ четыре точки мнамыя, то ихъ координаты очевидно будуть имфть 
видъ: 

М, (а -- ай), М, (Ви — 60, М, (а, В --, 

М, (а, — В 1—8.) 

и дв хорды 2/,1,, 1з2И, будуть дъйствительныя, что же касается двухъ дру- 
тихъ паръ хордъ, то онЪ будуть имть уравнешями: 

БМ =0, ГМ =0 

и дадуть въ пересфчеши каждая пара по одной дЪйствительной точк® 

(Г=0, М=0); (= 0, М'=0). 

Итакъ, три точки пересечения паръ хордъ дфйствательныя. 
Еели же коничесвйя сЪченя пересфкаются въ двухъ дЪйствительныхь точках, 

то изъ шести хордъ дв будуть дЬйствительныя, именно т, которыя соединяют» 

двЪ дЪйствительныя точки и двф точки мнимыя сопряженныя, остальныя четыре 
хорды будуть мнимыя; и такъ какъ каждая изъ остальныхь проходить черезъ лфй- 
ствительную точку, то он не могуть имбть другихъ дЪйствительныхь точекъ. 
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Въ этомъ случаЪ изъ трехъ точекъ переефченя паръ хордъ одна дфйствительная, 

именно та, которая лежить на пересчени дфйствительныхь хордъ; друМя же дв® 

Мнимыя, 
Случай трехъ дЪйствительныхь точекъ есть тотъ случай, когда уравнене (*) 

$ 237 даетъ для # три вещественныхъ корня. 

Остается указать, чфмъ будеть отличаться случай шести дБйствительныхь 
хорлъ отъ остальныхъ. 

Разлагаемъ первую часть уравненя 5 — 5' —0 на сумму квадратов; пуеть 

полученное уравнене имфеть видъ 

1? —Р=0, 2 (п) 

тдв РЕ 7,М— М? (ем. $ 96) и, слбдовательно, 

Р=(АС— В*)(АРГ-— 1) —(АЕ— ВБ) = 

тв 1) дискриминантъ. Но мы © нашли изъ уравнешя 7) =0, причемъ для  по- 
лучили три вещественныхь рьшеня, слфловательно, уравнене (1) имФетъ видъ 

Та-н В? = 0. 
Въ этомъ уравнения 1, = (а— #а’) (е— #с') — (6 —#')?. Если Г. < 0, то 

уравнеше (1) даеть двф дЪйствительныя хорды при разсматриваемомь значени 

для К, а если Г, > 0, то хорды мнимыя, пересфкающяся въ точ а = 0, В=0. 

240. Мы получимъ уравнеше совокупности шести хордъ, если исключимъ & 

изъ уравненй 5 — 15’ =ОиА-+ 9% -н 97" + 473 — 0; получается уравнене 

шоетой степени: 
Д, 53 0.5. 9-5 0'.5'. 5-54! 5—0. 

241. Еели А=0,т.е., есаа 5 =0 представаяетъ систему двухъ прямыхъ, 

то уравнеше А -н 9х -н 97-5 А = 0 (*) даеть дая # одно значеше равное 

нулю, напр. №, = 0, дв изъ числа хордъ опредфаяются въ этомъ случа® уравне- 

немъ 5 — 0. Если АД’ — 0, то #, = 00 и одна пара хордъ опредфляется уравне- 

шемъ 5' = 0. 

242. На основани замфчанй предыдущаго параграфа мы видимъ, что урав- 

нене 
5—№а8=0, 

тдБ а— (и В = 0 суть уравнешя двухъ прямыхъ, опредфлить коническое сЪчеше, 
имфющее съ коническимь сфчешемъ 5 — 0 хордами пересчен!я прямыя © = (и 

В — 0, другими словами, коническое с5чеше, проходящее черезъ четыре точки с®- 

чешя кривой 9 — 0 прямыми <= 0, 8 = 0. 
243. Если будетъ въ одно время А = 0, А' —0, то , =0, №, = 00, а 1, 

опредьлитея изъ уравнешя 
— @'=0. (1) 

Въ этомъ случав уравиеше 5 — 5" = 0 имфетъ видъ (2) 28 —#18— (и 
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при разныхъ № опредфаяеть коническя сфченя, проходящя черезъ четыре точки 
А, В, С, Т (ем. черт. 124) пересбченя прамыхъ а = 0,8 =0, 1=0,6=0. 
Если же мы подставимъ въ уравнение (2) то значеше #, которое получается изъ 

уравнешйя (1), то получимъ уравнеше 

9'’«в-+ 015 =0 

опредфляющее совокупность дагоналей АСи ВО. 

Задачи. 

1) Найти уравнеше коническаго сфченя, про- 

ходящаго черезъ точки пересфчен!я даннаго ковиче- 
скаго сфчешя 5 —0 съ осами координатъ. 

Отв. Я — Хху=0. 
2) Найти уравнеше коническаго сфченйя, проходятцаго через» пать давныхь 

точекъ, 
Отв. Составить уравненя а = 0, 8—0, 1—0, &= 0 сторонъ четыреуголь- 

ника, имющаго вершинами четыре изъ числа точекъ. Уравнеше искомаго кони- 

ческаго сЪченя будеть ат = 88. Остается подобрать / такъ, чтобы послфднему 

‘уравнению удовлетворяли координаты пятой точки. 
3) Написать уравнеше коническаго сфченя, проходящаго черезь 5 точенъ 

(1,2), (3,5), 9), 3,—10, 43). 
Отв. Разематривая четыреугольникъ, составленный четырьмя первыми точками 

видимъ, что уравнеше должно быть 

(32—Зу-+1) (52—2у-+13)=1 (#—4у-+ 17) (32 —4у--5). 
22 

Подставляя въ него координаты (—4, 3) пятой точки, получим # = — т 

Черг. 124. 

откуда окончательно 
7957 — 320 ху -= 3019? 11015 — 1665у-+ 1586 = 0. 

244. Мы видёли уже, что уравнеше 5 —Ка = 0 опредфаяеть коническое 

сбчеше 5', имфющее съ даннымь 5’ хорды переефченя РО и ра (ем. черт. 125), 

опредфляемыя уравнешями х = 0, 8 = 0. Приближая хорду 29 (В = 0) до совиа- 
девы съ хордою РО, получимъ уравнене 5 — а? —0 коническаго сфчешя, ка- 

сающагося въ двухъ концахъ хорды РО съ заданнымь коническимь сЪчевемь 
(см. черт, 126). 

Если коническое сфчеше 5 — 0 распадается на дв прямыя, то мы замбтимть, 
что уравнене 

Вт — №" =0 

опредвляеть коническое сфчеше, касающееся двухъ прямыхъ В=0 и 1=0 въ 
точкахъ Ви О, въ которыхъ эти прямыя пересбкаетъ хорда а=0 (см. черг. 127). 

Уравнеше коническаго сфченя Ву — Ка? — 0, отнесенное къ двумъ касатель- 
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ным В —= 0, у= 0 и хордЪ касания = = 0, есть частный случай коническаго с%- 
чешя, выраженнаго въ трилинейныхь координатахъ, 

245. Пусть треугольникъ трилинейной системы состоить изъ прямыхь © = 
В=0,1=0. 

Самый общий видъ уравнешя коничесваго сЪчешя въ трилинейныхь коорди- 
натахъ будетъ 

Аз? --2.Ва3 +- 032+ 2 Пар ЗЕ + ЕР=0. (1) 

Это уравнеше, очевидно, второй степени относительно координать 2, у и, сл*- 

довательно, оно опредфляетъ вЪкоторое коническое сфченше и наоборотъ, уравнене 

вслкого коническаго сфчешя можетъ быть написано въ видЪ (1). Въ самомъ дёлЪ, 

Черт. 195. Черт. 126. Черт. 127. 

это уравневе заключаеть пять произвольныхъ отношений пяти изъ числа коэффи- 
щентовъ къ шестому и, слфловательно, можно опредфлать эти отношен!я подъ усло- 

мемъ, чтобы коническое сЪчене проходило черезъ 5 заданныхъ точекъ; отсюда мы 
заключаемъ, что приличнымь выборомъ коэффищентовъ А, В, ... можно заставить 

коническое сфчеше (1) совпадать еъ любымъ заданнымъ коническимь сёчешемъ. 
246. Разложимъ первую часть уравнен!я (1) на сумму квадратовъ, Если А не 

равно нудю то 
(Аа-н Вз-н Оу 1-5 Му № =0, 

Т=А0— В’, М=АЕ— ВО, М=АР— 1. 
Если 1, ие равно нулю, то 

1 (Аа В 0+ (8 М’ -+РР=0, 
Р= М -— М. 

т 

гл 

9бозначал 
Аз В8--Ту=а,, 18 Му=В, 

мы получимъ 
Пар. © 

Однимъ словомъ, легко видфть, что каковы бы ни были коэффищенты уравнения (1), 

мы веегда можемъ это уравнеше представить въ видь 

Та = МВ? М? =0 
146 а,, В,, т, суть вЪкоторыя линейныя функции а, 8, 1. 
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Взявъ за оси трилинейныхь координать прямыя о, =0, 8, = 0,1, =0, мы 
видимъ, что всякое коническое сЪчеше въ трилинейныхь координатахъ можеть 

быть представлено въ вид: 
Та? -- МВ? №? = 0, 

другими словами, мы видимъ, что перемфною трилинейныхь координать можно 
въ уравнении (1) 5 245 уничтожить коэффищенты В, Л), Е. 

247. Изъ этихъ трехъ линейныхъ функц а, В, 1 одна можеть обращаться въ 
постоянное число, что дастъ намъ случай, который мы разсматривали въ нашемъ 
куроВ при изучен!и основныхъ свойствъ лини второго порядка съ центромъ, ибо 

уравнеше 7х? -+ В? + Р = 0 отличается оть уравнения (*) только тфмъ, что 
1 =1. Въ этомъ случа, уравнеше 7 — 0 одной изъ осей трилинейныхь коорди- 
вать обращается въ уравнене невозможное: 1 = 0 идаеть такъ называемую без- 

конечно далекую прямую. Въ самомъ лфаЪ, уравнене А2-н= Ву-- 0 = 0 опре- 

дЪляеть прямую, отетоящую отъ начала координать на разстоян!е ; вели 
У В? 

же мы положимь Сне=0, а А —=0и В=0, то говорять, что уравнеше 

050. у+С=0, пли С=0, опредфаяеть безконечно далекую прямую, отетоя- 
, 

33 
щую оть начала координать на разстояще — = 00. 

Итакъ, мы видиуъ, что раземотрьве линйй второго порядка съ центромъ въ 

тожъ вид, какъ это слЪлано въ курсЪ, начиная съ $ 131, приводится къ способу 

трилинейныхь координать, причемъ за координатныя прямыя взяты два сопряжен- 
ные д1аметра я — 0, 3 = 0 и безконечно далекая прямая. 

248. Покажемтъ теперь, что дв изъ числа функщй о,, В, 7, не могутъ обра- 
щаться въ постоянное число, ибо тогда получимь 

в, = Ая В8- 01=А, 

В, = Аа-н В.В -- Дт=Ё. 

Умножая первое уравнеше на Х,, а второе на Хи вычитая, получим 

(А — Аа (В — Ви) --(р—ФЮт=0, 

что показывало бы, что три прямыя 

а=0, 8=0, 1=0 

пересфкаются въ одной точкЪ, чего въ способ трилинейныхъ координатъ недолжно 

быть (см. 5 63). 
249. Коэффищенты 7,, №, № суть нзкоторыя положительныя или отрицатель- 

ныя числа, причемъ одинъ изъ нихъ или даже два могуть равняться нулю. 
250. Основное свойство коническаго сфчешя, уравнеше котораго приведено въ 

трилинейныхь координатахъ къ простйшему вяду 

Та? МВ? №? = 0, (1) 
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состоитъ въ томъ, что относительно него координатный треугольникъ (#=0; =, 

1 = 0) автополярено, т. в. каждая изъ его сторонъ есть поляра противоположной, 
вершины. 

Чтобы доказать это свойство выведемъ для уравненя (1) уравнеше поляры 
точки (2, Во, то). Есаи разематриваемая точка лежить на коническомъ офчения, 
то ея трилинейныя координаты (2, Во, То) удоваетворяють уравнен!ю (1). Поляра 
обращается въ касательную. Итакъ, пусть будетъ (2)... Го -- МВ Му = 0, 
т. е. точка (а, Во, То) лежитъ на коническомъ сЪчени (1); найдемъ уравнеше ка- 

сательной въ этой точкЪ къ коническому сфчевю. Вычитая изъ уравненя (1) 

уравнеше (2), получимъ 

Та) @—а)+М В+ —Ю-+-Ус-+) @-б-ю=0 0) 

Проведемъ черезъ точку а., В», 7, сфкущую; ея уравнеше будет 

аж) т —+ва—тш=о. [6 
Координаты а, В,, т, другого конца хорды (4) получемь изъ уравнешя (4) и 
двухъ сафдующахъ 

= т ам. п (5) 1 

Та-+а) М@-Ь УЦ) 

Остается теперь опредЪлить 1, 2% и ® такъ, чтобы точки сфченя совпали; для этого 

въ уравнении (5) необходимо положить «= а, В = В,, 7 == То, тогда получимъ: 

и. 
ЭТ, ЭМ №, 

Отсюда уравневе касательной напишется въ такомъ видЪ: 

Тру (& — в.) МВ, (В— Во) + № (т) =0 
или окончательно 

Тлаз-- МВВ, + Ми =о (6) 

Посафднее уравнение (6) въ случаф, если уравненше (2) не удовлетворяется, даеть 
поляру точки ах, В, то- 

Уравнеше (6) показываетъ, что вершин а, —0, В, =0 координатнаго тре- 

угольника, лежащей на пересченйи сторонъ я — 0, В = 0, соотвЪтствуеть поляра 

№=0, но М мы не предполагаемъ равнымъ о, также 1, не —0, ибо коорди- 

натныя прямыя не пересфкаются въ одной точкЪ и, очевидно, поляра вершины 

(«= 0, В=0) есть прямая 1 —=0. Подобнымъ образомъ мы покажемъ, что поля- 
рами двухъ другихъ вершинъ координатнаго треугольника будуть противололожныя 
стороны. 

Задача. Данъ центръ (а, 5) равносторонняго треугольника и радгусъ круга 
воисаннаго Ё. Найти уравнен!е круга, относительно котораго данный треуголь- 
никъ автополяренъ. 
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Отв. Три стороны треугольника имфютъ уравненя 

А, = (х— а) сова, + (у— В) зта, — В =о 

А, = (2 —а) воза, + (у — 6) эта, — Е=о 

А, = (#— а) соза, + (у— 5) эта, — В=о 

тв 

Уравнеше круга, относительно котораго заданный треугольникъ автополяренъ 
веть 

ТА, + МА? + № А; —=0; 

Остается опредфлить Г, 2/, № такъ, чтобы это уравнеше опредфляло кругъ; 

окончательно получаемъ уравненше (2 —а)?-+-(у— 5) +28? = 0. 

Получается кругъ мнимый. 

251. Итакъ мы видимъ, что приведеше уравнешя коническаго сВченя въ 

‚трилинейныхъ координатахъ къ проетёйшему виду: 

Та? М8 М1=0 (®) 

приводится къ выбору за оси координатъ треугольника, автополярнаго относительно 
коническаго сфченя. Такихъ треугольниковъ существуеть безчисленное множество, 

а потому уравнен!е всякаго коническаго сЪченя можетъ быть приведено къ виду (*) 

на безчисленное множество манеровъ. Напр. мы видфли, что при выборв за оси 
двухъ сопряженныхь маметровъ и безконечно далекой прямой, уравнеше кони- 
ческаго ефченя имЪло видъ 

Та?-- = Ро; (1) 

тоже самое уравнен!е можно переписать, взявъ за оси два другихъ сопряженныхь 
даметра 

а, = @ - тЗ, 

В, = 1та — 8; 
тогда получимъ уравнен!е 

Та В ?-- Р, =0, г Р, =Р (1+ 7). (2) 

Мьняя числа Ги т, получаемь безчиеленное множество уравнений (2), равно- 

сильныхъ уравнентю (1). 

252. Сказанное въ предыдущемъ параграфЪ покажемъ геометрически. Предва- 
рительно замфтимъ нЪеколько основныхъ свойствъ поляръ. 

253. Мы видбли уже, что уравнеше коническаго сЪчен!я въ трилинейныхь 

координатахь можеть быть приведено къ виду:. 

То? МЗ МР =0. 

Д.А. Граве. 17 
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Уравнен!е поляры точки я, В», То было 

Таа + МЗ, + У =0. м) 
Для изучешя свойствъ поляръ по уравнению (**), войдемъ въ нфкоторыя пе 
робности относительно способа трилинейныхъ координатъ. 

254. Въ параграфЪ 63 мы ввели въ разсмотрёнйе систему трилинейвыхь кор 

динать а, В, 7, причемъ предполагали, что уравнене трехъ координатныхъ пра- 

МЫХЬ «= 0, 3=0, 1=0 приведены къ нормаль- 

ый ному виду (см. $ 60, 24). 
Три координаты а, В, т, суть не что иное, казъ 

‚ три разетоянйя отъ разсматриваемой точки до трехъ 

координатныхь прямыхъ а — 0, В = 0, 1 = 0, взя- 
Г: В тыя съ тёмъ или другимъ знакомъ. 

А, Еели начало декартовыхь координать (2, у) 

внутри треугольника трилинейныхъ координать, то 
Чертл 28. для точекъ внутри треугольника всф три координа- 

ты а, В, 1 отрицательны. Назовемъ черезъь а, В, е 
даины сторонъ ВС, СА, АВ координатнаго треугольника (а = 0,8 = 0, 1 = 0). 

Возьмемъ какую нибудь точку № внутри треугольника, координаты этой точке 

а, В, 1 будуть 
«= — МА,, В МВ, 1= — МС; 

обозначая черезъ Л взятую со знакомъ мивусъ удвоенную площадь треуголь- 
ника АВС мы получимъ 

А = — 2 (СВМ -- АСМ + ВАМ) = 

= — В0.МА, — бА.МВ, — АВ. МС,, 

откуда окончательно такое соотношеше между трилинейными координатами 

А= аа Ве; (1) 

соотношеше (1) имфетъ мЪето гдЪ бы ни была взята точка 2/, внутри треуголь- 

ника или снаружи; надо помнить, что если, напримуъ, точка М будеть по другую 
сторону лиши а, то координата а будеть другаго знака, то есть положительная, 

а тогда 
аа + 63 с = — 3 (АСМ ВАМ — СВМ) = А. 

Итакъ, мы видимъ, что три координаты а, 8,1 пфкоторой точки М всегда 

довлетворяютъ условно 
аа В = А. 

255. Если мы напишемъ уравнен!е = 

ва В+ =Ь 
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тд № не = Д, то такое уравнеше будеть опредълять прямую, Аежащую на 

безконечно далекомъ разстояни, ибо такое уравнеше приводится къ уравнению 
0.2 + 0.уче=0. (см. $ 247). 

256. Общее уравненше лини, параллельной Ая- 23 -+ С; = 0, можеть быть 
написано въ трилинейныхъ координатах такъ: 

Аа + ВВ -Н. Ст -- К (ая + 8 -н с) = 0, 

ибо оно приводится къ такому: 

Аа -—- ВВ-Н Су - КА = 0, 
причемъ А) постоянное. 

257. Мы знаемъ, что ливя, параллельная © — 0 (*), имфеть уравнеше 

а — {0—0 (**), тд К и С числа постоянныя; послЪднее уравнен!е показываетъ, 
что прямая (**) проходить черезъ точку пересфченя лвухъ прямыхъ а=0, 0—0, 

изъ которыхъ вторая безконечно далекая. Уравнеше (**) опредФаяеть параллель- 

ную прямую, какъ встрёчающуюся съ данною въ безконечно далекой точкЪ. 

Задачи. 
1) Написать ураввеше внутреннихъ биссекторовъ угловъ треугольника, 

Отв. а—В= 0, 1—0, 1—#=0. 
2) Написать уравнеше мелавъ, т.е. лин!й, соединяющихь вершины угловъ съ 

серединами противоположных сторонъ. 
Отв. Обозначивъ углы, противоположные сторонамъ а, В, т, черезъ 4, В, С, 

получимь уравнешя меданъ въ видЪ: 

изт А—З зт В=0; ВзтВ —1зтС =0; уз —азт А =0. 

3) Найти уравнене высотъ треугольника. 

Отв, © с05 А —В 0$ В 0. В с0з В —1 с5 С =0, 1608 С — 608 А =0, 

4) Найти уравнеше перпендикуляра, возетаваеннаго изъ середины какой нибудь 

стороны треугольника. 
Отв. Середина стороны ('опредфаится изъ двухъ уравнен!й: я57% 4—В 5% В=0, 

71 = 0; уравнене искомаго перпендикуляра будетъ сл®довательно, 

^ (азт А — Взт В) —р1=0, 

вычитая уравнеше соотвЪтетвенной высоты, получимъ: 

\з5т А — №003 А = ра =9зт А 

— АзтВ-- № 008 В= р = азт В 

ШВ = 76—98 С, 

откуда получимъ: 

^= нЕ. = —93тС; = на} а | 

17 
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искомое уравнеше будетъ. 

азт А — З т В+ тзт (А — В) =0. 

5) Показать, что три перпендикуляра задачи 4 пересфкаются въ центрв круга 

описаннаго. 
Отв. Умножая уравнешя трехъ перпевдикуляровъ наз 20, з2.А, зт2В в 

складывая, получимъ результать равный нулю. 
6) Показать, что центръ круга описаннаго и точки встрёчи медань и высот» 

лежать на одной прямой. 
Отв. См. зад. 14 стр. 45. Уравнеше прямой, на которой лежатъ три точки есть> 

азт3 А зт (В— С) +3 зт3В зт (С — А) т зт ЗС зт (А—В)=0. 

6) Найти длину перпендикулара изъ точки а’ В'1' налиню Аа В8-н+С1=0. 

Аз’ ВВ’ -- Ст : 

` И- В? (*—ЗАВе0з С —ЗАС оз В — ЗВО сз А ̀ 
258. Уравнен!е поляры есть 

Таз + МВ, + Му, = 0. (п 

Если полюесъ а, В,, То двигается, оставаясь постоянно на прямой р 

а тв пу = 0, (*) 

то покажемъ, что поляра (1) вертится вокруг точки №,, которая есть не что 

иное, какъ полюсъ прямой (*). Въ самомъ дЪаЪ, выражая, что полюсъ лежить на 

прамой (*), получимъ (2) %, - тВ, - п, = 0. Такъ какъ два уравнешя (1) 
и (2) лолжны удовлетворяться при безчисленномь множеств» значений ох, Во» То 

то должно быть 

ег. ® 
Два уравнев!я (3) опредфаяють точку, черезъ которую, очевидно, проходить, 

прямая (1), что и требовалось доказать; точка опредфаяемая уравнешями (3) есть 

полюеъ прямой (*). Въ саможъ два, пазывая триливейныя координаты точки (3) 
черезъ <,, В,, 1,, получимъ изъ уравнений (3) 

1 т п 
т“ В=ир. ПЕЖЬ #) в = 

тдВ р веть общая величина отношений (3). 
'Уравнен!е поляры точки «,, В,, т,, напишется такъ: 

Таз, МВ, - №, = 0; 

подставляя вуфето а,, В,, 7, ихъ выраженя (4) и сокращая на р, получимъ урав- 

неше (*), что и требовалось доказать. 
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259. Пусть автополярный треугольникъ для коническаго сЪченя 

Та? М + № =0 (0 

будеть СРМ со сторонами МС, МЛ, СО, опредфаяемыми уравнешями х =0, 
В=0,1=0. (ем. черт. 129). Черезъ точку М, 

опредвляемую уравненями а = 0, 3=0, проведемъ 
с®кущую 2ГЕ, имфющую уравнеше В — ^ =0 
(2). Прямая эта въ сбчени своемъ съ ирямою 1=0 

опредвляеть точку Е (ао, Во, о), трилинейныя ко- 

ординаты которой удовлетворяють уравнешямъ, 
В — Аа, =0, 1, = 0. (3). Поляра точки 2 будетъ, 

стороною РМ автополярнаго треугольника ЕЁ М 

и будетъим ть уравнеше 7.2, -+ №88.--№1=0. 
Принимая же во внимаше уравненя (3), получим Черт. 129. 

Тао, = МВ»а, =0, шли Га + М^В = 0 (4). 
Послёднее уравнеше опредфляеть прямую 2’, проходящую черезъ точку ЛГ, ибо 

вя уравнене можеть быть предетавлено въ ввд$ В — ра = 0 (5), гдБ 

Итакъ, мы видимъ, что дв прямыя №ГЕ и ЛИ суть стороны автополарнаго 
треугольника 21/1”, причемъ точка Е полюсъ стороны ЛИР и наобороть, точка Ё 
полюс стороны ЛИ. 

260. Итакъ, мы видимъ, что въ вершин 1/ (я =0, 3—0) коническое сЪ- 
чене опредъляеть инволюцию, выражаемую уравнешяма: 

и : ЕЁ 
8—22—=0, В—ва=0, №=— (®) 

Веф пары элементовъ этой инволющи суть стороны различныхъ автополярныхь, 
треугольниковъ, имфющихъ вершиною точку / (а = 0, 8 = 0), а основавемь 

прямую СД (1=0). 

Инволющя (*) будетъ, очевидно, эллиптическою, если 1 и М одинаковыхъ 

знаковъ и гиперболичеекою, вели разныхъ (см. $ 191). Двойнымъ элементомъ ги- 
перболической инволющи доажны, очевидно, соотвфтетвовать касательныя МА 
и МВ, проведенныя изъ точки 1 къ коническому сЪчению, ибо въ этомъ случа® 

полюсъ Е долженъ лежать на соотвЪтетвенной позярь М1. 

Ясно, что точка М должна лежать со стороны выпуклости кривой, чтобы че- 
резъ нее можно было провести двЪ дЪйствительныя касательныя, или, другими 
словами, чтобы соотвфтствующая ей инволющая была гиперболическою. 

261. Въ вершин Г) (В =0, = 0) автополярнаго треугольника коническое 

сбчеше (1) даеть инволющию, опредфляемую уравнешями 

1— №=0, 1 =0 № - 
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Накопець въ вершинь С (1 = 0, «=0) инволющя опредфляется уравненями 

а— № =0, а-вщ=0, №=— ы д 

262. Такъ какъ произведеше трехъ отношений г 5 ых -Т ра еди- 

ниц, то, слдовательно, или вс три отношен!я положительны, или одно положи- 

тельно, а два отрицательны. Въ первомъ случа вс три коэффищента одного знака, 

и уравнеше (1) $ 259 опредъаяеть мнимое коническое сфчеше. Если же заданное 
копическое счеше дЪйствительное, то два изъ предыдущихь отношен!й должны 

быть отрицательными и, слФдовательно, двЪ изъ вершинъ автополярнаго треуголь- 
ника лежать со стороны выпуклости коническаго сЪчешя и одна со стороны во- 
гнутости (см. черт. 129). 

263. Покажемъ, что по заданному очертанйю коническаго сЪчешя можеть быть 

построенъ одною линейкою любой изъ безчисленнаго множества автополярныхь 

треугольниковъ. Беремъ произвольную точку 
М, изъ нея проводимъ дв с5кущая МА и 

МВ, пересфкаюця коническое сВчеше въ 

четырехъ точкахъ А ВСЛ. Соединяемъ пря- 

мыми АВ, СО, АС, В Г точки А, В, С, О 
(ем. черт. 130). Точки пересбчешя Е и Ё 

дадутъ дв друпя вершины автополярнаго 
треугольника ЕЁМ. Покажемъ это. Возь- 
мемъ за треугольникъ трилинейныхь коор- 

Черт. 130. динать ААЕД и пусть уравненя сторонъ 

Е, АЕ, АГ будуть «= 0, В=0, 1=0. 
Обозначая уравнеше . стороны ВС въ трилинейвыхь координатахь черезъ 

лань ну; =0, получимъ для прямыхь ЕЁ, РМ, ЕМ уравнения (ем. $ 75) 

А — 3—0, Ха-нь8-Н уу =0, а-ны =0, (*) 

Уравнеше коническаго сёчешя 5, проходящаго черезъ четыре точки А, В, С, р 

бт тобачевачеми) ав. (1) 
Преобразуемь уравнеше это къ новымъ трилинейнымъ координатамъ а, 8,715 
взявЪ за координатный треугольникъ прамыл (*). Очевидно, будемъ имЪть 

в, = № — 8, В =Оа-нь нуну, = А-В; 
отсюда 

т: ВВ, дачные = ВСН. 

Пе ВИА, 
< те. "ЗЫ 
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подставляя въ уравнене (1), получимъ 

Ви Вы —, а. 1-9 фо 
зу 2 2х рт ' 

откуда окончательно 

р. Ви? = Дуа,? — 111 (№№ №) = 0. (2) 

Посл®днее уравнеше (2) показываеть, что треугольнакъ Е.М (*) (а, = 0, 

В, =0, 1, =0) автополяренъ относительно всякаго коническаго сфченя, прохо- 

дящаго черезъ четыре точки, что и требовалось доказать. 

264. На основаши разсуждешй послднихъ параграфовъ, мы замфчаемъ, что 
каждой точкЪ № плоскости соотвЪтетвуетъ опредфаенная инволющя относительно 

заданнаго коническаго сЪченя. 

265. Покажемъ теперь, что фокусы суть точки круговой инволюци. 

Возьмемъ уравнеше коническаго сфченя въ декартовыхъ координатахъ 

Аа 2Вху- Су’ + 2Ог--2Еу-- Е=0 (1) 

Раземотримъ инволющю, которую опредьляеть въ точкЪ 1 ($, ) заданное 

кон. свч. (1). Перенесемъ начало координать въ точку ЛГ; тогда уравнеше (1) 

обратится въ слфдующее 

Аз? ЗВху + Су’ + 2),2 + 3Еу-- Е, =0, 

тв 
О, =АЁ-+Вт-+ р, Е = ВЕ Ст-+ Е, 

& Е, есть результать подстановки координать $, (} въ первую часть уравнения (1) 

(ем, $ 92). 
Уравнене поляры любой точки (х., У.) будетъ 

(Аж, - Ву, + 1,) Х- (Вх, -н бу Е) У Пвь-н Ечь-- Е, =0. 

Уравнеше поляры новаго начала координатъ будеть: 

Хх ВУ + Е, = 0. (2) 

Проведемъ прямую 2С произвольно черезъ точку 2; ея уравнеше будетъ 

У—АХ=0. (3) 

Координаты точки С (Х., У.) (ем. черт. 129) опредфаяются изъ двухъ урав- 

нений (2) и (3). т 

Е, Не й 
Ема = рек" @ 

Поляра МТ) точки С будеть 

(АХ, ВУ, + Т,). Х-+ (ВХ, -+ СУ, -+ Е,) У=0. 

х,= 
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Представляя это уравнеше въ вид У — рХ == 0, получимъ: 

___ АЖ ВУ Я, | 
Е ОЕ | 

Подставляя въ посаёднее уравнене выфето Х, и У, полученныя для нихъ вы- 

раженя (4), мы получимъ пос приличныхъ преобразованй слвдующее уравнеше 
внволюцш точки ЛИ: 

(Е, — СЕ,) №-- (Е, — ВЕ) (+10 —АР, =90. (5) 

На основавши разсужденй $ 195 мы получаемъ линию 2-го порядка, соотвЁт- 

ствующую инволющи (5), въ вид 

(Е, — СЕ) у? + 2(Е,О, — ВЕ,) ху (0 —АЕ)я=Р, (6) 

тд Р совершенно произвольное число. 
Очевидно, что инволющя будет круговая, если коническое с®чене (6) обра- 

щается въ кругъ, что какъ извфетно, имфетъ мЪето, когда, 

Е, — СЕ, = 1 — АЕ а 

ЕЛ, — ВЕ, = 0. 
266. Примбнимъ нахождене фокусовъ, какъ точекъ круговой инволющи, къ 

уравнению коническаго сЪчешя въ простЪйшемъ видЪ. Начнемъ съ параболы ‚ 

у — 22 = 0; 

перенесемъ начало въ точку 2, \: 

у — Эро З.у-н —2рЕ=0. 
ЗдБеь, 

А=0, В=0,С=1, р, ==р Е = =? 2рЁ 

Подставляя въ уравненше (6), получимъ 

ра” — Зрау ну’ (т — тр) =Р, 
или 

2? — 2члу- у? =Р,. 

Для того, чтобы послфднее уравнеше давало вругъ, необходимо положить 

= 0, Р=*, 
что даетъ фокусъ 

= +, ч=0. 

Обратимся теперь къ эллинсу и гипербоа%: 
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тТдВ е —-= 1. Перенося начало въ точку $, \, получимь: 

о: 9 РЗ 2% = ы 
а Г Пе ее и 

ЗдБеь 
ля о В ее ПРЕ 
И В ЕР а а о 
Подставляя въ уравнеше (6), получимъ 

(5? — 2) 22+ Зжу-н (а*— 2) у’=Р. 

Чтобы послёднее уравнеше онредфаяло кругь, надо положить 

= 0, в — 2 =®— 

Итакъ мы видимъ, что фокусы опредъааются, какъ точки пересфченя осей кри- 

вой 1 — 0 съ равносторонней гиперболой 

Ш = а? — 651. 

Получаемъ два дЪйствительныхь фокуса на оси 2-овЪ: 

Га? — =бз Е ЕЙ 
и два мнимыхъ на оси у—овЪ: 

= С а 

267. Разематривая уравнене (6) (ем. $265), легко показать, что оно опред - 

лять эллицеъ, если №, А < 0 и гиперболу, вели Р.А > 0, гдь А — дискрими- 

нанть: АС? - СЛ: -- ВЕ: — 2ВОЕ— АСЕ. 

Еромф того можно показать, что при АС — В*>0 уравнеше (6) опред%- 

дяетъ эллипеъ для точек $ и, лежащихъ съ той стороны кривой, гдф центр, 

я— в ы В: Для гиперболы же (АС— В? < ши 

лющая гиперболическая сътой стороны кривой, гдВ центръ, ибо № и— а 

одного знака (ем. $ 136), 

Для параболы, опредъаяемой уравнешемъ (ах + 6у)* = Юг-н Е К=0, 
начало координатъ лежать съ той стороны, гдф инволющя гиперболическая, при 

ЕЁ > 0 ис другой при < 0. 
268. Если черезъ точку И, лежащую вн коническаго сЪчешя, можно къ нему 

провести дв дЪйствительныя касательныя, то въ точк® ЛГ будеть гиперболи- 
ческая инволющея, причемъ 06Ъ касательныя будуть ся двойными элементами (асими- 

тотами). Услошемъ равносторонней гипперболяческой инволющи будеть 

Е, — СЕ, = — (0: — АЕ). (5 
Послёднее уравнене даетъ лин 2-го порядка, которая будеть кругомъ для 

ибо 17, одного знака съ — 

нБлух : Г 
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эллииеа и гиперболы и прямой для параболы. Въ самомъ дЪлЪ, примняя къ урав- 
ненямъ въ простЬйшемъ вид, получимъ дая параболы (см. $ 266) р = — 21, 

откуда & = — +. ‚т. е. уравненше директрисы. 

Дзя случая же элаипса и гиперболы получаемъ 

в — т = — (4 —#), 
что даетъ кругъ: 

ет = а? + =; 

кругъ мнимый, если въ гипербол$ 6 > а. 
Уравнение (*) даетъ линию геометраческаго мЪста точекъ, изъ которыхъ можно 

провести къ коническому сЪченю двЪ взаимно перпендикулярныя касательныя 
(см. задачи на кон. с5ч.). 

Задачи. 

1) Показать, что уравнеше (*) опредвляеть кругъ при АС’ — 2? не = ди 
прямую при АС — В? = 0. 

Иа-О. 
АС В 

3) Показать, что для равносторонней гиперболы кругъ (*) обращается въ одну 
точку, совпадающую съ центромъ гиперболы . 

4) Показать, что координаты фокуса кривой второго порядка, данной общимь 

уравнешемъ, удовлетворяють двумъ сабдующимь уравненамъ: 

(Аз-- Ву-+ 1) (Ве + Су-+ Е) = В. } (х.у), 

(Аз Ву): — (Ве- Су- Е} =(А— С) У(2,у), 

ГДВ / (2, у) означать первую часть уравненя данной кривой. 
269. Обращаемся къ дальнёйшимъ приложенямъ сокращеннаго способа. 

Мы видбаи, что уравнене 5 — #2? — 0 опредваяеть коническое ебчеше, имЪю- 
щее двойное соприкосновеше съ коническим сфчешемь 5 = 0 (ем. $ 244). Есаи 

линя о — 0 будеть касательною къ 5, то двЪ точки Ри О (см. чёрт. 136) сов- 

падут и коническое счеше 5 — а’ = 0 будеть имфть четыре обиуя точки ©ъ 
5 —=0. Въ этомъ случа говорятъ, что такъ называемое двойное соприкосновеше 

обращается въ соприкоеновеше третьяго порядка, ПослЪдй терминъ требуеть 

разъяенен!я. 

270. Если двЪ изъ точекъ пересёчешя двухъ коническихъ ефчен!й совпадаютъ, 

то говорятъ, что коничесыя сфченя касаются одно другого и ливйя, соединяющая 

совпадаюния точки, будетъ ихъ общая касательная. Пусть уравненя двухъ кони- 

ческихъ сЪченшй, отнесенныя къ касательной и нормали, будуть 

2) Показать, что радусъ круга (*) равенъ 

Аж 2Вху-н Су? + 2Еу=0, 

А, ЗВ Су ЗЕу= 0; 
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тогда уравнеше лини 2/ №, соединяющей дв друга точки пересъчешя № и №, будеть 

2 (ВА, —АВ,) + (СА, — АС, )у-+ 2 (ЕА, — АЕ) =0. 

Этотъ случай касан!я называется соприкосновещемь первало порядка. 

Соприкосновеше будетъ гораздо тбенфе, если совпадуть три общёя точки двухъ 

коническихъ сЪченй. Въ этомъ случаЪ одна изъ точекъ 1, № должна совпадать 

съ точкою касашя, слЪдовательно, прямая Л/№ будеть проходить черезъ начало 
координать и мы получим услове ЕА, — АЕ, =0. Это — соприкосновеще 

вторао порядка. Еривыя, иибющя соприкосновене выше перваго порядка, на- 
зываются соприкасающимися (оскулирующими). Очевидно, что коническя с}- 
ченя, иибющия соприкосновеше втораго порядка, пересЪкаются еще въ одной точ. 

Самое тЬеное соприкосновене коническихъ сЪченй будетъ, если ихъ четыре 
точки пересфченйя совпадутъ. Въ этомъ случа прямая №/.У должна совпасть съ 
касательною, принятою за ось 2-овъ (у = 0), и мы получимъ два условя 

ЕА, — АЕ, =0, ВА, — АВ, = 0. 

Это —соприкосновене третьяго порядка. 
271. Для опредёлешя положеншя лин!и второго порядка необходимо пять усло- 

в (см. $ 91). Въ случа параболы одно услове должно удовлетворяться уравне- 
немъ АС — В? — 0, а потому положение параболы на плоскости опредфляется 

четырьия точками. Слфдовательно, можно искать параболу, имфющую еъ давнымъ 
коническим сфчешемь соприкосновене третьяго порядка. Уравнене параболы, 

иифющей сказанное соприкосновеше съ коническямъ сЪчешемъ 

27 -- 2Вху + Су, + ЗЕ =0 

будеть 
(= -+ Ву)’ + 2Еу = 0 (вм. $ 270). 

212. Кругъ не можеть имфть соприкоеновешя третьяго порядка съ кониче- 
скимъ сЪчешемъ, ибо необходимо удовлетворить тремъ условямъ, чтобы уравнене 

выражало кругъ, другими словами, кругъ опредЪляется вполн® тремя точками. 
Бругъ, имбющуй въ нЪкоторой точь коническаго сЪчен!я соприкосновешезвто- 

рого порядка, называется соприкасающимся кругомъ, или круюмь кривизны; 
радтуеъ этого круга называется радйусомь кривизны, & центръ его уентромь 
кривизны, 

Для уравнен:я коническаго сЪченя: 

а? + 2Вху + Су?’ 2Ву = 0 

уравнене круга, имбющаго соприкосновен!е перваго порядка, будеть, 

т ну =0. 

Чтобы это быль кругъ кривизны, необходимо положить 1. 2—1. 2. Е==0, 

откуда радусъ кривизны выразится такъ у — И. 
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Задачи: 

1) Найти выражен! радгуса кривизны въ какой нибудь точк% эллииса, 
Отв. Уравнен!е эллипса, отнесенное къ двумъ сопряженнымь д?аметрамь, изъ хе- 

з д? 
торыхъ одинъ ®,, проходитъ черезъ заданную точку, иметь видъ —— г — в. =6 

й 
перенося начало координатъ въ заданную точку, получимь у = у" = Ъ,, откуда 

/ Г’ 
а —0. Остается повернуть ось у-овЪ на уголь 5 — 0, 8 

й й 
уголъ между даметрами, У= У 5160; Х = -Ну 0036. Коэффищенть при Х? 

= 
будеть ‚апри У, Е ‚ откуда рамусъ кривизны опредфлится такъ 

рых @ р а : ай 

*— В 50 вв тб — 
Эту величину легко построить. 

2) Найти координаты точки пересфчешя круга кривизны съ коническимъ сф- 

чешемъ. 

Отв, вы, У= 48 

я 
тя (ем. $ 198) 

— зи. 

3) Существують три точки на коническомъ ефченш, коихъ кругъ кривизны 

проходить черезъ данную точку на кривой; эти точки лежать на круг, проходя- 
щемъ черезъ данную точку; оф составалють треугольникъ, пересбчеше меданъ 
котораго есть центръ кривой. 

Отв. Въ этой задач и предыдущей можно посовЪтовать ввести эксентрическй 

уголь ф (см. $ 173). Легко показать, что условемъ нахождешя четырехъ точек 

фи, Фз, Фз, $. на одномъ круг будеть ф.-Н $. ф.-Нф, = 0, или = тк 

(см. зад. на коническя с5чешя 112); откуда, полагая ф, = $, = <,, получим 

®=— >. Если <, задано, то получимь три значешя дая ф,, а именно 

е > Е — Е т, + — - т; эти три точки лежать на круг, про- 

ходящемъ черезь точку $.. Утверждеше относительно центра получимъ, разсмат- 
ривая уравневя предыдущей задачи и замфчая, что эти уравневя, будучи куби- 

ческими относительно 2’, У’, не закаючають членовъ съ 2’?, у”, откуда суммы 

ихъ корней равны нулю (еравн. зад. 10 стр. 45). 

4) Во вебхъ коническихь сёчешяхь радусъ кривизны равенъ кубу нормали, 
раздфленному на квадрат параметра. 

273. Итакъ мы видимъ, что уравнеше 5 — 14° — 0 въ томъ случав, еели 
4 —= 0 есть касательная къ коническому сВченю 5 — 0, опредбаляеть кониче- 

ское ечеше, имВющее съ заданнымь 5 — 0 касаше третьяго порадка; ибо въ 

этомъ случаЪ четыре точки пересфченя двухъ коническихъ сЪченй совпадають въ 
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одну, такъ напримбръ мы видфаи (см. $ 269), что два коническихъ сЪченя, имю- 
щихъ соприкосновеше третьяго порядка въ какой нибудь точк® оси 2-овъ, имВютъ 

форму: 

Я =0и8 — Ку? = 0. 

Уравнене «3 — 1* = 0, какъ мы видЪаи, опредфаяеть коническое с5чене 
касающееся двухъ прямыхъ х —= 0, В =0 въ точкахъ пересфчешя этихъ пря- 
мыхъ съ прямою 7 = 0. Заключене это обобщается и для того случая, когда одна. 

изъ лин а, В, 7 находится на безконечномъ разстояни. Въ самомъ два, когда, 
напримвръ, 7 = с, тогда уравнеше с — 0, какъ говоратъ, даетъ безконечно да- 

лекую прямую и уравнеше 3 — с? = 0 опредфаяетъ гиперболу, имфющую асими- 

тоты & = Фи = 0. Поэтому говорятъ иногда, что гипербола касается своихъ 
асимптоть въ точкахъ, лежащихь на безконечно далекой прямой с = 0. Подоб- 

нымъ образом, сели 3 — с, то уравнеше с — 1? = 0 опредфаяеть параболу, 

которая касается прямой х — ( и безконечно далекой прямой с = 0 въ точкахъ 
ветрчи этихъ прямыхъ съ даметромъ 7 — 0. Поэтому говоратъ иногда, что вся- 

кая парабола иметь касательную на безконечности. 
274. Остановимся еще на случа тавъ называемыхь подобныхъ и подобно-рас- 

положенныхь коничеекихь сфченй. Мы будемъ называть дв фигуры подобными и 

подобно-расположенными, если радусы векторы, проведенные къ первой изъ нихъ 
изъ точки О находятся вЪ постоянномъ отношени къ параллельнымь радгусамъ 
векторамъ, проведеннымъ къ другой черезъ точку О,. Если сказанное свойство 
имфетъ мЪето для двухъ какихъ нибудь точекъ Ош 0О,, то, какъ не трудно уб%- 

диться, можно найти безчисленное множество паръ точекъ, обладающихь твуи же 

свойствами, Положимъ, что имфемъ пару точекъ О, (2, у,) и О, (2, у); урав- 

нен!е прямой, проходящей черезъ точку О, можеть быть. написано такъ: 

2—1, = рез 0, у— у, = рзт 0, 

дв ри 0 двЪ новыя величины, изъ которыхъ одна, р, подлежить исключению изъ 
написанной пары уравненй; что же касается другой, 6, то отъ измфненя ся м®- 
няется положене разематриваемой прямой, Пусть булутъ даны два конических 

сеня: 
Ал? + ЗВху - Су’ 20 + ЗЕ Е=0 

аа? -- Эту = су? -- 242 уу =0 

Преобразуемъ въ первомъ систему координатъ, перенеся начало въ точку 0,, 

а второе уравнеше преобразуемъ, взявъ новую систему координать съ началомь 
въ О.. Тогда уравненя этихъ коническихь сЪчен!й примутъ видъ: 

Аз? -- 2Веу -- Су’ 20. + ЗЕ у Е, =0 

ад? — Зожу -- су? -- Зах - Зву Л, = 0. (ем, $ 92) 
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Уравненя радгуса вектора, проведеннаго черезъ точку О, будуть: 

=рс080, у=рзт0, 

а уравненйя радуса вектора, ему параллельнаго и проходящаго черезъ точку О,, 
будуть: 

Ш = 7005 0, у=узт 0. 

Отсюда уравнешя для получешя искомыхъ величин р их будуть: 

(А с03?9--2В 603 0 т 0--О т? 6) 2-2 (ЛП, соз 0-Е, вт) р--Е,=0 (1) 

(@ 605? 6 - 266030 32 6-5 сз? 8) 7? 2 (@, со 0-е, т 0) +}. =0 (2) 

Но такъ какъ при веякомъ 0 должно быть” — Хр, то два такихъ уравнешя 
должны быть тождественны (1) и 

(4 6057 6-5 26 зт 6 т 6-е зт? 6) ?р?-+ 2 (а, с08 0 не, зт В) р-н /, =0. 

Отеюда мы замфчаемъ, что надо будеть подобрать х,, У,, 2, У, и  такъ, чтобы 

‘уловлетворилаеь пропорщя: 

А 603? 0-2 В с0з 0 эт 0-+ Сзй? 6 Л, с08 0 Е, зт 0. ре 
(@605° 0-26 605 0 эт + с; 6) (4, соб не зто у ' 

тд подъ © разумфемъ общую величину отношения. Такъ какъ написанная пропор- 

щя должна имзть мЪето при безчисленномъ множеств значенй угла 0, то необхо- 

димо, чтобы было 

что даетъ услове подобя и подобнаго расположеня двухъ коническихъ сЪчен!й; 

дия опредфленя координатъ точекъ О, и О. получимъ слдующя равенства 

, _ Е, Е, И =, и =, 
а, 2: 7 

которыя, по исключен  дадутъ 

р, р Е, и ы щей & 
Легко видЪть, что, напримфръ, еели точка О, совпадаеть съ центромъ кони- 

ческаго сфченя (1), то соотвётетвенная точка О, будетъ центромъ коническаго 

сфченя (2), ибо уравненя 7), =0и Е, =0, поваекуть за собой какъ сябдствя 

уравнения 4, = Фие, = 0. Число же Х опредфлится изъ равенства, 

ЕН: а. С) 

Интересенъ случай, когда точки 0); и О, совиздаютъ. Въ такомъ случа$ полу- 
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чается точка, называемая центром» нодобёя. Покажемъ, какъ опредфалить коор- 
динаты центра подобя. 

215. На основан!и сказаннаго мы замчаемъ, что общими уравненями двухъ 
подобныхь и подобно-расположенныхь коническихь сфчешй будуть уравненя 
5 = 0иб — (а = 0, гдВ а линейная функщя, ибо коэффищенты А, ВиС въ 
двухъ такихъ уравненяхъ будуть одинаковы. Положимъ, что за начало координатъ, 
выбранъ центръ коническаго сфчешя 5 = 0; тогда, очевидно, уравненя задан- 

выхъ конических сФченй будуть имЪть видъ 

1 (а, у) = Аз? + 2Взу + б’-Р=о0 

Р (<, у) = Аз? + 2Вгу -- Су? + 3П0х + ЗЕу + Е=0. 

Обозначая черезъ 2, и у, координаты искомаго центра подобя, получимъ для 
ихъ опредфленя слфдуюпия уравнешя: 

Аа: = Ву, Ва, += Оу, в 5 (в, и) 
Ах, + В О Ва + бу--Е ‘’ Ру) . 

тд о = 1. 

Очевидно, что искомый центръ подобя лежить на прямой лини, имфющей 

‘уравнене 
Ах, + Ву, _ Ва бу 

Ах, + В, -- р Ва, + бич ЕВ 

Послвднее уравнен!е можно переписать въ вид 

Е (Аз: + Ву,) = П (Вх, + бу,) 

Прамая, опредфляемая этимъ уравнешемъ, очевидно, проходить черезъ центры 
двухъ коническихь сЪченй. 

276. Покажемъ, какъ опредфлить координаты центра подобя двухъ централь- 

ныхъ коническихъ сЪченй, зная координаты ихъ центровъ. Пусть уравневя двухъ 

гомотетическихъ *) коническихь сЪчен!й будуть 

Л. @,)=А(#— + 3В(#— в) (у— В) + С(у—вВ) — 2, =0 (1) 

Л@,У)=А(@— 2 В(2— 2.) (у— В) С(у—в)}—Р,=0 (2) 

тАЬ, очевидно, х, иВ, суть координаты центра коническаго ефченя (1), за, и, — 
координаты центра коническаго ефчен!я (2). Обозначая черезъ Е и м координаты 

искомаго центра подобя и перенося начало координатъ въ эту точку, мы предста- 

*) Гомотетическими филурами (Нкигез ВошоВёЧиез) называются фигуры подоб- 
ныя и подобно расположенныя. (Сказез. бёотейче Бирёеиге). 
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вимъ уравнения (Г) н (2) въ сл5дующемъ вид: 

Аз? -- ЗВху -н Су’ ПТ & ЗВу+ Е =0 (1) 

А? + ЗВку + Су? +- 3), ЗЕу+ РЁ, =0 (2') 
тд 
В =АС—)+В— В), Е, = В&—) быв), И =Л 61), 
2. =4(&—а,) + В(1—В.), Е, = В —а,) + Ст— В), .=Л &7). 

Для нахождешя центра подобзя придется р5шать систему уравненя: 7 

А . 2: 6: 2-Е. 
А Б Р, ь В * Е, 

Въ данномъ случаЪ эта система обращается въ слёдующую: 

Аба) В) _ Ва) -+ 0-8 и А, 
ЯЕ-ы-+В- —“ВЕ—-+0@-№ = лет’ 

Равенство двухъ среднихъ отношенйй даетъ: 

(40 — В*) [© — в.) п — №) — ({ — а) @—в)] =0 

отсюда, такъ какъ АС — В? не = 0, то иметь мЪето равенство: 

ам -(—-ма-—ю=9. 
На основан!и посл®дняго равенства получаем; 

о 

т Аи: 1 
9-м — В 

Подставляя полученную для # величину въ уравнеше: 

г № (&, \) 
ых Ея 

получимъ окончательно для опредфлешя $ уравиеше 

2, (Е — а, — Р:,(&— а) =0, 

Послёднее уравнен!е распадается на два саЪдующихъ: 

Р.Е —в,)+Р(Е—а) =0иР (Е—и,) Ра) =0, 

Сльдовательно, существують два центра подоб\я; одинъ изъ нихъ иметь 

абсциссу: са Роз = Рав, 
ЕЕ * 

а другой: 

Баг. Вы, 
'—Р, 
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Подобным же образомъ замфтимъ, что ординаты этихъ центровъ подобя 

будуть: ‚- 
Рь+РЬ „_ РВ 
Р-Р, Фе 

Указаннныя выражешя координать центровъ подобя показывают, что эти 

„центры лежатъ на линш, соединяющей центры заданныхь гомотетическихь кони- 
ческихъ очен и, на основанш соображенй $ 35, двлять разетояне между цен- 

трами въ отношени коэффищентовъ Р, и Р.. 

Итакъ, можно написать общёя выраженя для координать центра подобя въ та- 

КОМЪ ВиДЬ 
НЕВЫ __ в В, 

И О Я 

причемъ одинъ центръ подобя еоотвтетвуеть ^ = — т и лежить внф отрзка 

между центрами, а другой соотвЪтетвуеть значению %. а и лежать внутри 

этого отрёзка. На основани же 5} 70 и 74 мы видимъ, что два центра подобля дЪ- 

лать гармонически разстоян!е между центрами данныхъ коническихъ сёчен!й. 

Опредёливъ центры подобя, легко получить выражения дая &. Простыя вы- 
кладки даютъ: & = —^, причемъ, очевидно, положительно дая внЪшняго центра 

подобя и отрицательно для внутренняго. 

Изъ самаго понят!я о центр® подоб1я ясно, что онъ лежитъ въ перес®чен!и двухъ. 

общихъ касательныхъ къ заданнымъ гомотетическимъ коническимъ сфченямъ. 

277. На основанш соображенй $ 151 мы замфчаемъ, что отношеше —- рав- 

няется отношению соотвётетвенныхь полуосей заданныхъ гомотетичеекихь кривыхь 
второго порядка. Отсюда, какъ сл6детвые, вытекаеть, что въ гомотетическихь ко- 
ническихъ сфченяхъ 00% полуоси пропорцюнальны, а направленя соотвфтетвенныхь 

осей параллельны, что слФдуеть на основании $ 143. 
278. Сказанныя замфчаня отъ слова до слова могутъ быть приложены къ еи- 

стемЪ двухъ круговъ, ибо вс круги суть фигуры гомотетичесвя, что ясно изъ 

того, что ихъ уравнешя могутъ быть приведены къ такому виду, что А = =1, 

В=0. Въ случа круговъ Р, и Р, пропорщональны радтусамъ этихъ круговъ 
и равны имъ, если А =О=1. 

279. Ясно, что гомотетичесвя коническя с5ченя имвютъ паразлельныя асими- 
тоты, ибо совокупность прямыхъ лин, параллельныхь асимитотамъ, выражается 

ных Ах? 3Вту -н Су? = 0. 

Въ случа% дЬйствительности лишй, опредфляемыхь этимъ уравневемтъ, полу- 

чвется гипербола, такъ что можно сказать, что дв гомотетическя гиперболы пе- 

ресфкаются въ двухъ безконечно удаленныхъ точкахъ. Эти точки суть точки встрёчи 

Д. А. Граве. 18 



безконечно далекой прямой съ ассимитотами гиперболъ. Въ случа» эллицса ассими- 

тоты мнимы и потому два гомотетическихь эллипса пересЪкаются, какъ говорятъ; 
въ двухъ мнимыхъ безконечно далекихъ точкахъ. 

280. Оставтся еще раземотрЪть случай двухъ гомотетическихъ параболъ, Ясно, 

что гомотетичесвя параболы должны имЪть параллельныя оси, & потому уравневя 

ихъ могутъ быть написаны въ такомъ видЪ: 

у? = 2рх, (у— В)* = Зр, (& — ®), 

причемъ, очевидно, взяты за оси координатъ ось и касательная въ вершин первой 
параболы, хи В суть координаты вершины второй параболы, арир, суть пара- 
метры параболъ. Обозначая черезъ Е и м координаты искомаго центра подобля, по- 

лучимь, перенося начало координать въ эту точку, преобразованныя уравнешя 
вашихъ параболъ: 

у’ — 2х + тт — 21 =0, 

у — Зри + а —Ю и — 8): — 26 —@=0, 

Система для опредбленя Е и) будетъ сбдующая: 

р ы № — 2 1=1-2 = =#№ ; 
1 1—8 (— 8—2 —а) 

Рьшая эту систему относительно #, Ё и, получимъ: 

В 
Р РР 7—Р: 

Итакъ мы видимъ, что дв гомотетичесв!я параболы имфютъ одинъ только центрь 

подобзя. Можно сказать, что двф гомотетическя параболы соприкасаются на безко- 
нечноети. Въ самомъ дВлЪ, мы видъли уже, что нарабола касается безконечно дале- 

кой прямой въ точк®, опредфляемой направленемъ оси. А такъ какъ оси двух 

томотетическихь нараболъ параллельны, то отсюда и слбдуеть возможность выше- 
приведеннаго выражешя. 

281. Раземотримъ теперь случай трехъ центральныхь гомотетическихь кони- 
ческихъ сфченй. Такъ какъ для каждой пары заданныхь линй существують два 

центра подоб\я, то ясно, что всего центровъ подобйя дая системы трехъ гомотетиче- 
скихъ коническихь сфченй будетъ шесть *). Всф шесть центровъ подобя лежать 

на сторонахъ треугольника, образованнаго центрами заданныхъ конических сЪче- 
НШ, причемъ три выйпнихь центра лежать вн треугольника, Покажемъ теперь, 
что сказанные шесть центровъ подобя суть вершины нЪкотораго полнаго четырех 
сторонника, откуда будеть слёдовать, что изъ шеети центровъ подоб\я три лежатъ 
на одной прямой, причемъ будуть существовать четыре прямыхъ (стороны четы- 
рехеторонника), на каждой изъкоторыхъ лежать по три центра подобя, Эти четыре 

*) Эго замфчаше принаддежить Монжу. 

ПЕЧИ 
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прямыя называются осями эюдобёя. Одна изъ нихъ проходить черезъ три выЪш- 

нихъ центра подобя, три другихъ соединяютъ каждый изъ внфшнихь цевтровъ съ 
двумя внутренними. 

Справедливость сказаннаго относительно центровъ подобя слёдуетъ изъ теоремы 

Менелая (см. $ 37). Въ самомъ вЫ центры подобя КВаять стороны нашего тре- 

угольника въ отношеняхъ: ее обаь >. . Перемножая этн три 

отношеня, получимъ -= 1. На основан же теоремы Менелая три точки, дфляция: 

стороны даннаго треугольника въ данныхь трехъ отношевяхь, лежать на одной 
прямой въ томъ случаф, котда произведеше отношенй = — 1. А потому изъ 

центровъ подобйя будуть лежать на одной прямой только или три вифшие, даюпуе 
три отрицательныхь отношения, или же одинъ вафший и два внутреннихъ. 

282. Центры и оси подобя играють большую роль въ задачахъ, касающихся 

системъ гомотетическихь коническихь очен, въ чаетномъ случа, системъ кру- 
товъ. Какъ одинъ изъ любопытныхь примфровъ приложения центровъ и осей подобуя, 
укажемь на задачу построешя круга, касающагоея трехъ данныхъ круговъ. Для 
желающихь познакомиться съ рышешемъ этой задачи можно рекомендовать: 
Ропсейе. ТтаНб 4ез ргоргёйз ргодесйуез ез Пеиге: 270. Неззе. Уотезии- 
еп аиз дег Ана] уизсВеп Сеотефие 4ег Сегайеп Мше, 4ез Риль{ез па@ 403 Кге!вез, 

Барлоп-Р еек. АпаЙуЯзене беошефте Чег Кесе]зе вши е. 
283. Раземотримъ случай, когда гомотетичееня коническя ебчешя концен- 

тричны. Тогда ихъ общий центръ есть ихъ центръ подобя, Еели примемъ за начало 
координать общий центръ, то ихъ уравнен!я будутъим®ть видъ: 

А? ЗВху Су + Р, = 0, 

Аа? + ЗВзху —- Су? +-Р, =0. 

Отсюда мы замфчаемъ, что общий видъ уравнен!й двухъ концентричеекихь гомоте- 
тическихь коническихъ вфченш будеть: 5 = 0, 9+ Ё = 0, гдё{ изкоторое 

постоянное число. Поелвдыя уравненйя показывають, что тая кривыя соприка- 

саются въ двухъ безконечно удаленныхъ точкахъ, причемъ хордою соприкосновеня 
яваяетея безконечно удаленная прямая 1 = 0. 

284. Такъ кавъ вез круги гомотетичны, то на основан сказаннаго въ 5279, 

мы можемъ сказать, что они проходять черезъ дв мнимыя безконечно халекя, такъ 
называемыя уиклическйя точки. Эти цикличесыя точки лежатъ на безконечно да- 
лекой прямой въ ея пересфчени съ асимитотами круга, или, что одно и то же, въ 
пересзчени съ двумя прямыми, проведенными черезъ начало координать паралаельно 
асимитотамъ, уравнеше которыхъ есть 27 -- у? =0, Въ данномъ случа асимптоты 

мнимы и имють уравненями 
жмет (у— В) = 0, 

ища #(у— В) =0, 

18* 
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тдЪ аи В координаты центра. Концентрическе кругя можно разематривать какъ 
соприкасающеся въ двухъ мнимыхъ безконечно удаленныхъ точкахъ, 

285. Возвратимся теперь къ способу трилинейныхъ координать. Мы видли, 
какъ общее уравнене коническихь сфченй въ этихъ координатахь приводилось, 

такъ сказать, къ простЪйшему виду 

Та? -- М - 1 

принятемъ автонолярнаго треугольника за координатный. Мы показали, что таких 
треугольниковъ безчисленное множество и, слЪдовательно, такихъ приведений мо- 
жеть быть сдфлано безчисленное множество. Остается изучить посафднее уравнене 

боле обстоятельно. Прежде всего покажемъ, какимъ условямъ должны удовлетво- 
рать коэффищенты 7, Ми №, чтобы коническое еЪчен!е было элаинеомъ, гипер- 

болою или параболою. Чтобы опредфанть видъ кривой, опредфляемой уравнешемь 

Та? = М -- №? = 0, (0) 

разсмотримъ ея безконечно далевйя точки. Мы знаемъ, что безконечно далекая пря- 

мая опредфляется уравнешемъ: 

ая 5 = е7 = 0 (вм. $ 255). (2) 

Исключая изъ уравнений (1) и (2) функщю т, получимь уравнен!е 

(То? = Ма?) а? += З№Мабав -- СМ + №0?) 2 = 0. (3) 

Посалфднее уравнен!е опредаяеть двЪ прямыхъ, проходящих черезъ точку: «= 0, 
В=0, ст= А (см. $ 254). Эти прямыя будуть лЬйствительными, совпадающими 

или мнимыми, смотря по тому будеть ли №025? больше, равно или меньше 

(Те? -н Ма?) (Ме? - №), 

Итакъ, въ случав эллипса имфемъ: 

не а 
пм (+ +=) > 0, 

въ случа гиперболы: 

х а? 
вм (* + 

ВЪ случа же параболы: 

ен Е, 0 
м М9 

286. Найдемъ тешерь координаты центра. Для этого воспользуемся соображе- 
шемъ, что полара центра ееть безконечно далекая прямая. Въ самомъ дваф, въ 

$ 178 мы видфли, что уравнеше поляры точки а,, В, имфеть видъ: 

Таа, 5 В8, = Р=0. 
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Вели разематриваемая точка есть цевтръ, то а, = 0, 8, = 0 и подяра центра 
имфетъ уравнене Р = 0, что даетъ безконечно далекую прямую. 

Обращаемся теперь къ разсмотрьнйю заданнаго уравненя 

Ти + М + М =0. 

Мы видфли, что нолярою точки а, Во, то яваяется прямая 

Таз, ++. МВ, = № = 0. 

Для того, чтобы разематриваемая точка была центромъ, необходимо, чтобы послёд- 

нее уравнене совпадало съ уравнешемъ безконечно далекой прямой, что даетъ 
пропорцию 

"= 

Такъ какъ во уравневя прямыхь лин! и коническихь сЪченй въ трилиней- 
ныхъ координатахъ однородны, то понятно, что за координаты центра можно 

: а 
принять три числа, которымь оти координаты пропорщональты, т. е. р, 
ь с , 

ИМ 
Въ случа параболы центръ лежить на безконечно далекой прямой, ибо его ко- 

ординаты удовлетворяють уравненно этой прямой. 

287. Такъ же просто выводится уравнен!е сопряженныхъ даметровъ. Въ са- 
момъ два, возьмемъ уравнене какого нибудь фаметра коническаго сЪченя: 

и тв п = 0. 

Для того, чтобы это уравневе опредфляло даметръ, необходимо, чтобы координаты 

центра удовлетворяли ему, что даетъ услове: 

14 РЕ. пе 

тн 
Вепомнимъ теперь нашть основной способъ разсмотрья ЕС ОА 

сфчешй при помощи уравнешя 

Та? + Р=О. 

Въ $ 247 мы уже говорили, что этотъ способъ раземотрёнйя приводится къ выбору 
за координатвый автополярнаго треугольника, образованнаго двумя сопряженными 
Маметрами и безконечно далекою прямою. А потому каждый изъ сопряженныхь 
Маметровъ можно разематривать какъ поляру безконечно далекой точки другого, 
что, впрочемъ, очевидно также изъ геометрическихь соображен!й. 

Безконечно далекая точка ламетра 

ит =0 

= 0. 

опредъляется двумя уравнен!ями: уравнешемъ этого д1аметра и уравнешемъ безко- 



нцечно далекой прямой. Отеюда мы видимъ, что координаты а, В, то этой безконечно 
далекой точки опредбаятся изъ пропорций: 

Е о Пе 
т%—ст @— т-—Ы 

Итак, за коорданаты а,, В., 1» можно принять числа (фи— си), (1— ат), 
(та — 1). 

Уравнен!е искомаго даметра, сопряженнаго съ заданнымъ, напишется какъ 
уравнен!е поляры точки а,, Ву, то. Это уравнеше будетъ имфть видъ: 

Та ($ — ст) 5 М3 (4 — ап) - № (ат — М) = 0. (=) 

Ве маметры параболы параллельны между собою, потому что пересекаются 

въ безконечно далекой точк®. А потому она не пмфетъ сопряженныхъ фаметровъ. 

Въ этомъ случа уравнене (*) дает безконечно далекую прямую. Въ самомъ двлЪ, 

вЪ случав параболы будетъ, 
& ь с "у + = 0, 

4 ь с 8 ат +В -ун-е-у = 0 (м. 5285). 

‘Отсюда. 
а ь с 

т м Р.Я 
т—т ат тЫ’ 

Подетаваяя въ уравненге (*) выфето знаменателей числители этихъ отношенй, по- 

зучимъ уравнене безконечно далекой прямой. 
Птакъ мы видимъ, что двЪ прямыя 

ат =0 и 1ат В пт =0 

будуть представлять два сопраженныхъ даметра въ томъ случав, когда, 

а Эры РМ, тт ут -у=6 
а ь с 

1 "у п м=4 Л 

посаЪдейя уравнешя представляютъ условя, при которыхъ 06 прамыя прохо- 

датъ черезь центръ. Что касается коэффищентовъ 1, #,, #‚, то они выражаются 

формулами 
1 = 1 (и — ст), т, = М (1— ам), п, = М (ат— И). 

Отсюда очевидно, что между величинами 7, 2, ® и 7,, т, 2, существуеть соот- 
ношене 
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ПолнЪйшая симметря посл6дняго уравненя выражаеть основное свойство с0- 

пряженныхь даметровъ, состоящее въ ихъ взаимности и наши разсуждешя въ 

$ 142 представляют частный случай. 
288. Для полноты изложеня остается еще вывести 1% услов!я, при которыхъ 

коничеекое сЪчеше, заданное въ трилинейныхъ координатахъ, обладаетъ какими 
нибудь частными свойствами: обращаетел въ кругъ, равностороннюю гипер- 
болу ит. д. 

Начнемъ съ раземотрёня круга. 
Предположимъ, что х —= 0, В =0, 1—0, выражены въ нормальномъ видЪ: 

2603 а-+ узта — р, =0, 2603 В-НузтВ— р, =0, 

2 08 1+ узтт— р. =0. 

Даля того, чтобы не вводить лишнихъ обозначен, будемъ одною буквою а 0б0з- 

пачать какъ всю первую часть уравнены, такъ и уголъ, образованный перцендику- 

ляромъ къ прямой съ осью 2-овъ: 

в =х с05 анузта— р, =0. 
Уравнеше 

Та? М'-- № =0 

можеть быть налисано въ такомъ вид 

(Тосоз?а-4- М воз? ВН М ео) ай --3( Госозазт а -+- М еозВзт 3 -- № воз зт) ху 

—+ (С зб а - М зи В-- № т? т) у--2Ох--2 Ву ГЕО. 

Для того чтобы кривая, опредфаяемая посафднимь уравнешемь, была кругъ 

необходимо удовлетворить двумъ условямъ: 

Т, е05? а -- М 003? В-Н М 605 1 = Г, эт? а-- М эт? В-- М5 т 

Т, с0; а зта-- М с0зВ зт 3 - М с051 зт 1 = 0 

эти услошя могутъ быть написаны еще такъ: 

Т, с0$ За-- М с08 23-Н М 00; З1=0 

Т, зтЗа-- М зт 28-5 № эт 31 =0, 
откуда 

т, М Ро 
312 (8—7) вт (—а) т (а-В” 

‘Обозначая черезъ А, 2, С углы координатнаго треугольника, лежание противъ 

сторонъ а, В, т, получимъ: 
РАН М 

тЗА  эт2В 3т20’ 
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откуда уравнене круга напишется въ такомъ видЪ: 

эт ЗА а? -- т ЗВ В" -- зт 2012 =0, 

Кругъ дЬйствительный, если по крайней м®рЬ одинъ изъ синусовъ отрицателенъ, 
что приводится къ требованию, чтобы автополярный треугольникъ быхъ тупоуголь- 

ный: отеюда, слбдуетъ напримфръ, что кругъ не иметь равносторонняго автополяр- 

наго треугольника. 

‘Уравнение Та? + МВ? №=0 

опредвляетъ равностороннюю гиперболу, если 

Т, 605? а М 608 В--М 6051 = — (Г, зи? а-- М зи? В-- М зи? т), 

что дает услове 
Гм и=о. 

289. Найдемъ условйя того, чтобы коническое сЪчене, 

Аа? -- 2 ВоВ 03 - ЗПат = ЗЕ -- Е? =0 

было описано около треугольника а = 0, В = 0, т= 0. Вершина треуголь- 

ника аа —= А, 8 = 0,1 — 0 должна лежать на коническомь сфченйи (1), что 
даеть Аа? — 0; но х не — 0, слбдовательно А = 0. Подобнымь же образомъ, 

покажемъ, что О = Фи Ё' = 0 и, садовательно, уравнеше искомаго кониче- 

скаго сБчешя можеть быть написано такъ 

Ваз -- Дау - ЕЁ = 0. 

290. Вписать въ треугольникъ х = 0, 8 = 0, 7 = 0 коническое съчеше, 

Сторона 7 = 0 должна касаться коническаго ефчешя (1) (ем. $ 290), слло- 
вательно, трехчаенъ 

Аа? + 2ВаВ — СВ 

долженъ быть полнымъ квадратомъ, то веть должно быть ` 

В == Ас 
Подобнымъ образомъ должно быть 

р==УАЕ Е= - УСЕ. 

Обозначая 4 =, О = т”, К = я", получимъ уравнене 

Рай 5 таВ - т? 8? == тат 5 тп Ву - п? == 0, 

Комбинируя на всевозможные лады знаки въ послбднемъ уравненш, мы замвчаемт, 
что изъ 8 случаевъ остаются только четыре сафдующихъ: 

Ра? — таЗ + т"? — Зтау — ати Ву + п? = 0, 
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Раз — Эт ав -- т’? + тат -- тт Ву = 9 = 0, 

Ра? + Эта + т? — Эта - тп Ву п? = 0, 

Раз -- 2 28 5 т? тар — Зтп В + п? = 0, 

остальные четыре дають прямую ланю. 

Если будемъ придавать коэффищентамъ 7, 22, ® различные знаки, то можно 

будеть написать одно общее уравнение 

Ра? — таВ т? — Зтау — Эти - п" = 0. 

Поел®днее уравнене можеть быть написано въ такомъ видЪ 

Ив -= Ут + Ум = 0- 

291. Задача, Данъ эллипеъ; доказать, что двЪ произвольных точки и четыре 

точки прикосновеня касательныхь къ данному эллису, проходящехъ черезъ эти 
точки, лежать на одной кривой второго порядка. 

Возьмемъ коническое сфчеше 

Та? М + № =0 (0 
и двЪ его хорды 

м тб ту = 0, 1Да-- тв 1 = 0. 

Уравнеше коническаго сфченшя, проходящаго черезъ точки встрёчи хордь съ ли- 

нею (1), будеть имфть уравнеше 

Та? -- М-Н № — К (тт (а тв -нил)=0. 

Возьмемъ точку а,, Во, 1, внЪ коническаго сЪченйя (1); тогда уравнене поляры 
будеть 

Таа + МВ + №Муь = 0; 

отеюда полюсъ для прямой 

а тв тр =0 

будетъ опредвляться изъ условя 

То _ М _ Мо 
1 т пт 

ЕЙ: 

Выражая услове того, чтобы коническое счене проходило черезъ точку о, Во, Те, 

получимь 
1 

Я т, т ' 
т М М 

такое же условебудетъи для прохожден!я коническаго е5ченя черезъ полюсъ хорды 

Та тв ти = 0. 
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Изъ симметричности послфдняго выражешя вытекает справедливость высказаннаго 
въ задачв предложеня. 

292. Задача. Кругъ проходящий черезъ центръ равносторонней гиперболы и 
черезъ двЪ вершины автополярнаго треугольника, проходить также черезъ третью. 

'Уравнеше гиперболы имфетъ видъ 

Та? - М8? + № = 0, 
причеиъ 

Г-М-+И=0. 

Легко показать, что уравнене круга, описаннаго окодо автополярнаго тре- 
угольника, имЪеть видъ 

а 31 БВУ -Е са3 = 0. 

Послёднее же уравнен!е показывает, что на этомъ круг лежить центръ ги- 

перболы: 

а ь с 
р 

Что уравнеше 

ау 5 та -- са8 =0 

представаяеть кругъ, описанный около автополярнаго треугольника, ясно изъ сл5- 
дующихъ соображенй. 

Уравнеше 7 Ву -- ж2 5 наВ = 0 опредляетъ коническое сфчене, описан- 
ное около автополярнаго треугольника, ибо оно удовлетворяется каждымъ изъ 

положен: 
а=0,8=0; В=0,1=0; 1=0, «=0. 

Условя, чтобы это мЪсто было кругъ, выражаются такъ: 

1 605 (В + -н м со (1 + -нп е0$ (а + =0, 

Т т (В -- 1) = т за (у ®) + пзт (а + =0, 

Опредвляя 7% и # изъ этихъ уравненй, получимъ. 

т _ зт (у —@). в зт (я — В) 

7 тт’ 7 5т68-—7° 

Теперь, если уголъ между сторонами а, В будетъ С, то: 

зт С = эт (а — В), ит.д. 

(ибо х — Весть уголъ между перпендикузярами. на эти стороны); слЪдовательно 
уравневе круга, описаннаго около треугольника, будеть: 

Вузт А -- 1азт В + а3зт С =0. 
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Можно предложить, въ вид упражненя, доказать, что послФднее уравнение 
выражаетъ сл6дующее геометрическое свойство. Основашя перпендакуляровъ, опу- 
щенныхъ на стороны треугольника изъ точки, лежащей на окружности описаннаго 

около этого треугольника круга, лежатъ на одной прямой. 

293. Задача. Найти уравнеше коническаго сченйя, описаннаго около тре- 
‘угольника аВу, имфющаго центръ въ данной точк® а, Ву, 1. 

Уравнене коническаго сЪченя будетъ: 

187 = туа -= па8 = 0. 

Уравнеше позяры заданной точки будетъ, 

а (тть + #8,) + Вах, 5 Во) +1 та.) = 0. 

Сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ безконечно далекой прямой, получимъ 

ть 8, _ па + о В тд, 
а п с 

Отсюда найдемь числа, которымъ пропорцональны 0, 2, я. 

Если будетъ дана еще одна точка, черезъ которую должно проходить описанное 
коническое сЪчеше, то можно искать кривую геометрическаго м$ета центровъ. 

294. Задача. Провести коническое сЪчене черезъ пять данныхъ точекъ. 

Примемъ три изъ числа заданных точекъ за вершины координатнаго треуголь- 
ника; дв же другйя пусть имБютъ координаты 9, Во, 10; ©; Ви, 71- Придетея удо- 
влетворить двумъ условямъ: 

Во -- тож па, = 0. 
Вр, + та,  па,В, = 0. 

Откуда искомое коническое сБчене опредфлитея уравненемь: 

8 м па 
4,85 Вло 109, | = 0 (См. Прибавлен!е). 

а. ВИ тиб 
295. Задача. Найти уравнеше коническаго сфченя, вписаннаго въ данный 

треугольникь и имбющаго цевтромъ данную точку. 

'Уравнен!е поляры заданной точки имфетъ видъ (см. $ 290): 

91 (т, - пт — 19.) +. Вт (15, + пт, — тв) -= т (а, -- т8, — пт.) = 0: 

Сравнивая коэффищенты этого уравневюя съ коэффищентами безконечно далекой 

прямой, получимъ пропорцю, изъ которой опредфлятся коэффищенты 1, в, я. 

Въ вид упражнешя можно предложить найти мЪето центровъ коническаго с%- 
чения, касающагося трехъ данныхъ прямыхъ и проходящаго черезъ данную точку. 
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Показать, что получится коническое сЪчеше, касающееся прямыхъ, соединяющихь 
средины сторонъ треугольника, составленнаго данными касательными, 

296. Задача. Найти уравневе коническаго сФченуя, касающагося пяти данныхь 
прямыхъ. 

Примемъ треугольникъ, образованный тремя изъ числа данныхъ прямыхъ за 

координатный (см. $ 290). Остается подобрать 7, %, 2 такъ, чтобы коническое с%- 
чеше касалось двухъ другихъ прямыхъ: 

Аа + ВВ Су=0, Аа ВВ Сл ==0. 

Придется удовлетворить двумъ уравнешямъ: 

1 оби И, 1 т п 
а 

297. Задача. Найти геометрическое место фокуса коническаго сёчешя, впи- 
саннаго въ треугольникъ, другой фокусъ котораго описываеть заданную линю. 

Примемъ данный треугольникъ за координатный и пусть координаты фокуса, 

описывающего данную линию, будуть а, В.› 1. Прамыя, соединяющия его съ вер- 
шинами треугольника, будуть: 

В’ %’\№ № 

а такъ какъ прамыя, соединяющя эти вершины съ другямъ фокусомъ, составаяють, 

равные углы со сторонами треугольника (ем. зад. 32), то ихъ уравнешя будутъ 

аа, — ВВ; ВА = 110: 1% = 445; 
послбднее вытекаеть изъ того соображеня, что’ прямая а — 18 = 0, очевидно, 

составаяетъ такой уголь еъ а, какой прямая Га — 8 — 0 составаяеть съ В. Яено, 
что за координаты другого фокуса можно принять 

у $ 2 

а’ №’ т” 
Изъ этой общей задачи саЪдуютъ, какъ частные случаи, разнообразныя задачи, ко- 

торыя мы приводили раньше. Напримфръ, въ двухъ словахъ рёшается задача 106 

(стр. 224). Такъ какъ одинъ изъ фокусовъ параболы лежить на безконечно далекой 

прямой, то, слдовательно, удовлетворяется уравнене 

аа, + 68, - в = 0; 

другой же фокусъ будет на лини, опредфляемой уравнешемь 

а [2 с 
о Ее 
ыы Ф в 
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Посл®днее уравненше можеть быть преобразовано такъ: 

ау -- ва -- в28 = 0 

и опредвляеть кругъ, описанный окодо треугольника а8у. 
Подобнымъ же образомъ легко рышить зад. 200. 

298. Въ заключение нашего изучения коническихъ сЪчевй при помощи трили- 
нейныхъ координать замбтимь, какъ частный случай, уравнене 

(2 — а? + (у— В — (ин ту") = 0, 

тд а и б суть координаты фокуса, а 12 -- ту -- » = 0 директрива. 

Обозначая: 2 — а =, у— 6 = В, 12 + ту-н т = т, напишемъ наше 

уравнеше въ видЪ: 
+ В —1 0. 

Это уравнение представляеть частный случай уравнешл коническаго сБченя, отие- 

сеннаго къ автополярному треугольнику. 

Въ данномъ случа этотъ треугольникъ прямоугольный; вершина прямого угла 

фокусъ, катеты параллельны осямъ координатъ, а гипотенуза—директриса. 

Отсюда непосредственно вытекаеть, что директриса есть поляра фокуса. 

Уравнеше коническаго сфченя въ послднемъ видё примфняется съ большимъ 
удобствомъ къ рёшенйю задачъ. 

Приложен1я теорйи инвар1антовъ къ коническимъ 

сзченямъ. 

299. Въ 5 148 мы видЬли, что для всякаго коническаго счешя 

Ла’ = 2Вху = Су? -- 21х + ЗЕ Е=0, 

уравнене котораго отнесено къ нкоторой прямоугольной систем® координать, вы- 
ражешя А -- 0, АС — В? были инварйантами преобразоваяя координатъ, если 

только это преобразован!е сводится къ повороту прамоугольной системы коорди- 
нать на нфкоторый уголъ вокругъ начала координатъ. Это замфчане можеть быть 

сл5дующимъ образомъ обобщено. 

Возьмемъ уравнеше коничеекаго сфчешя еъ центромъ, отнесенное къ этому 
ентру: 
НЫ Аз? + ЗБху бу Р=О, (1) 

причемъ оси координать пусть будуть какЁя угодно, образующуя уголь ‹, Если мы 

порейдемъ, оставив то же начало, къ новой систем® координатъ, оси которой вЪ- 

которыя друмя и образуютъ уголъ ©, то уравнеше коническаго сфчена (1) пра 
вовыхъ координатахь будеть имфть видъ такой же, причежь членъ Р, независяиий 
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отъ координать, не мфняеть своей величины, трехчленъ же 

Аз? -- 2Вху — Су? 
обращается въ подобный 

А,27, + ЗВуяу, + бу", 

тдВ А,, Ву, С, суть вкоторые коэффищенты, величина которыхъ зависить отъ 
выбора новой системы коорлинать, а2, и у, суть новыя координаты точки М, 

старыя координаты которой х и у. Такъ какъ начало координат не м$фняется, то 

растояве точки 1/ до начала не мВняется отъ преобразования координатъ. Сафдо- 

вательно, имфетъ мфето равенство 

2? -- 2030 жу - у? = 27, + 3008 9 зу, + у, (2) 

БромЪ того, 

Аз? -- 2Вху + Су? = Ал? Вл, + Су, (3) 

Умножая равенство (2) на нЪкоторый, пока произвольный, множитель ^, и сказ- 

дывая съ уравнешемтъ (3), получим 

(Ат 3(В- Хе) ду - (С+му = 

= (4, + №27, + ЗСВ, + Хе @) лу, + (С, +№у",. (в 

Подберемъ теперь Х такъ, чтобы первая чаеть уравнения (4) обращалаеь въ 
полный квадрать линейной функщи. Для этой цфаи мы должны удовлетворить 

уравненю 
(А+ (СЮ -— (В -+ ̂ с0з в) = 0, 

которое, по раздфлен!ю на 32° ®, обращается въ слхующее: 

А+С— 2Вево ас — в = + № - — 
т? о 57? о 

0. (5) 

Принимая же въ соображеше, что старыя координаты линейно выражаются 

черезъ новыя, мы замчаемъ, что для выбраннаго значен!я ^ также и вторая часть 
дБлается полнымъ квадратомъ линейной функщи, т, е., другими словами, удовле- 

творяется уравнеше 

(А, + №) (С, + № — (В, + №089) = 

или равносильное ему 

А, С, —23В, сз @ 

т? @ 
4,0, — В, д : ты О а =0, (6) 

Такъ какъ уравнения (5) и (6) должны удовлетворяться при однихъ и тхЪ же 

значеняхъ ), то, слФдовательно, должны существовать равенства: 
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ы А--С—2Вс0з® _ А, - 0, —3ЗВ, соз@ 
зи? зи’ @ к 

АС—В? _ 4,0, — В, 
Ро — ЗО 

Послвдя равенства показывають, что выражения 

А+ С—2Везо Аб— В 
и  ` ЭРО т? о 

суть инваранты преобразовашя координатъ. 
300. Указанное свойство инварйантовъ даетъ непосредственно извфетныя тео- 

ремы Аполлошя, выведенныя нами въ $ 197 и 198. Въ самомъ дл, принимая 

во внимаше, что уравнеше эллипса, отнесенное къ сопряженнымь маметрамъ, 
имбетъ видъ: 

а отнесенное къ осямъ 

замфчаемъ, что можно положить 

1 1 де ой 1 
ат Арчи, В, =0, 0, = т, р; 

кром® того уголь между сопряженными даметрами будеть ®, & @ = 90°. Урав- 
нешя, выражающя свойства инвар!антовъ, обращаются въ слдующия: 

а, ев р 1 
97, 67, т? 2 * а, т 

а эти даютъ окончательно 

в =, авто = 4, 

т. е. какъ разъ равенства, выражаюция теоремы Аполлоня. 

301. Разсмотримъ теперь общее уравнене коническаго с5ченя въ трилиней- 

ныхъ координатахь: 
Аа? + 2ВаВ + 03? 2Рат-- ЗЕМ + Е’ =0 (1) 

Назовемъ подобно тому, какъ это сдфлано въ $ 88, опредфавтель 

- А Во 

А=|Г С Е] (См. прибаваене). 

РЕЕ 
дискриминантомъ уравнения (1). 
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302. Сдвлаемъ теперь преобразоване координатъ, причемъ перейдемъ къ дру- 
той систем трилинейныхь координать, опредфаяемой формулами: 

а = аа, на, В, ат, ВЕ НВ т, 

аа, + 6 в +1. 
Понятно, что отъ такого преобразованя уравнеше (1) примет вадъ: 

А, аз, + 2В;а,3, -- 0,82, + 2,1, -Н2ЕВл,-Н Ел”, =0, (2) 

тдЬ коэффищенты А,, В,, ит. д. выражаются черезъ Д, В, С,...., а, а, а,, 

Ь, В, 6,, с, с. с,. Обозначимъ: 

А, В, Р, а, а, а, 
^,=| В, 0, Ви = В Ь 

и, т, 6, С: 6 

получимъ А, = Ад? (ем. прибавлене). 
Итакъ мы видимъ, что дискриминанть А веть такая функщя коэффищентовъ 

‘уравненйя (1) коническаго сфчен!я, которая отъ перехода отъ одной трилинейной 

системы къ другой получаеть множитель, равный квадрату опредЪлителя, состав- 

леннаго изъ коеффищентовъ формуть преобразован!я. Такая функщя отъ коэффи- 
щентовъ называется инварантомь. 

303. Такъ какъ мы всегда, употребляя трилинейныя координаты, беремъ за 

координатныя прямыя три прямыя, не пересфкающяся въ одной точкЪ, то опре- 
дВаитель 8 не — 0 (см. $63 и прибаваене). Отеюда мы замфчаемъ, что, если 

А = 0, вид, = 0. 
304, Покажемъ геометрически значене равенства ^ — 0. Если новая система. 

координатъ будетъ обыкновенная декартовская, то а, =, В, =, 1, =1, атогда 
равенство А, = 0 будетъ выражать, согласно $ 88, что заданное коническое с$- 

ченйе обращается въ систему двухъ прямых. 

Итакъ, условемъ того, чтобы коническое сёчеше 5—1:5,=0 приводилось къ 

двумъ прямымъ, является равенство нулю диекриминанта, въ какихъ.бы коорди- 
натахъ это уравнене ни было выражено. 

305. Итакъ, первая часть уравнен!я 

д 19 120, - РА, = 0, (1) 
будучи дискриминантомъ уравнен!я 

8—5, =0, 
получаеть при преобразован!и координать множитель д*, не зависаний отъ вели- 
чины /, а, слЪдовательно, этоть множитель получають отдфльно каждый изъ коэф- 
фищентовъ: А, 9, 9,, А;. Изъ сказаннаго видно, что эти коэффищенты суть инва- 
анты, 
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Коэффищенты Аи, суть дискриминанты 5 — 0 и 5, = 0. Коэффищенты же 
_@ и, суть такъ называемые совокупные инварианты уравненй 9—0 и 5, =0, 
такъ какъ въ каждый изъ нихъ входять коэффищенты обоихъ уравнен!й. 

306. Раземотримъ теперь два случая, когда 1) 9 =0 и 2) 9, =0. 

Покажемъ, что если нЪкоторый треугольникъ автополяренъ относительно одного 
изъ коническихь сБчен!й, напр. 5 = 0, и вписанъ въ другое 5, = 0, то 9 =0. 

Достаточно показать, что инвар'анть 9 обращается въ нуль при одной какой 
либо систем координатъ. Возьмемъ указанный автополярный треугольникъ «=0, 
В = 0, 1 = 0 за координатный. 

Въ разсматриваемомъ случа 

5 = Га + МВ" №?, 5, = 2 у--2туа -2паВ =0 

5 — 15, = Га? — 311 а -- МВ? — тат — ЗН -н №? =0. 

Прираввивая дискриминанть послЬдняго уравнен!я нулю, получемъ, 

1, — т, —1№т 

— т, М, —М|=ЕМИ— № (142 -- Мт? - №?) — тп == 0. (*) 

— т, —Н, № 

Въ этомъ случа 
А= РММ, 9=0 

9, = — (12 Мт? + №?) А, = — ии. 

Итакъ, 9 —=0, это и требовалось доказать. 

307. Уравнеше (*) можно получить и безъ помощи вание разлагая, 
согласно $ 246, первую часть уравнешя 5— 15, =0 на сумму квадратовъ и 

приравнивая коэффищенть Р нудю. 

308. Понятно, что, если мы помфняемъ ролями коничесыя сЪченя 5 и 5,, то 

получимъ такую теорему: 
Еели треугольникъ автополяренъ съ 5, и вписанъ въ ©, то равенъ нулю дру-_ 

той инварантъ 9,. 

309. Покажемъ теперь другое значене условя 9, =0. Если автонолярный 

по ‚отношению КЪ 5 треугольникъ описанъ около 5, то 9, =0. Легко зам%- 
тать, что ‘уравнен!е коническаго сфчешя, вписаннаго въ зоордиватный треуголь- 
пикъ, будетъ ить видъ: 

Ра? — таз т — Эту — тп т =0. (1}» 

Итакъ, принимая указанный автополярный треугольник за координатный 
мы получим: . 

5 = 127 М8 -н №", 

Д. А. Граво. 19 
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&5, —0, по условно задачи, должно совиадать съ уравнешемъ (1). Выражая дая 
‘уравненя 

$ — 15, =0 

услове равенства нулю дискриминанта, мы получамъ уравнене: 

МХ —® (2 МУ-+ т? ГМ т? ГМ) + Ат = 0. 

Отсюда мы замфчаемъ, что : 

А=ГММ, 9 =— (2 МУ-т ГИ ТМ). 

9, =0, ал, = 4Р т? и?. 

Понятно, что, обратно, если треугольникъ, автополярный относительно 5, бу- 
детъ описанъ около 5, то 9 = 0. 

310. Покажемь еще, что, если треугольникъ, описанный около 5,7 вписанъ 
въ 5,, то первые три члена уравнешя: А -- 9% + 9,1? образують полный 
квадрать, т. е. 440, — 0? =0 (*). Но выражеше 449, — 9? есть новый 
инварантъ, и потому услове (*) будеть имёть мфето при всякихъ координатахъ. 

Примемъ разсматриваемый въ задач® треугольникъ за координатный, тогда за 

уравнеше 5 = 0 можно принять (1) (см. $ 309). Уравнеше же 9, = 0 напи- 

шемъ въ такомъ вид: 2у8 -- Зыла 5 2^81 = 0. 

Выражая уелове равенства нулю дискриминанта, мы получим уравнение: 

дит? Арти 01 -- ут 5 ум) = 01-н ыи ну 21 ву =0. 

Полученное уравнеше показываеть справедливость высказаиной теоремы, такъ 
какъ первые три чаена получениаго уравнешя представаяютъ полный арии 
двучлена 20ит --® (№ -н вт 5 уп). 

311. Очевидно, что, если описанный около 5, треугольникъ будеть впясанъ 

въ 8, то будеть удовлетворяться равенство 

44,0 — 90°, = 0. 

313. Приложимъ изложенное къ рёшеню такой задачи. 

Найти геометрическое мъсто центровъ тяжести вписанныхъ въ эллипс и опи- 
=. 

санныхъ около него равностороннихъ треугольниковъ, 

Пусть уравнене заданнаго эалипеа будетъ: . 

Е ЕЕ 
В ЕС 

Называя черезъ № радусъ круга, вписаннаго въ равносторонийй треугольникъ, а 
координаты центра тажести череёъ («, В), получимъ уравневе круга вписаннаго 

ВЪ ВИДЪ: 
П=@—а + —8—№=0. 
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Уравнене круга описаннаго будеть: 

(аа + (у—В: — 4 = 0. 
Уравнеше круга, относительно котораго треугольник автополяренъ: 

Ж = (#—«) + (у— 9-28? =0 (ем. $250). 

Займемся сначала разсмотрьшемъ вписанныхъ въ эллииеъ треугольниковъ. 
Треугольнякъ автополяренъ относительно У —0 и вписанъ въ $ = 0. Сд%- 

довательно, для пучка коническихь сЪченй У’ — #5 — 0 инваранть 9 равенъ 

нулю. х * 

Итакъ, для уравненя 

е-э' +в + (5 
равенетво нулю дискриминанта дает ‘уравнеше: 

ое РИ" т 

ъ 

на? — 2 
ыы Г ат, © 

2 2] 2 
Усломе 9 = 0 даетъ: ^ +В. + рат (0 

Треугольник описанъ около (0 —0 и ви . Уравнеше ддя 
пучка 0 — #9 — 0 будеть: р 

в — В в - 

: а (ее : о < 

ре о а 
Услове 9° — 49, А = тъ: = 

[02 (а°— В?) -н а? — аб — 4469 Вана В) 5.) 

Исключая В изъ, й (1) и (2), получимъ уравнение искомаго теометриче- 

скаго м%ста. Въ самомъ дваф, изъ уравнешя (1) получи: » 5 
< Н *5 уф 

? 3$ = 2) ° Н=Ме-а а". 

Подставляя это выражеше во(2) и сокращая множителя  чы окончательно — 

ба? (а? = 302) а? (6 м — п =0. 

Геометрическое мЪото, слЪдовательно, есть эланиеъ, имбющу ть же оси, что и 
данный, „ 

м 19* 
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Займемся теперь описанными треугольниками, - 

Треугольникъ автополяренъ съ У/ = 0 и описанъ около 5 = 0. Тогда для 
пучка И’ — 19 = 0 будеть равенъ нулю инваравть 9, уравнения (*), что дает: 

@ М — в? — В? — 38° = 0, откуда 

г Рени, (0% 
г. + * 

Треугольник описаяъ около 5, = 0 и вписанъ въ У; дая 5, —ЁИ =0 по- 
лучамъ уравнене: 

6 1 ее 
О" а 

а? — 48? 8—4 8? 
Рот -ПыЕ 

тд должно быть 9? — 409,4 =0 * < 

(а? 6—4) 4 [52 са 41°) а? — а] =0. (2) 

Исключимъ ̀ В? № уравневй (Ги (2) п Ре, яиВ на хи у получим 

окончательно уравнеше искомаго геометрическаго мЪета, въ слёдующемъ ВидЬ: 

(ии ф®—) у фи] +40 й у — а) =0 

Слбдовательно тео е © есть кривая 4-го порядка. 

313. Если два Бчен1я 5.— 0 и, — 0 соприкасаются, то два 

изъ числа корней А 9 в: —- А, — 0 доажны сдёлаться 

равными, услов!емл звЪетно изъ алгебры, служить уравнене вида: 

(8: — 340.) — (99, — залу. © 
: чаше къ саЪдующей задач: ы 

и Чевтъ, изъ которых можно провести три нормали 

щей искомому 

ей, проведенныхъ 

иная совместно урав- 

твометрическому мфсту, мы получимъ 4 точки встр 

къ эалиису: 5 

> вене злдииса съ вненемь гиперболы: 

къ одаиису. { з 
> ша о воординаты нЪкоторой 

Ру? — а? 5? — 0 изъточки (2. 

\” 
* 2$ 

Для того, чтобы существовало три нормали, веобходимо, 

ченйл эллипса и оды совпадали. Г ЫФЕ,, ь 
Услоше рвет пулю дискримиванта для пучка, _ выраженнаго такимь 

уравненемъ: 

Ра ау — а? — 3% (2 ху — а? ау + 928%) =0 

точки перес®- 
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будеть имЪть видъ: 

Фр (2 -Н В — с*) — 213 80? = 0. 

Въ этомъ случа 9 — (и мы получимъ вмфето условия (*) сабдующее: 

ЗАЛ? + 40° =0. 

Но въ настоящемъ случаЪ посафднее уравнеше приводится къ такому: 

(аа? НВ? — 6%)? 27420202 В = 0 

Получилась кривая 6-го порядка, называемая оволютой эллипса и представляющая 
собою геометрическое м®ето центровъ кривизны эллипса (см. $ 272). 

То же самое можно было бы продФлать и для параболы у’ — 22 = 0, при- 

чемъ получилось бы уравнене эволюты въ слдующемъ видЪ: 

77 Пр = 8 (@ — 5). 

Теор!я взаимныхь поляръ. 

= 314. Возьмемъ уравневе коническаго сфченя, написанное въ самомъ общемь 

вид: 
Таз + Та’... Га? -- М.В, 5 М.Вль-н 6 М. Ви„-- 

— №;8, - №,8, +... М8, -- РО, а 

ТАБ’, в; ар Ви, Ваз. ВызТ, Ты =. бы ринн В Петь рыя за- 
ланныя функщи первой степени в. координатъ, вида ах + ус в 

ТГ»... М,,...№,..Р. заданные численные Ри. —— ма что урав- 
нене (1), которое мы для краткости будемъ обозна' 

УГ? + УМВу - № + Р=оО, или Х (а, В, 1,8) = 0, 

будучи, по раскрытш скобокъ, второй стенени относительно ординат дерев 

ляетъ нЪкоторое коническое езчеше. ВеЪ разематривавнияея до сихъ поръ виды 
уравнешя коническаго, роеы суть частные виды (1): *. 

дар-Вау-нбуч®ра--бу+- РО, а 8—0, Газев-РАО, 

а, 20, Да? Ва О-рал-- ЕЕ, 
ы а М МР. 

`315. Возьмемъ на коническомъ сфчен!и точку 2, имвющую координаты &х, Уз о 

и назовемъ м подстановки чиселъ 2, и у, въ функщи а, В,, 1, д; черезъ 

0, В, 1°,, 8°;; тогда, очевидно, числа а°,, В°, 17°, 8°, будуть уловаетворать урав- 
нентю (1), что Бы запишемъ такъ, > 

Ге, №, 1", 8) = ЕГаб + Ме САР =0 (2) 

х 
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Вычитая уравненше (2) изъ уравнения (1), получимъ 

УЛ, (а? — а?) - © М (Ву — В1)-Н М @— 8) =0; 
посл®днее уравнеше можно переписать такъ: 

31, (а— а‘) (а *') 

ом [на |+350 в=0 

Возьмемъ теперь уравнеше сЪкущей въ вид . 

Нана ВН. Вил лына вн. 70. 

Это уравиене напишемъ для краткости такъ 

Ман ХВ У - 58-х =0, (4) 

Пусть эта еБкущая проходить черезъ точку Л/., тогда будеть 

„Ето -- УЙВо Е Хдо Е 5587 нк =0. 5) 

Вычитая изъ уравнения (4) уравнеше (5), получимъ уравнене прямой, проходящей 

черезъ точку 1М., въ такомъ видь 

Х1(а— в6)-- ХК 8 — ++ те — 1-58 @—8)=0. (6) 
Чтобы найти координаты другой точки пересёченя хорды (6) съ заданнымъ кони- 

ческимъ сбчешемъ, необходимо рёшить относительно 2 и у уравнешя (3) и (6). 

'Одною парою корней будуть очевидно, числа 2%, у.» другая же будеть зависть оть 

выбора коэффищентовь 1, Ё, &, 3. Мьвяя эти коэффищенты, мы будемъ получать 
безчисленное множество значев!й дая а,, В;, 1, 8, соотвтствующихъ другой точк 
сфчешя, Отсюда мы заключаемъ о существовании пропорщй 

1, в й = а =. О @) - 

Въ посл®дней пропорщи (7) заключается ж + 2т = и 1 уравненй, поз- 
воляющихъ, если заданы координаты другой точки сбченя 2, у, выразить вв 

коэффищенты (,, Х,, &, 8, кром® одного, черезъ этотъ послднй. СаЪдовательно, Ш 
сокращен уравнения (6) наэтотъ посада коэффищентъ, мы получим ‘уравнене 

хорды въ окончательномъ видъ. - ы 

Сдлаемъ теперь 2, = 2, У, = У, тогда сБкущая обратится въ касательную 
и уравневня (7) будуть пмЪть видъ + 

св тоебния 
За М, 7: (8) 
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Откуда уравнеше касательной въ точкЪ Л/, будеть имфть видъ 

ХТ (а— а) 5 М [В — В+ — 18] --5м 8—8) =0, (9) 
или еще такъ 

Х2Таа? 52 М (Ве 18°) -Н2№ — 25? — 25 МВ — №8 =0. 

Прибавляя къ посл®днему уравнению удвоенное (2), получаемъ 

У2Гаа°-Н УМ (81° 18°) 5 М -- М-Н 2Р= 0. 

И окончательно уравнене касательной будетъ имЪть видъ 

У2Таа’ -- ХМ (Ву°-Н 18°) + М№(8 - 8°)+2Р=0. (10) 

316. Если точка Л/, не аежить на коническомъ сЪчен!и (1), тогда (10) будетъ 

поляра точки М. Въ самомъ дфлЪ, пусть точка касашя касательной, проведенной 

черезъ 1/,, будетъ М, съ координатами х,, у,; тогда касательная будетъ имть 

‘уравнеше 
$2 Гая! - ХМ (Ву’-н 18-5 ХМ (8-5) +2Р=0, ао 

причемъ а’, 8’, Т’, 8, суть результаты подстановки чисель 2, у, въ функщи 
9, В, 7» 8;. Точка Г, лежить на кривой, слфдовательно, удовлетворяется урав- 

нене 
ХГа? + ВМВ"! -- ВМ + РО. (12) 

Для того чтобы касательная проходила черезъ заданную точку №, необходимо, 
чтобы координаты этой послдней точки удовлетворяли уравненю (11) этой каса- 
тельной, Получимъ услове 

УОГа/ао + М (Вор + 199) + х (----2Р=0. — (13) 

Итакъ мы видимъ, что координаты 2,, /, точки касашя найдемъ какъ общёя 
рёшешя двухъ уравнен!: одного второй степени (12), а другого первой (13). 

Отбросивъ штрихи надъ буквами, мы замфчаемъ, что уравнеше (12) совпадаеть 
съ уравненемъ (1), а уравнеше (13) съ уравнешемъ (10). Садовательно урав- 
нен!е (10) въ данномъ случа опредфляеть прямую, на пересфчени которой съ 
кривою (1) лежатъ точки касаня двухъ касательныхъ, проведенныхь къ кони- 

ческому сфчению черезъ точку 2/.. Уравнеше (10) иметь м%ето, гдЪ бы ни была 
задана точка Л/, и опредфаяетъ, слфдовательно, всегда нфкоторую прамую лин!ю, 

‘называемую золярою точки 1/,. Точка же 1/, по отношеню къ полярЪ назы- 

вается зюлюсомъ. Какъ частный случай получимъ т виды уравненя поляръ, кото- 

рыя мы уже писали: 

19) #8 =0, 2 аа, В+ В, =0 

2) Та Р=0, Тая, + 288, +ЗР=0 

3) Аз? -+ 3Взу-- Су? + 2Пхе - 3Еуе - Е? =] (х, у, 2) =0, 
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2 Азт,--2В («уу )-+2 уу 2 (#22) (; урону ев. 

Это уравнене по сокращени на 2 можно переписать такъ 

хе и „+ 2 =0. 

9) ТМ М =0, Тао, + МВ, -н №, =0 

5) И — 2 =0, Вто 1в, — 20а, =0 
6) а8—№=0, а, + 8—0. 

317. Основная теорема. Поляры вефхъ точекъ прямой проходять черезъ 
полюеъ этой прямой и обратно, полюсы вефхъ прямыхъ, проходящихъ черезъ одну 
точку, находятся на полярв этой точки. 

Возьмемъ уравнее коническаго сфченя въ вид: 

Та? + М -- №? = 0. 

Первая часть нашей теоремы была уже доказана въ $ 258, но въ виду важ- 

ности этой теоремы мы повторимъ доказательство, нЪфеколько видоизмЪнивъ ого. 

Пусть будетъ задана нЪкоторая прямая 

и + т -т=0; 

полюсъ этой прямой имфеть координаты 

т тм: 

Въ этомъ легко убфдиться садующимъ образомъ. Обозначииъ искомыя координаты 

полюса черезъ х,, 8,, 1,; получимъ уравнеше поляры этого полюса въ вид: 

Тана -- МВ,В -- Му = 0. 

Ясно, что эта поляра должна совпадать съ данной прямой; сльдовательно, должна 

существовать пропорщя 

(м. $258), 

НУ ЕНН 
ее АЕ, 

откуда и получаются указанныя выше координаты. 

Разсмотримъ теперь нфкоторую совершенно произвольную точку на заданной 
прямой съ координатами «., Ву, То. Ясно, что должно удоваетворяться услов!е 

Та, + тв, + ить = 0. (*) 

Поляра точки а., В,, то иметь уравнене: 

Тоьа +- МВ Му = 0. м 

Будемъ теперь брать различныя точки на заданной прямой, другими словами, брать, 



— 297 — 

различныя числа о, Во, 1», удовлетворяющия условию (*). Тогда поляра (**) всегда 
1 т п 

будетъ проходить черезъ точку тм м, сафдуеть изъ того, что по 

подстановкв въ уравнене (**) вмфето х, В, 7 чиселъ ты ыы ь ы ‚ посаднее 

обращается въ уравнеше (*). 
318. Подобнымь же образомъ легко доказать и обратное предложеше. 
Пусть точка, черезъ которую проходятъ разсматриваемыя поляры, имфетъ коор- 

динаты а, 6,, с, *). Тогда уравнеше каждой изъ поляръ можеть быть написано 
ВЪ ВИД 

19 тн пу = 0, 

тдё коэффищенты 1, , ® должны удовлетворять услов!ю: 

а, - ть, + нс, = 0. (*) 

Поляра заданной точки а;,В,, с, есть 

Тина = МЬ.В + №1 = ы 

Ка © й прямой (а + т + т = 0, прове- т} М, м 10250 пря у = 0, прове 
денной черезъ заданную точку, будетъ лежать на прямой (**), ибо его координаты 

по подетановкЪ въ уравнеше (**) обращають его въ уравнеше (*). 

Какъ сл®детые этой основной теоремы получается слблующее замфчане: 
прямая, соединяющая двф точки Ми 2/,, имфетъ полюсомъ точку пересфчешя 

поляръ точек Ми М,. 

Ясно, что полюсъ 

319. Мы видфаи уже ($ 286), что полярою центра является безконечно дале- 

кая прамая и наоборотъ, поляра всякой безконечно далекой точки проходить че- 

резъ центръ коническаго сфчен!я и есть, слдовательно, даметръ его. Что же ка- 

сзется параболы, то, хотя центръея лежитъ на безконечно далекой прямой, все же 
Маметры ся имБютъ полюсами безконечно далек!я точки, 

320. Поляра точки а,, 5,, с, параллельна даметру, сопряженному съ мамет- 

ромъ, проходящимъ черезъ эту точку. 
Уравнеше даметра, проходящаго черезъ заданную точку, имфеть видъ 

1а + т тт = 0, 

тд 1, т, п суть коэффищенты, удовлетворяющее двухъ услов!ямъ: 

71а, + тб, + пе, =0 [63 

(2) пом ной т ити 

*) Чтобы не смфшивать съ обозначенемъ а, 6, с, принятымъ нами для сторонъ 
‘координатнаго треугольника. 
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Поляра точки @,, 6,, с, иметь уравнеше: 

Тала 5 МЫВ-н №1 = 0. 

Проведемъ черезъ центръ прямую, параллельную этой полярь, и докажемтъ, что эта 
прямая будеть маметромъ, сопряженнымь съ указаннымъ даметромъ. 

Общее уравнеше прямыхъ паразлельныхь имфеть видъ: 

Тана  МЫ,В -- №6 — № (ах + В) = 0. 

Надо опредфлить # подъ тфмъ условемъ, чтобы это уравнеше удовлетворялось 
а ъ с 

координатами центра: тм. м: Находимъ: 

я аа, + %, + сс: 

В ЗА ЕЬ В 
рим 

Въ случа® параболы А равно со и получается безконечно далекая прямая. 

Итакъ мы видимъ, что прямая, проведенная черезъ центръ параллельно по- 
лярЪ (3), иметь видъ: 

Та - тв ни = 0, 

тд 1 = 71а — 4; т, = М, — №; п, = № — №. 

Умножая первое изъ этихъ равенствъ на 7. Второе на 2. третье на 

получимъ: 

Ш отт от _ в @ Й с 
т и += + тб, пе, —№ (' тт" | 

Отсюда, на основан!и равенствъ (1) и (2), получаемъ равенство 

П,.- › тт, п". _ 
т — и — У —59: 

На основан!и же соображений $ 287 замфчаемъ, что прямая 

Та т не =0 

есть сопряженный даметръ, что и требовалось доказать. 

ПослЪднее замфчан!е можно короче высказать такъ: полюсъ каждаго даметра 

лежитъ на маметрь сопряженномъ. 
321. Указанная взаимность поляръ не ограничивается, впрочемъ, приведен- 

ными свойствами ихъ, но идетъ гораздо глубже и можеть быть поставлена въ 

связь съ общимъ закономъ двойственноети координать, о которомъ мы уже упо- 
минали, 

Задавая координаты полюса, мы тёмЪ самымъ задаемь уравнеше поляры, а 
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потому эти же самыя координаты могутъ быть разематриваемы какъ линейных коор- 

динаты поляры. 
Геометрическимь теоремамъ относительно точекъ будуть соотвётетвовать ана- 

логичныя теоремы, получающияся черезъ замфну точекъ ихъ полярами и обратно, 

прямыхъ лин — полюсами. 
Въ $65 мы доказали, что уравнен!е первой степени въ линейныхъ координатах 

опредфляетъ точку; это теперь слёлуеть изъ того, что если возьмемъ декартовы 
координаты полюса 2, у, и будемъ ихъ считать линейными координатами соотвфт- 

ствующей поляры, то уравнене 

11, - ту +п=о0 [69] 

можемъ считать опредфляющимь полюсъ лини, опредфляемой этимъ уравневшемтъ 

въ декартовыхъ координатахъ, ибо черезъ этотъ полюсъ проходатъ поляры, опре- 
двляемыя линейными координатами 2,, у,, удоваетворяющими уравнентю (1). 

322. Возьмемьъ теперь какую нибудь кривую 5 и проведежь въ нЪкоторой 

точкВ М., принадлежащей этой кривой, касательную 1/.7,; пусть полюсомъ этой 

касательной относительно нЪкотораго коническаго 
сченя будеть нЪкоторая точка М (см. черт. 131). т 

Проведемь теперь касательную №,7, къ 5 въ 

сосЪдней, достаточно близкой къ 1/., точк® №М,; 

полюсъ этой касательной будеть н®которая точка, 

М, вблизи точки М,. Приближая теперь точку * 

М, къ точк® М,, мы заставимъ касательную 2, 7, 

стремитьея къ совпаденю съ касательною 1/7, я 

и точку М, въ точкою М.. При сказанномъ пере- 

иъщени точка М, описываеть нЪкоторую кривую Черт, 181. 

Х, которую будемъ называть полярою кривой 9. 
Итакъ мы видимъ, что поляра Х кривой 5 есть геометрическое мфето полю- 

совъ разныхъ касательныхь кривой 5. 
323. Докажемъ теперь, что, обратно, позярою кривой Х относительно того же 

коническаго с®ченя будетъ кривая 5. 

Возьмемъ двЪ точки М, и М, на кривой » (см. черт. 131); имъ соотвЪтетвують 
дв касательныя 1/,7,, М,Т, кривой 5. Точка пересфчешя 1М этихъ касатель- 
ныхъ есть полюсъ хорды М.М, (см. $ 318). Будемъ теперь приближать точку М, 
къ точкЪ Мо; хорда М.М, булеть стремиться совпасть съ касательною Мох кри- 
вой У въ точкЪ М.. Полюсъ хорды М.М,, наи точка И, будеть стремиться къ с0- 

впаденю съ точкою Л/., что показываетъ, что полюсъ касательной къ кривой Х ле- 

жить на кривой 5, что и требовалось доказать. 
324. Итакъ мы видимъ, что между двумя кривыми 5 и Х существуеть вза- 

ииность, состоящая въ томъ, что каждая изъ нихъ есть поляра другой. Кривыя 5 
и > называются озаимными полярами. 

з 
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325. Теоря взаимныхъ поляръ позволяеть замфтить законъ двойственности во 
всей его полнот и общности. 

Всякое уравненю / (х, у) = 0 можно разематривать съ двухъ точекъ зрёня: 
во-первыхъ, какъ опредаяющее въ декартовыхъ координатахь вкоторую кри- 
вую 5; во-вторыхъ, какъ опредфляющее въ линейныхь координатахь другую кри- 
вую У, поляру первой; причемъ координаты 2,, у.. удоваетворяюния уравненю 
} (2, У) мы разсматриваемъ какъ координаты нЪкоторой касательной къ кривой У; 

эта касательная есть поляра точки, опредфаяемой въ декартовыхъ координатахь 

числами 2,, У,. Поэтому линейныя координаты иногда называются хасательними 
или аненцальными координатами, 

326. Кривую Х называють оберткою (озибающею, епуорре, Ешиепае 
Сигуе) поляръ точекъ, лежащихъ на кривой 9. 

327. Въ дальнъйшемъ, разсматривая кривыя лини, опредляемыя уравненями 

третьей, четвертой и еще боле высокихъ степеней, мы веегда будемъ называть 
порядкомь лишш степень опредфаяющаго ея уравнешя и докажемъ, что кривая 

п-го порядка переефкается прямою въ ® дЪйствительныхь или мнимыхъ точкахъ, 

Сказанное свойство лини я-го порядка 5 отразится слёдующимъ образомъ на 

ея полярЪ Х. СБкущей прямой будеть соотвЪтствовать нЪкоторая точка Р (полюсъ 

этой прямой); точкамъ же встрёчи сЪкущей съ заданною кривою 5 будуть соот- 

вЪтетвовать касательных поляры У, прохолящя, конечно, черезъ точку Р. Такъ 
какъ существуеть # точекъ встрчи сБкущей съ кривою 5, то отсюда будетъ ел8- 

довать, что черезъ точку Р проходять м касательныхъ поляры Х. Конечно, н®ко- 
торыя изъ касательныхь могуть быть мнимыми, а также совпадающими, 

Будемъ называть классом кривой лин{и число касательныхь, которыя можно 
провести изъ всякой внфшней точки къ кривой. 

Отеюда мы видимъ, что полярою кривой я-го порядка всегда является кривая 
п-го класса и наоборотъ, поларою кривой 2-го класса будеть кривая я-го порядка 

328. Вышеприведенныхъ соображен!й достаточно, чтобы убфдиться, что позя- 
рою всякаго коническаго сфченйя будетъ тоже коническое сЪчене, ибо коническое 

сВчене есть ливйя второго порядка и класса. Покажемъ это непосредственно. 

Пусть уравнен!е основного коническаго сЪчен!я имфетъ видъ: 

Аа? -- 2ВаВ + 08° -+ 2Лау + ЗЕВт + Е =0. 

Найдемъ уравнене взаимной поляры коническаго с5ченя 

Та? -- МВ № = 0. (1) 

Возьмемъ какую нибудь точку 2/, (ах, Во, то), лежащую на послФднемъ кони- 

ческомъ сфчени; такъ что 

Та + МВ Ме = 0. 
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Касательная въ точк® М, лиш (1) имЪеть уравнене 

Тау += МВ,В + № = 0. (2) 

Обозначая координаты полюса этой прямой (конечно, по отношению къ основ- 
ному коническому сБчен!ю) черезъ о, В; 7,, мы ихъ получимъ, сравнивая коэф- 
фищенты уравнешя (2) и уравненя 

(Аа, + В3, - Оу) а (Ва = 0в, + Е.) + Ра, + Е, -- Ру, =0. 

Остается выразить а, В,, т, черезъ а, 8,, 1,, подставить полученныя вырзженя 
въ уравнеше 1/7 -- М3? -- №? = 0 и уничтожить значки при буквахъ 
а,, Ви, 11. Продваавъ сказанное, получаемъ окончательное уравнене взаимной по- 
ляры коническаго сВченя (1) въ такомъ видЪ: 

2 2 [ 3 -4- 2/2 (Аа-- ВВ-- 0) - Ва-+ 8-Е) - ФаНЕЕВ Е Е о. < 

Г м М 

Въ случа, если одинъ изъ коэффищентовь Г, 2, № равенъ нулю, заданное 

уравнене (1) представляеть даЪ прямыя. Въ этомъ случа полярою будуть двЪ 

точки, 
Разсматривая уравнене (3), мы замфчаемь, что для поляры автополярнымъ 

треугольникомъ является слЪлующий: 

Аа - В+ Пт=0 

Ва -- СВ А =0 

Та + ВЕ =0 

Этоть треугольникъ, какъ легко замЪтать, есть взаимный треугольника: я = 0, 

В=0, 1=0. 
329. Веяыя два коническихь сЪчешя имфють всегда одинъ общий автопозяр- 

ный треугольникъ. Вериитнами этого треугольника являются точки вотрёчи трехъ 
паръ общихъ хордъ (ем. $$ 239 и 263). < 

ДвЪ стороны такого автополярнаго треугольника мнимы, если основное кони- 
ческое сЪчеше п разематриваемое имфютъ только двЪ дЪйствительныя точки пере- 

сбченя. 

Ееди мы не будемъ стьеняться введешемъ въ раземотрьше мнимыхъ точекъ и 
прямыхъ, то можемъ упростить вышеприведенное разсмотрфн!е отнесешемъ основ- 
ного коническаго сЪчешя къ общему автополярному треугольнику съ даннымъ, 
Тотда его уравнеше будетъ имбть видъ: 

Тая? -- М, Ми 
такъ что 

А=Г,, В=0, С=М,, р=0, Е=О, Е=М,. 
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Тогда уравнене взаимной поляры (3) (см. 5 228) будеть имЪть видъ: 

и М М + ян ее = 0. (*) 

Это уравнене показываетъ, что взаимная поляра иметь тотъ же автополярный 
треугольникъ. 

330. Отсюда легко замтить саБдующее: Еели центръ основного коническаго 

счешя лежить на заданной лин!в: 

Та? + М + №? = 0, (1) 

то взаимная поляра парабола, 

ее: т Координаты центра основнаго коническаго сфченйя суть: тие 

Подставляя ихъ въ уравнеше (1), получимъ равенство: 

а? Г с? 

Ем ЖЕ 
БА ЗА 

0, 

выражающее (см. $255) услове того, что взаимная поляра (*) (см. $ 329) — 
парабола. 

Сказанное, впрочемъ, очевидно изъ геометрическихь соображенй, ибо, если 

центръ О основной кривой будетъ находиться внЪ заданной кривой 5, то изъ этой 

точки можно будетъ провести дв дЪйствительныя касательныя къ кривой 5; такъ 

какъ полюсы этихъ касательныхь удаляются въ безконечность, то заключаемъ, что 
кривая > иметь безконечныя вЪтви по двумъ различнымь направленямъ; сл№до- 

вательно, это есть гипербола. Если центрь О основнаго коническаго сфчен!я на- 
ходитея на кривой 5, то 0бЪ касательныя совпадають и, слФдовательно, двё соот- 

вЪтетвенныя безконечно далек1я точки взаимной поляры сливаются въ одну и тогда 

кривая У парабола. Наконець, если центрь О лежитъ внутри заданной кривой 5, 

такъ что черезъ него можно провести только дв мнимыя касательныя, то › кривая 
Х— эллинеъ. 

331. Итакъ мы видамъ, что способъ взаимныхъ поляръ связываеть двф фигуры 
такимъ образомъ, что каждой точк® одной изъ нихъ соотвЪтетвуеть вполн% опре- 

дБаленная прямая другой и наобороть. Поэтому этоть способъ можеть быть раз- 

сматриваемъ, какъ нЪкоторое обобщене понятйя о гомографи и инволющи прямо- 

линейныхь рядовъ точекъ и пучковъ, изложеннаго въ $ 66и78. Въ самомъ дВлЪ, 
мы видфли тамъ, что если заданы два ряда точекъ, расположенныхъь на иЪкоторой 
прямой линш, то положеше точки, принадлежащей одному ряду, можно опредфлить 
величиной параметра ^, такъ сказать координатою этой точки. Подобнымъ же об- 

разомъ точка, принадлежащая другой систем, можеть быть опредЪлена другой ко- 

ординатной |». Гомографическая зависимость такихъ двухъ рядовъ точекъ задается 
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уравнешемъ первой степени относительно объихъ координать и р: 

Ар ВА Сь-- О=О0 (ем. $ 66). 

332. Предетавимъ теперь себЪ двЪ плоскости, заполненныя точками, причемъ 

точки одной плоскости пусть опредфаяются координатами ди у, а точки другой 
координатами Хи У. Между двумя указанными системами точекъ поставимъ за- 

висимость, выражаемую общимъ уравнешемъ первой степени относительно т®хъ и 

другихъ координатъ. Общ видъ такого уравнен!я есть: 

(ат ут) Х--(, туп.) Унья-нт ут: =0. (*) 

333. Зависимость (ВесгргосИа®), выражаемая уравнешемъ (*) приводится къ 

тому, что каждой точек х,, у, одной системы соотвётствуеть прямая лишя другой 

ыы ТХ-- МУ+ Хо, 
тд = т, у, п, МЕЬх, + т,у, +п,, М=Ьх, +т.\-Н п, 

и обратно, всякой прямой 
ш-нтун®=0 

будеть соотв®тетвовать въ другой системь точка, имфющая координаты Х, У, 

опредфляемыя изъ уравнев; 

ИХ--ЬУ-ЬЬ _ тХ + т,У+т, _ в Х-т, Ум, о 
оды т я п к 

Поельдийя два уравнешя даютъ координаты искомой точки Х, У. 

Конечно, для того, чтобы прямая 

ТХ- МУ+ Х=0 

могла совпадать со всякою прямою плоскости, необходимо, чтебы опредфлитель 

1, т,, п, 

Ь, т,, п, 
1, т,, п, 

не равнялся нулю, ибо въ прогивномъ случаЪ нельзя по коэффищентамь 7,, М, № 
опредфлить соотвфтственныхъ координатъ 2,, з; а тогда дая прямой одной системы 
или нЪтЪ соотвЪтствующей точки другой, или же этихъ точекъ безчисленное мно- 

жество. Въ этомъ случаЪ прямой одной системы будетъ соотвфтствовать прямая 
пругой и получаются два гомографическихь пучка. Въ самомъ дфаЪ, если указанный 
выше опредфлитель равенъ нулю, тогда въ уравнении (*), которое можно написать 

с «Хх ЗУ+у=0 

прямыя «=0, 8=0, 1=0 или совиадають или пересЪкаются въ одной точк®. 
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Ясно, что перваго случая разсматривать совемъ не надо; что же касается второго, 
10:1 = Ка -+ 98; отсюда: а(Х-н®)--В(У-Н9) = 0. 0бозначая Х -- ® черезъ 5, 
а У черезъ =, получимъ два гомографическихъ пучка: 8—2е=0 и а—р8=0; 

причемь 1 -+ А. =0. 

334. Будемъ два соотвтственные элемента, т. е. точку одной системы и пря- 

мую другой, называть двойными, если при наложени двухъ плоскостей одна на 
другую точка ложится на соотвзтетвующую ей прямую. 

Покажемъ, какъ найти двойные элементы двухъ совифщенныхь плоскостей. 

Пуеть плоскоети такъ наложены, что совпали прямоугольныя системы 5, у н 
Х, У обфихъ изъ нихъ. Возьмемъ какую нибудь точку х,, у, одной системы; 

тогда въ другой систем® ей соотвтетвуетъ прямая 

(Ц а-нт, нп, ) Х-- (2. -н т, у, п.) Уньж т, %- п, =0. 

Еели заданная точка лежать па соотвфтствующей ей прямой, то координаты 2, Ус 
удовлетворяютъ уравненю и мы получаемъ: 

(зонт, уз.) 2-5 @, т, уни, у-НЬ а, + т, у, = 0. 
Послднее уравнеше есть уравнеше коническаго ефчешя 

1 2 (т,--Ь) у -нт, уно В), -н в, ту, т =0. (10) 

Итакъ мы видимъ, что двойные элементы суть точки на коническомъ сбчени 
и кавательныя къ нему; причемъ сказапное иметь мЪсто, считаемъ ли мы коорди- 
паты 2., У, принадлежащими той пли лругой светем%. 

335. Будемъ два соотвфтственныхъ элемента, точку Ри прямую Г,, называть 
взаимными, если точкВ Р, какъ принадлежащей первой систем%, соотвЪтствуетъ 

прамая 1, второй системы и прямой Г, разематриваемой, какъ элементь первой 

системы, та же самая точка Р, разематриваемая, какъ принадлежащая другой 
систем. 

Мы покажемъ, что существуют три пары такихъ взанмныхь эдементовъ, пли 
же ве пары сопряженныхъ элементовъ взаимныя; тогда такое соотвфтетве назы- 

выется инволюц?оннымь соотвътетвгемь двухъ системъ (шуопиюгсВе Гаде ег 

Жестргос а). 
‘Обозначимъ координаты точки Р первой системы черезъ х.. у,. Уравнеше с- 

отвфтствующей ей прямой 7, другой системы имфетъ видъ: 

(дтп, ) Х-Н д -н т уни, Уньа, туп, =0. 

Разематривая эту прямую, какъ принадлежащую первой систем, получимъ 

‘уравнение: 

(д -нт у, ) 2-5 @, 2, т у-Е пут -нть ии, =0. 
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СоотвЪтствующая ей точка другой системы опредфлится на основан!и $ 333 при 
помощи уравнен!й: 

АХ-ЬУ-Ь _тХ--т,У-т, _ в Х т, Уи, 

пт ут, Быть и ен, Ба тичт № 
тдЪ черезъ р означена общая величина этихъ отношенй. Для того, чтобы послбдейя 
уравненя опредфлили ту же самую точку Р, необходимо подетавить въ нихъ виЪето 
Х, Увеличины 2, У,, дая опредблевя которыхъ и числа р получимъ три уравненя: 

Бы ВРС ти») 

т тут, = р (2% + т, у, + п.) (0 

Пу ду У -Н : = р (4% + ту, + п) 

Исключая изъ этихъ трехъ уравненй х,, у», получимъ сл5дующеее кубическое 
‘уравнене для р: 

1 (1—2), 6 —рт,, 5 —птр 
т, — 1,6, т, (1— р), т—пр| = 0. 

п, — Тр, и, —тзр, из (1 — р) 

Послфднее уравнеше даеть для р три значения: р,, р», р». Каждому изъ этих 
значенй соотвфтетвуетъ своя пара взаимныхъ эдементовъ. 

Существуеть одинъ случай, а именно: т, ==1;, и, =1,, и; == ть; тогда по- 

слЪднее уравнеше даетъ для р три корня, равныхъ единиц, поел нодставки ко- 

торыхъ въ уравненя (1) послёдая обращаются въ тождества и оставляют коор- 

динаты 2., У, совершенно произвольными. Въ этомъ случа получается сказанная 

инволющонная зависимость. Основное коническое сЪчеше въ этомъ случаз обра- 

щается въ слдующее: 

ао -н Зтижоу, + туз, +- Зе, + пу п, =0 

(см. уравнеше (1) $234), а уравнеше, выражающее соотв®тетвйе двухъ плоскостей 

обращается въ уравнене поляры послЪдняго коническаго с®ченя: 

а-нту-нп,) Х- (т,5 тут.) Уи пу-нп, = 0. 

Итакъ мы видимъ, что методъ взаимныхъ поляръ, служащий для преобразования 
фигуръ, есть не что иное, какъ инволющенный случай бозфе общаго однозначнаго 

соотвЪтетя (Вестргос НА) точекъ двухъ плоскостей, 

336. Не слёдуетъ думать, что случай инволющи есть случай особенный, Оказы- 

вается, что при помощи поступательнаго перем щения и нзкотораго вращен/я одной 
изъ паоскостей, находящихся въ указанномъ соотв®тетвш, можно привести эту 
плоскость къ инволющонному совпадению съ другой. 

Для сказанной цфли надо будеть д и у въ уравнени, выражающемъзаконъ со- 

Д. д. Рраве, 20 
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отвётетвйя, замбнить на & -+ 2608$ — узтф, В -- хзтф- усозф. Тогда 

новое уравнеше соотв%тетвя будеть имфть видъ: 

(иен Му-- №,) Х-+ (Г-н Му-+ Х,) У 1х -+ Му №, =0. 

ДвЪ координаты новаго начала а иф и уголь ф надо будетъ опредфаить изъ того 

условя, чтобы было М, —= 1, №, = Та, М, = М,. 

337. Возвратимея къ методу взаимныхъ поляръ. Споеобъ этотъ даеть возмож- 
ность изъ одной геометрической теоремы получать другую ей соотвётетвующую. 
Подобныя теоремы низываются коррелативными. Примфрами такихъ теоремъ мо- 

туть служить слдующия: 

Т. Еели дв вершины треугольника дви- 

таются по даннымъ прямымъ, а стороны 
бго проходятъ черезъ три точки, лежащя 

Т. Еели двЪ стороны треугольника вра- 
щаются около двухъ данныхъ точекъ, & 

вершяны его перемфщаются по тремъпря- 
на одной прямой, то третья вершина опи- мымъ, проходящимь черезъ одну точку, 
сываетъ прямую. (См. зад. 6 стр. 56). то третья сторона вращается около н®ко- 

торой точки. 

П. ДвЪ произвольныя точки и четыре 
точки прикосновеня касательныхь, прове- 
денныхъ изъ этихъ точекъ къ данному эл- 
липеу, лежать на одной кривой второго по- 
‘рядка. (См, $ 291). 

П. ДвЪ хорды эллипса и четыре каса- 

тельныя къ нему въ концахъ этихъ хордъ, 
касаются нЪФкоторой лиши второго по- 

ряда. 

338. Докажемъ теперь двЪ весьма важныя коррелативныя теоремы: Паскаля и 

Браншона, которыя по справедливости можно назвать основными въ теори ко- 
ническихь сечений. 

Теорема Паскаля (Нехастаттит шуз@еши). Противоноложныя стороны: 12 и 

45; 23 и 56; 34 и 61 (ем. черт. 132, 133) шестиугольника, вписаннаго въ кони- 

ческое сфчеше, пересфкаются въ трехъ точкахъ А, В, С, аежащихь на одной 
прямой. Ч 

Пусть будуть а = 0, 3 = 0, 1 = 0 уравнешя сторонъ 13, 23, 34 и пусть 

1 = 0 уравнеше прямой, соедивяющей вершины 1 и4. КромЪ того, пусть уравно- 
ня а, = 0, В, = 0,1, = 0 опредбаяють 45, 56, 61. Такъ какъ заданное ко- 

вичеекое сфчеше описано около двухъ четыреугольниковъ (а Вл Г) и (а, 8, ЗОРИ 

то уравнен!е его можеть быть представлено въ двухъ сллующихь видахъ: 

181 — [ау = 0 и 18,1 — Кат, = 0. 

Послёдьйя два уравнешя тождественны. Вычитая второе уравнене изъ перваго, 

получимъ тождеетво 
181 — 8,1 — ау — в ,) = 0. 



— 307 — 

Послфднбе тождество можеть быть разбито на два равносильныхь ура внен!я 

181 — 1.8.1 = 0, (0 

(2) 
Уравнения (1) и (2) опредфляютъ одно и то же геометрическое мъето. Это мзето 

состоить изъ двухъ прямыхъ 7 = 0, 13 — 1:8, = 0. Т% же двЪ прямыя должно, 
очевидно, опредфлять и уравнеше (2); но мы знаемъ, что это послёднее уравнеше, 

если только оно опредфаяеть дв прямыя, должно давать лини, соединяющия точки 
встрёчи прямыхъ а, 7 съ прямыми а,, т,. Но легко видфть, что сказанныя дв 

Та — а, = 

Черт, 132. Черт, 133. 

прямыя суть: / = 4 и прямая АС; сл®довательно, прямая АС’ опредфаяется 
‘уравешемъ (2), которое показываетъ, что она проходить черезъ точку В встрьчи 
прямыхъ Ви В,, Что и требовалось доказать. 

Теоремв Паскаля соотвтетвуетъ, какъ коррелативная, 
Теорема Браншона. Тагонали шестиугольника, описаннаго около кониче- 

скаго сЪчешя, ветрёчаются въ одной точк%. 

Здвеь разумфютея, конечно, дагонали, соединяющуя противоположныя верпганы 

шестиугольника 1и4, 2и5, Зиб. 

339. Изъ теоремы Паскаля можеть быть выведена вся теор!я конических с\- 

ченй. Въ особенности замфчательны ея приложеня къ построеню коническихъ 
сфченй по точкамъ и по касательнымь. Въ наиболфе интересныхъ задачахъ это 

построене можеть быть совершено при помощи одной линейки. 

340. Если дв вершины вписаннаго шестиугольника совпадаютъ, то получается 
аналогичная теорема для пятиугольника, причемъ надо замфнить пропавшую при 
совпадени вершинъ сторону касательною, 

341, Сказанное въ предыдущемъ параграфЬ, на основанйи закона двойствен- 

ности, относится къ коррелативной теорем® Буаншона, причемъ шестиугольник 
при совпаден!и двухъ его сторонъ превращается въ описанный пятиугольникт, 
за одну изъ вершинъ котораго придется принять точку касашя той стороны, въ 
которой совпали дв стороны шестяугольника. 

20* 
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342. Приведемъ рядъ основныхъ задачъ такого рода, решаемыхъ при помощи 
‚ одной только линейки. 

Задачи на построене линйй второго порядка по точкамъ и касательнымь. 

1) По давнымъ пяти точкамъ: а, ©, с, 

4, е лини 2-го порядка найти какую ни- 

будь шестую точку этой лини и построить 

касательную въ этой точк%. 

Рьш. Чрезъ пересфчеше р прамыхъ аб 

и ае проведемъ произвольную прямую 1; 
найдемъ пересфченя р’и р’ этой прямой 
съ прямыми 6с и с; потомъ проведемъ 

прямыя р'еир’а: въ пересфчени посл%д- 
цихь получимъ искомую точку /. 

(Доказательство по теорем Паскаля). 

Проведемъ прямую черезъ р'и пересЪ- 

чене д прямыхъ 5/ией; замтимъ пере- 

сВчене ̂  прямых р’ и са; потомъ про- 

ведемъ #./; эта прямая есть касательная 
въ точкЬ 7 (см. $ 340). 

2) По даннымъ четыремьъ точкамъ: а, 

$, в, 4 линш 2-го порядка и касательной е 

вЪ ОДНОЙ изъ нихъа, найти пятую точку 
лини 2-го порядка и провести въ этой 

точк® касательную. 

Рьш. Опредфлимъ перес5чеше р дан- 

ной касательной е еъ прямою 6с; прове- 

демъ черезъ р произвольную прямую #; 
опредфлимъ переевчеше р’ прямыхъ { и са 

и перее®чеше р’ прямыхъ Г и а@; потомъ 
проведемъ прямыя р’а ир"Ъ: въ пересф- 
чени этихъ прямыхъ получимъ искомую 
точку У. 

Замътимь 4, пересьчене р’ съ 66; 
проведемъ прямую р’; замбтимъ перес%- 
чеше ”* прямыхъ р’ и с@ и проведемъ, 
прямую 77; эта прямая ееть касательная 
въ точк® /. 

1) По даннымь пяти касательнымь: 

а,6, с, ,е линш 2-го порядка построить 

шестую касательную къ этой лини и найти 
точку касаня. 

Ръш. На прямой р, соединяющей вер- 

шины аб и 4е, возьмемъ произвольную 

точку 1, соединимъ ее прямыми р' и р" съ 

точками 0с и с@; потомъ найдемъ пересЪ- 

чеше р’еи р'а; прямая }, соединяющая 

эти точки, сеть искомая касательная. 

(Доказательство по теорем Быаншона). 

Найдемъ перес®чене прямой р’ съ пря- 

мою 4, совдиняющею точки 6 иней, и 

проведемъ прямую+” черезъ точки р'4 и са; 
потомъ замфтимъ точку 7./, эта точка веть 
точка касазя прамой / къ лини 2-го по- 
ряда (см. У 341). 

2) По даннымъ четыремъ прямынъ: а, 
Ъ, е, 4 касательнымь къ лини 2-го по- 

рядка и точ касав/я е одной изъ нихъ а, 
найти пятую касательную и опредзлить 

ея точку касавя. 

Рьш. Соеданимь прямою р данную 
точку касашя е стороны @ съ точкою бе; 

возьмемъ на р произвольную точку 1; с0- 
единимъ прямою р’ точку 7 съ с@ и пря- 

мою р" точку 1 съ ий; потомъ опредфаимъ, 

точки р’айр"Ь; прямая, соединяющая 

эти точки, есть искомая касательная /. 

Проведемъ прямую 4 черезъ точки р'а 
и 6; замтимъ точну 2^4, соединимъ пря- 

мою » точки р’ и с4 и замвтимь пере- 
сЪчене ” съ прямою /: это переевчене 

всть точка касашя касательной /. 
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3) По давнымъ тремъ точкамъ @, В. с 

и двумъ касательнымь 4 ие въ точкахъ а 
и р опредфлить четвертую точку и каса- 

тельную въ этой точкЪ. 

Риш. Опредфлимъ точку р пересфче- 
ця данныхь касательныхь 4 ие; прове- 

демъ черезь р произвольную прямую (7; 
замфтимъ р’, перес5чеше 7 съ сир", пе- 

ресфчеше {съ ас; потомъ проведемъ пря- 

мыя р’аир’Ь и замбтимъ ихъ пересЪ- 

чене /: эта точка есть искомая. 

Замфтимъ пересфчене д прямых р’а 

ие и пересЪчене ^ прямыхъ р"б и а, 

проведемъ прямую 4; найдемъ пересче- 

не з прямыхъ 97 и аб и проведемъ пря- 
мую 5/: эта прямая есть касательная въ 
точк% Г. 

3) По ланнымъ тремъ касательнымъ а, 

Ь, с и точкамь 4 ие кавашя прямыхъ 
аиЪ опредфаить четвертую касательную 

и точку ея касавя, 

„Рьи. Проведемъ прямую р черезъ дан- 

ныя точки 4 ие; возьмемъ на р произ- 
вольную точку 1; соединимъ прямою р" 

точки Ги бе и прямою р’ точки [и ас; 

потомъ замфтимъ точки р'а и р’ и про- 

ведемъ черезъ нихъ прямую /; эта прямая 
есть искомая касательная, 

Соединихь прямою д точки ра пени 
прямою х точки р" и а; точку 9" соеди- 

нимъ прямою $ съ точкою аб и замфтимъ 
переефчение 5 съ /: эта точка пересче- 

ня { есть точка касан!я на касательной /. 

343. Изъ всего сказаннаго яено, что съ наибольшимь удобствомъ по методь 

взаимныхь поляръ трактуются такъ называемыя проективныя свойства кониче- 
скихъ сфченй, выражаемыя теоремами о взаимномъ положенйи элементовъ фигуры, 
незавиенмо отъ длинъ отрёзковъ фигуры и величинъ угловъ, входящих въ фигуры. 
Теоремы же, выражающя зависимости между длинами отрёзковъ или величинами 
угловъ, входящихъ въ фигуры, или же межлу тьми и другими, выражають такъ 
называемыя метрическйя свойства фигуръ. 

Примфромъ проективной теоремы можеть служить теорема Паскаля; къ метри- 
ческимъ же относятся, напримфръ, теоремы Аполлоня. 

344. Дадимъ теперь нфеколько примфровъ вывода теоремь характера метри- 

ческаго. 
За основное коническое сЪчеше примемъ кругъ: < 

и 

'Уравнеше поляры точки 2., Уз веть: 

то + уу = 

Получается прямая лин}я, перпендикулярная къ прямой, соединяющей начало коор- 
динатъ съ заданной точкой. Отсюда мы замфчаемъ такую теорему: 

Уголь, подъ которымъ видны двЪ заданныя точки 2/,, №, изъ центра основ- 
ного круга, равенъ углу межлу полярами Р,, Р‚, этахъ точекъ. 

345. Докажемъ слЪлующую теорему, что полярою круга относительно основ- 
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ного заданнаго круга будетъ коническое сфчеше, имфющее директрисою поляру 

центра заданнаго круга, а фокусомъ— центръ основного круга. 
Возьмемъ уравнеше основного круга въ видЪ: 

у = а’. 

Найдемъ теперь уравненше поляры круга 

(в — а +у— В = 
Уравнеше касательной къ этому кругу иметь видъ: 

и— (щи —а@+(и—и— =”, 

14% хо, У —координаты точки касавя. 

‘Обозначимъ координаты полюса послблней прямой черезъ и; нужно будеть 

сравнить это послвднее уравнене съ уравнешемъ поляры 

Е -- у = а". 
Получаемъ пропорцию; 

—а _ В _ наи а) ВВ). 
$ т @ 

Изъ послдней пропорщи получаемъ 

2—4 _ УВ и 
Е т 

опредвляя отеюда 2,—я и у,—В и подставляя въ уравнене круга: (2 — ©) 

(4, —8 =», получаем 
а ак о. ЗО 
ВНЕ @— в — 1}. 

Послбднее уравнене, на основанйи соображений $ 298, показываеть, что взаимная 

кривая для круга есть коническое сЪчеше, имфющее фокусомъ центръ основного 

круга, принятый нами за начало координатъ, а директрисой— прямую: 

в + В = а’, 

т. е. поляру центра заданнаго круга: 

(2 — «+ (у— В} =. 

Только что доказанная теорема можеть быть приложена къ выводу ряда кор- 
релативныхъ свойствъ коническихъ сфченйй. 

ДвЪ касательныя къ кругу составляють 
съихъ хордою прикосновеня равные углы. 

Линя, соединяющая фокусъ съ точкою 

пересвчения двухъ касательных, дЬлить 

поподамъ уголъ между радрусамя векто- 
рами точекъ прикосновения, 
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Касательная къ кругупериендикулярна. 
къ лини, соединяющей центръ съ точкою 

касания. 

Какая нибудь прямая перпендикулярна 
къ прямой, соединяющей ея полюсъ съ 
центромъ круга. 

Мьсто пересфчешя касательных къ 

кругу, составляющихъ данный уголъ, есть 
концентрическй кругъ. 

Точка на коническомъ с®чени и точка, 

вЪ которой касательная черезъ нее пере- 

сЪкаеть директриеу, стягиваеть прямой 

уголь въ фокус В. 

Какая нибудь точка и пересфчене ея 

поляры съ директрисой стягивает прямой 
уголъ въ фокусв. 

М®ьсто перее®чен1я касательныхъ, коихъ, 

хорда прикосновеня стягиваеть данный 
угоаъ въ фокусЪ, веть коническое сЪче- 

не, иибющее тотъ же фокусъ и туже ди- 

ректрису. 

346. Взаамныя поляры относительно круга даютъ возможность выводить т6о- 

ремы метрическаго характера также отяосительно длинъ отрзковъ, что основы- 
вается на теорем: 

Произведене разстоян!й центра основного круга, называемаго началомь, до 
точки 2 и до ея поляры Р есть величина постоянная, разная квадрату радлуса. 

Изъ этой теоремы легко вывести разнообразныя коррелативныя теоремы: 

Сумма или разность перпендикуларовъ, 
опущенныхь изъ начала на пару парал- 
лельныхъ касательныхь къ кругу, по- 
стоянно равна даметру круга. 

Прямоугольникь изъ отрзковъ какой 
нибудь хорды въ кругь, проведенной че- 

резъ начало, есть величана постоянная, 

Сумма обратныхъ величинъ отрёзковъ 

фокусной хорды есть величина постоянная. 

Прямоугольникь изъ пернендикуля- 

ровъ, опущенныхь изъ фокуса на дв пз- 
ралдельныя касательныя есть величина 
постоянная. 

Проективныя свойства коническихъ сёченй. ° 

347. Мы видфли уже, что само назваше коническихь е5чешй получають лини 

второго порядка велфдетв!е того, что онф являются въ сЪчени плоскости ифкото- 

рымъ прямымъ круговымъ конусомъ; такъ что лини второго порядка можно раз- 

сматривать, какъ перспективу круга на плоскости. Въ этомъ случа глазъ наблю- 

лателя помфщается въ точку 9 (ем. черт. 94, 95, 96); плоскость Р есть плоскость, 

перспективы, а разсматриваемый конусъ есть такъ называемый проектирующий ко- 

вусъ заданнаго круга, служащаго этому конусу основашемъ. 

Если точка глаза 5 уходить въ безконечность, то конусъ обращается въ ци- 

линдръ, коническое сфчене въ плоскости Р, служащее перспективою круга а 
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(см. чертежи 95, 96), обращается въ коническое с\чеше, которое называется 

проекщею круга на плоскости Р. Проектирующи конусъ обращается въ прямой 

круговой цилиндръ и коническое сфчене будетъ эллипеомъ, лежащимъ въ плос- 

коети Р, пересфкающей этотъ круговой цилиндръ. 
348. Возьмемъ нфкоторую кривую линю 5 въ пространствЪ. Черезъ каждую 

изЪ ея точевъ проведемъ прямую, параллельную нЪкоторому данному направлению. 
Совокупность этихъ прямыхъ представить нЪкоторую цилиндрическую поверхность, 
проходящую черезъ заданную кривую 5. ПересЪчемъ затЪиъ полученную цилин- 
дрическую поверхность н®которою плоскостью Р; тогда въ этой посл®дней плое- 

кости, въ сфченш, образуется нЪкоторая кривая лин У, называемая ироекиею 
кривой 5 на плоскости Р. Разематриваемый цилиндръ называется проектирую- 

ацимь цилиндромь, а плоскость Р’ называется плоскостью проекцией. 

`Еели плоскость проекций перпендикулярна къ направлентю образующихъ проек- 
тирующаго цилиндра, т. е. перпендикулярна кЪ такъ называемому направлению 
проектировашя, то проекцзя называется прямоутольнотю. Въ остальныхъ же слу- 

чаяхъ проекщя называется хосоуюльною. 
349. Указанный способъ проектирован!я кривыхъ на плоскость есть частный 

случай боле общаго способа проектированя, называемаго перснектиивою. Возь- 

мемъ кривую 5 и каждую изъ ея точекъ соединимъ съ вЪкоторою точкою 2М, назы- 

ваемою 7иочкою злаза (Рони Фое!). ВеЪ тамя прямыя образуютъ конусъ, имбю- 

Ц вершину въ точкВ Л/ и проходапий черезъ точки кривой 5. Если полученный 
конусъ мы пересфчемь нЪкоторою плоскостью Р, то въ сЪченши получимь кри- 
вую Х, называемую иерсиективою врявой 5. Разсматриваемый конусъ называется 

проектирующимь конусом. 
350. Всякую линйю второго порадка (исключая случай двухъ прямыхъ) можно 

помфетить на круговой конусъ, т.е. разсматривать, какъ пересчете этого конуса 
нЪкоторою плоскостью. 

Это замфчан!е есть теорема обратная той, которую мы доказывали въ $ 231, 
232, 233. Тамъ мы доказывали, что въ сЪчени кругового конуса какою нибудь 

плоскостью получается кривая второго порядка. Теперь же надо доказать; что вся- 
кая кривая второго порядка можеть быть тавъ получена. 

Разематривая внимательно черт. 95 и 94 мы замфчаемь, что для того, чтобы 
получить эллипеъ или гиперболу съ даннымъ эксцентриситетомъ, нужно’ пересВчь 
конусъ плоскостью подъ извфетнымъ, опредфленнымь вполн% для каждаго эксцен- 
триситета, угломъ, ибо разстояве между фокусами РЁ’, равняется разстояню ОО, 
центровъ вписанныхъ шаровъ, умноженному на сз остраго угла, образованнаго 
осью конуса съ скущею плоскостью. 

Если мы будемъ передвигать сЪкущую плоскость параллельно самой себЪ, то 
эксцентриситеть сЪченя не будеть мЪняться, ибо всегда разстояве пентровъ ша- 

ровъ ОО, будеть измфняться пропоршюнально большой оси .4.А.. 
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Чтобы опредфлить при заданномъ эксцентриситеть вполнЪ коническое сЪчене 

необходимо указать еще большую ось. Остается, слбдовательно, решить задачу уже 

вполн® олементарную: провести сФкущую плоскость на такомъ разстояни отъ 
вершины конуса, чтобы величина большой оси А.А, получаемаго сЪченя вышла 

заданной длины. 

Что касается параболы, то параметръ ея зависить отъ разетоявя вершаны ея А. 
до вершины конуса 8 (см. черт. 96). 

351. Итакъ мы видимъ, что двЪ выбранныя произвольно кривыя второго по- 

рядка могуть быть помфщены на одномъ и томъ же прямомъ круговомъ конус и, 
слдовательно, каждая изъ нихъ можеть быть разематриваема, какъ перспектива. 
другой. 

Проективными свойствами коническихь сфчен!й будуть называться свойства, 

обпия веЪмъ коническим сФченямъ, выводимымь изъ какого нибудь одного, на- 

примёръ, круга, проектировашемъ при помощи перспективы. Въ тахимъ теоремамъ, 
принадлежать, напримфръ, теоремы Паскаля и Браншона, которыя можно бы было 
доказать предварительно для круга, азатфиъ ясно, что он% распространяются и на 
велкое другое коническое сЪчене, какъ перспективу круга, ибо въ перспектив 
всякая вершина шестиугольника, виисаннаго въ кругь, даеть вершину новаго 
шестиугольника, представляющаго перспективу перваго и вписаннаго въ коническое 
сВчене— перспективу круга. Каждая касательная къ кругу въ теорем® Браншона. 
обращается въ касательную въ соотвЪтствующей точк% перспективнаго коническаго 

свченя. 

Если три прямыя пересфкаются въ одной точк® ЛИ, то и три перспективныя 

прямыя пересфкутся въ точкЪ М,, представляющей перепективу точки М. Изъ 

всего сказаннаго яветвуеть, что разъ теоремы Паскаля и Браншона доказаны для 
круга, или, все равно, для какого пибудь опредфлениаго коническаго езчешя, они 
будуть справедливы и въ перспектив. дающей всякое другое коническое сВчеше, 

352. Способность сохраняться при проектироваши при помощи перспективы 

отличаеть проективныя свойства коническихъ сфченй отъ ихъ такъ называемыхъ, 
метрическихъ свойствъ. > 

Возьмемъ въ простравствЪ дв плоскости, все равно, параллельныя или пере- 
сЗкающися, и тд нибудь вн® ихъ точку 5. Пусть одна изъ плоскостей будетъ 
плоскостью заданной фигуры, образованной при помощи или конечнаго числа точекъ 
или безчисленнаго множества такихъ точекъ, образующихь цфлыя лини. При по 
мощи точки 5, какъ точки глаза, для заданной фигуры найдемъ перспективу на 

другой плоскости. Тогда каждой точ заланной фигуры будетъ соотвЪтетвовать 

вполн® опредфленная точка перспективы и наоборотъ, каждой точкЪ перспективы 

будеть соотвтствовать вполнЪ опредвленнная точка заданной фигуры. Точно также 
каждой прямой одной фигуры будетъ соотв®тствовать вполнЪ опредфленная прямая 

другой. 
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353. Указанное соотвтстые между точками двухъ перспективныхь фигуръ 

всть частный случай болфе общей такъ называемой зомозрафической зависимости 

между точками двухъ плоскостей (Е1сгез ргодесуез ои Пошостайдиез. СоЙтеаге 
Уегууапазсва!). 

354. Назовемь черезъ 2, у координаты точки, лежащей на одной плоскости, 
а Х, У координаты нёкоторой точки на другой паоскости: тогда, если бы мы за- 
хотЬли, чтобы каждой точк% одной илоскости соотвфтетвовала вполнф опредвленная 

точка другой, и обратно, то необходимо координаты Х, У считать нёкоторыми 
однозначными функшями оть координат т, у и обратно, координаты 2, у должны 
‘однозначно выражаться черезъ Х, У. 

ДвЪ плоскости мы будемъ называть зомотрафическими, ели каждой прямой 

одной изъ нихъ будетъ соотвфтетвовать прямая, составленная изъ соотвЪтетвенныхь, 
точекъ. 

Аналитически вопросъ указан!я гомографичеекой зависимости двухЪ плоскостей 
приводится къ слдующей задач: 

Найти двф функци Х, У независимыхъ перемфнныхъ, независимыя другъ оть 

друга подъ твыъ условемъ, чтобы всякому линейному уравнению 12-нту-ня = 0 
между 2, у соотвЪтетвовало линейное же уравнене Г.Х -- МУ № = 0*), 

Рьшенемъ послфдней задачи оказываются слфлуюпуя формулы, выражающия 

томографическую зависимость между двумя плоскостями: 

ах уче Ах + Ву С У ‚АВ ) ВЕ ь 
ах 5 Ву-Нт эх -- Зу +1 

гдЬ коэффищенты совершенно произвольны. 

Одинъ изъ коэффищентовъ, напримфръ 7, можно положить раввымъ единиць, 

ибо на него можно раздфлить веЪ коэффищенты. Получается такимъ образомъ во- 
семь произвольныхъ коэффишентовъ, задашемъ которыхъ указывается гомографи- 

ческая зависимость двухъ плоскостей. 

Отсюда мы замфчаемъ, что для задавя гомографии достатачно указать четыре 

пары соотвфтетвенныхь точекъ. Можно указать четыре совершенно произвольныя 
точки на одной плоскости и заставить имъ соотвЪтетвовать четыре произвольныя 
точки другой плоскости. Получимъ восемь уравненй, достаточныхъ для опред®- 
леншя воеьми коэффищевтовъ. 

355. Относительно двухъ гомографическихъ плоскостей можно доказать такую 

общую теорему: 

Веявя двЪ гомографическия плоскости перемьщенемъ въ пространств могутъ 
быть приведены въ перспективное положеше, причемъ каждая точка одной плоскости 

будетъ перспективою соотвЪтетвенной точки другой. 

*) Эта задача рЬшена академикомь А. Марковымъ въ статьф: «Къ вопросу о 
черчени карть>. С.-Петербургь. 1888 г., а также: Срабетее. Мопуе Нез Аппа]ез, 1886. 
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356. Прежде чмъ разсматривать общую высказанную нами теорему, докажемъ, 

что дв гомографическя плоекостя назожешемь одна на другую могуть быть при- 

ведены въ такъ называемое зомолоническое положене (ЕР еигез №0то]0е14ицез. 

СоШпеаге [.а5е). 

357. Гомологическая зависимость двухъ плоскостей выражается уравнениями 

В, ТЕ, ©) рЕ-НаТ-Н* рЕ-Ная-ни 

тДЪ би суть координаты нфкоторой точки относительно нЪкоторой прямоуголь- 
ной системы координатъ, а Я и Т координаты точки, принадлежащей другой плос- 

кости, совмфщенной съ плоскоетью 2, причемъ он взяты относительно той же 

системы координатъ, что и Е, 1. 

358. Точки съ координатами (=, №) и (2, ) въ двухъ гомологическихь систе- 
махъ будемъ называть соотетьтетвенными. 

Покажемъ, что всякая пара соотвётственныхь точекъ лежить на прямой 
проходящей черезъ начало координатъ. Въ самомъ дфа, изъ условйй (*), выражаю- 

щих гомологичеекую зависимость, можеть быть выведено уравнеше, доказываю- 
щее справедливость сказаннаго: 

= к 
ЕЕ: 

Начало координать является точкой, въ которой сходятся прямыя, соединяющя 

соотвфтетвенные элементы двухъ гомологическихь фигуръ, а потому начало коор- 

динатъ называется цуентромь зомолоии. 
359. Гомологичесвя фигуры обращаются въ гомотетическя при р =4=0 и 

начало координать въ этомъ случа называется центром» подобёя (ем. $ 276). 

360. Осью ломоломи называется геометрическое мфето точекъ, совпадающихь 

съ имъ соотвЪтотвенными, а потому мы получимь ея уравнеше, если положниъ 
= = въ уравненыхъ (*). Искомое уравнеше оси гомоломи будетъ: 

РЕ шт" —1=0. ь 

Оказывается, что ось гомологи параллельна прямой рЁ -- аи -н и = 0, для 

которой соотвфтетвенная прямал другой системы лежитъ на безконечности. 

361, Каждой прямой одной изъ двухъ гомологическихъ системъ соотв®тствуетъ 
опредфленная прямая другой. Покажемъ, что каждая пара соотв тетвенныхь пря- 

мыхъ вотрёчается въ точкЪ, лежащей на оси гомология. 

Возьмемъ уравнене какой нибудь прямой 

ас = 0. (1) 

Уравнеше соотвЪтственной прямой будеть 

аЕ Не = 0. (2) 
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Уравнеше (2) можеть быть, на основании условий гомологи (*). переписано въ видЪ: 

а Не (Е -+т-и =0. (2) 

Вычитая изъ уравнения (2”) уравнеше (1), получимъ: 

с (РЕ т-х— ПШ =О0. 

362. Гомотетичесвйя фигуры суть частные случаи фигуръ гомологическихъ, 

коихъ ось гомоломи лежитъ на безконечноети, ибо въ этомъ случа р — 4= 0. 

(Подобе. Аепе\Кей). 

363. Покажемъ теперь, что всяк!я двЪ гомографическя плоскости могутъ быть, 
передвижешемъ другъ по другу, приведены въ гомологическое положеше. Для этой 

цфаи преобразуемъ координатныя системы въ одной и другой плоскости, перенеся 
въ одной изъ нихъ начало координатъ въ точку (^, 1), а въдругой въ точку (1, #) 

и кромЁ того, во второй плоскости повернемъ систему на нфкоторый угозъ 0. Тогда 

формулы, выражаюния гомографическую зависимость, 

хожу е у_ 42 Ву+ 0 

ах +Вут’ аут 
преобразуются по формуламъ: 

Х=ЕА+ЖЯ Ув, 

Ж = 1205 8 — цзт8, ужшт- Е 6 + 1 605 6. 

Подставляя, получимъ: 

=_ Ш-+ Кл-+Р т— РЕ 1-8 

Аа, ат, ' 

тд П = (а — ^№а) со 6 - (6 — #3) зт 6; 

К = — (а — тб -+ (5 — 23) соз 0; 

Р = (а — 1) 1+ (6 — Эт-е— №. ы 

Р = (А — вм соз 8 + (В — в8) зв 6; 

9 = — (А ва зт0- (В — в9) 0бз 6; 

В = (А — ра) 1 (В — тб — м. 

Чтобы получалась гомолойя, необходимо положить П=0, К=0, РО, Р=0, 
Е=0, что даеть пять уравнен!й для опредьленя пяти величину; ^, |1, 1, т, 8. 

Сказанныя уравненя могуть быть представлены въ такомъ видЪ: 

на $5—28 _ _ А-а _ В в8— (а— №) 
м ВВ 5+ 
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Отсюда получаемъ: 

®— = (а — №); м. (1) 

ААВ 9—9 кн. (2) 

Кром того имъемъ: 

В— 8 — @—м=60— №9 - #(А — №9, 

но принимая во внимаше (1) и (2), получимъ: 

В-—@ МЕРИ бмв), 
1+) В —9-а+Ра-м=о, - 

но 1--#? не равно нулю, сафдовательно, 

В— 8 -—анм=0. 

Подставляя, получимъ; 

ААВ $ — /& 

ни 50 р 0, 

откуда 

5 — (Ва — дв 6 — да. 
а (Вх — АВ) — В (а6 — Ва) 

Подетавляя полученную величину Ё въ (1) и (2), получамъ дая ^ и р. выраженя 

о АВ — Ва + 68 + аа Ах + В + 46 — Ва. 

тт бы 
Цо этимъ выражешямъ можно опредфлить [ и т при помощи уравненя Р =0и 

Е = 0, если только эти посабдыйя можно рёшить относительно 7 и 2. Въ этомъ 

случаЪ не должно обращаться въ нуль выражеше: 

@—м (В —6—№ (Ав, 
которое можеть быть написано въ такомъ видЪ: 

а? (65° В) — 328 (а6 + АВ) + # (@ + 4*). 

— вв 

Числитель послфдняго выражены можеть быть представлень въ такомъ вид: 

+ В — 806 + АВ + ВВ. 
5 6: - В 

Послвднее выражение всегда положительное и можетъ обратиться въ нуль, если 
«ВА = 0, 4 — Ва = 0. Этоть случай отбрасываемъ, какъ недающй 
томографичеекой зависимости. 



— 318 — 

Уголь 0 опредфляется изъ уравнения: #70 — ©. 

Кромф указаннаго исключительнаго случая придется исключить также случай 
а=0, В=0. 

364. При «=0 и В=0 гомографическая зависимость выражается уравнешями: 

Х=а- уче У = 42 + Ву + 0. 

Кели мы въ обфихъ гомографическихь системахъ сдлаемъ преобразоваше коорди- 

вать, то условя гомографической зависимости останутся тЪ жесамыя, только коэф- 

фищенты будуть друпе. г 

Если коэффищенты удовлетворяють условямъ: 

* И Е в 

НЕ" 
то гомографя обращается въ частный случай гомоломи (АЙшИа®), когда центръ 

ся лежитъ на безконечности, а ось имфеть уравнеше: 

(а—абуче=о. 

Въ этомъ случаЪ прямыя, соединяюния соотвЪтетвенныя точки плоскости, парал- 
лельны между собою. 

Итакъ мы видимъ, что справедливо высказанное въ $ 356 замёчан!е о возмож- 

ности приведения двухъ гомографическихь плоскостей въ гомологическое положение 

наложенемъ одной плоскости на другую. 

365. Покажемъ теперь, что дв® гомологическия 

фигуры поворотомь плоскости одной изъ нихъ на 
нЪкоторый произвольный уголъ около оси гомоломи 
могуть быть приведены въ перспективное положене, 

Докажемъ предварительно такую лемму: 

Лемма. Еели взять на одной прямой двЪ точки 

Черт. 134. А, В, на другой дв точки а, 6 (ем. черт. 134), про- 

вести прямыя Аа, ВБ, перес$каюпияея въ точк® 5, 

и вращать вторую прамую аб около ея точки пересбченя 7 съ первой 4 В, то точ- 
ка 5 мфняетъ свое положеше и тогда: 

1) прямая, проведенная черезъ точку параллельно прямой аб, ветрёчаеть во 
веякомъ своемъ положени прямую АВ въ одной и той же точк® Г; 

2) точка 5 описываетъ кругъ, центръ котораго есть точка Г. 
Въ самомъ дл, не смотря нато, что лишя аб вращается около точки ту, раз- 

стояшя а, $ отъ р не мфнаются и точку 5 можно разсматривать въ каждомъ ся 
положени какъ вершину пучка, которымъ прямыя А В, 4$ дфлятся гомографически, 

причемь 4 соотвЪтствуеть а, В ит самой себф. Мы вилфли уже въ \ 66, что 

задане трехь паръ соотвфтетвенныхъ элементовъ опредфляетъ гомографичеекую за- 
висимость двухъ рядовъ точекъ вполнЪ; отсюда ясно, что точка Г, какъ соотвй\т- 

т Т 
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ствующая безконечно далекой точь прямой аб, должна занимать на прямой АВ 

вноли® опредъленное положеше по отношению къ точкамь А, В, т и, сл®дова- 

тельно, она не должна мЪнять своего положеня при вращения прямой аб. 

Что же касается второй части леммы, то изъ подобныхъ треугольниковъ имфемъ: 

Это значение 57 постоянное, саЪдовательно, точка 5 описываеть кругъ, имфюпий 

центромъ точку 7. 

366. Доказанную лемму можно обобщить, разсматривая случай, когда прямая аб, 
вращаясь вокругъ точки т, проходить въ разных плоскостях. Фигура, разсматри- 
вавмая въ предыдущемъ параграф можеть быть построена въ каждой изъ этихъ 
плоскостей, а потому 5.7 сохранить постоянно евою величину и точка 5 опишеть 

шаръ, имвющий центромъ точку Г. 

367. Если повернуть плоскость одного изъ двухъ гомологическихь треуголь- 

НИКОВЪ 0к0л0 оси гомолог, то прямыя, соединяющя понарно ихъ соотв®тетвенныя 
вершины, пересфкаются въ одной точк% и 

эта точка, мФняя свое положене, опасыва- 

етъ кругъ, плоскоеть котораго перпендику- 
лярна къ оси гомолог4и (ем. черт. 135). 

Въ самомъ да, при вращен!и треугоаь- 

вика сб около прямой а прямыя А В, а, 

пересъкаюнияся въ 7, находятея въ одной 

плоскости и слФдовательно прямыя Аа, В6 

пересЪкаются, ибо он® лежать въ этой пло- 

скоети.Равнымъ образомъ прямая Ла ветр®- Черт. 135. 

чаеть прамую Сс, а Се прямую В. Эти 
три прямыя пе лежать въ одной плоскости, слЪдовательно он% пересекаются въ 
одной точкЪ 5. 

Проведемъ черезь эту точку прамыя, паралаельныя тремъ сторонамъ треуголь- 
ника абс; эти прямыя, находящяся въ плоскости, параллельной плоскости треуголь- 
цика, ветрётять стороны другого треугольнака АВС, неподвижнаго, въ точкахъ 
1, 7, К, лежащихъ на прямой, парзалельной оси гомоломи аЗу, ибо эта ось есть 

лин пересфченя плоскости треугольника АВС съ плоскостью треугольника абс, 

параллельной плоскости, проходящей черезъ точку &. На основани доказанной 

леммы эти три точки останутся неподвижными и будуть центрами трехъ шаровъ, 
по которымъ будеть двигаться точка 5. Сафдовательно эта точка опишеть кругь— 
общую линйо пересфчешя этихъ трехъ шаровъ; кром$ того, такъ какъ ихъ центры 

лежать на прямой 77 К, то на этой же прямой будетъ находиться центръ этого 

круга, плоскоеть котораго будеть перпендикуаярна къ ГУК, равно какъ и къ 
параллельной ей а8т. 
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Если три прямыя Аа, ВЬ, Сс пересфкаются при всякомъ положени въ одной 

точк® © пространства, то оба треугозьника всегда представаяють перспективу 
одинъ другою, причемъ точка 5 есть точка глаза. 

Итакъ мы видимъ, что дв гомографическйя плоскости могуть быть на безчис- 

ленное множество манеровъ приведены въ такъ называемое перспективное положене- 

368. Представимъ себЪ, что у насъ дв гомографичесв!я плоскости наложены 
одна на другую какъ нибудь (не въ гомологическомъ положении). Тогда каждому 

прямолинейному раду точекъ одной плоскости соотвфтетвуеть вполн$ опредленный 
прямолинейный радъ точекъ другой плоскости, а также каждому пучку лучей пер- 

вой плоекоети, имфющему центромъ нЪкоторуюточку первой плоскости, будетъ со- 

отв®тетвовать опредленный пучевъ другой плоскости. Тах!е ряды точекъ и пучки 

будемъ называть соотвътетвенными. 

Легко убфдиться, что соотвфтственные ряды точекъ и пучки двухъ гомографи- 

? ческихъ плоскостей находятся въ гомографической зависимости въ томъ смысл», 

какъ мы это опредфляли въ $ 66. 

369. Покажемъ теперь, что геометрическое м5сто точекъ ветрёчи соотвЪтетвен- 
ныхъ элементовъ двухъ томографическихь, пучковъ есть коническое сфчеше. 

Въ самомъ дЪаЪ, пусть уравненя двухъ пучковъ будуть: В—^а=0, 8—у=0; 
услове же гомографической зависимости пусть будетъ: 

Ар + ВА бы + = 0. 
Шеключая ). и |2 изъ этихъ трехъ уравнешй, получииъ уравнение: 

488 + ВВу -- 08а + Рау = 0. (1) 

а, В, т, 8 суть аввейныя функщи 2 и у, а потому послднсе уравнене (1) опре- 

дЪляеть нЪкоторое коническое сЪчен!е, которое и есть искомое геометрическое м®сто 

точекъ встрёчи соотвЪтетвенныхъ элементовъ. 

Уравнене (1) показываеть, что коническое счеше, имъ опредфляемое, про- 
ходить черезъ точки («= 0, В=0), (1=0, 8 =0), т, в. черезъ центры задан- 

ныхъ пучковъ. 

370. Легко убфдиться въ справедливости теоремы коррелативной: 
Коничеекое сфченше можно разсматривать какъ обертку прямыхъ лин, соеди- 

вяющихъ соотвЪтетвенные элементы двухъ гомографическихь рядовъ точекъ, 

371. Прежде чЪмъ доказать эту теорему, надо замфтить, какимъ образомъ по 
уравнению кривой въ касательныхь координатахъ написать уравнене этой кривой 

въ декартовыхъ, 
Бривая лин я, опредвляемая уравнешемъ: / (а, 5) = 0, касается прямыхъ: 

у=ах-НЬ, линейныя координаты которыхъ а и удоваетворяють этому урав- 

неню и, слбдовательно, какъ мы видфли, кривая есть такъ называемая обертка 

или омибающая прямыхъ: у = аж + 6. 



— 321 — 

Общий способъ нахожденя огибающихь излагается въ дифференщальномъ 
исчислении, здВеь же мы ограничимся случаемъ уравненй второго порядка, кото- 
рый можеть быть трактованъ элементарно. 

Возьмемъ уравнен!е коническаго с5чен{я въ трилинейныхъ координатахъ а, В, 7 
въ такомъ видь: у — В = 0. Точку, лежащую на этомъ коническомъ сфчени, 
можно опредьлять частнымъ значешемъ нЪкотораго независимаго перемфинаго |». 

Въ самомъ дл, трилинейныя координаты: а = |}, В = 1, 1 = — удовае- 

творяють заданному уравненю коническаго сЪчен!я. ДвЪ прамыя а = р и 

ие тв встрчаются, слдовательно, на коническомъ сЪченши. Возьмемъ двф 

точки: №, ир,; составимъ уравнене прямой лини, проходящей черезъ эти дв® 

точки, Пусть уравнеше искомой прямой въ тризинейныхъ координатахъ будетъ: 

а + тнт = 0; 

выражая услошя того, что эта прямая проходить черезъ точки ,, №, получимъ: 

ъ т 
ит — = 0, щит — = 0. о Г в РЯ 

Отеюда: 
> С ЛЬ 

р УИ 
'Уравнеше хорды, садовательно, будетъ: 

& — (шв щыт= 0. 

Сближая точки, т. е. полагая: №) — в, = в, получимъ касательную: 

а — 28 + ет =0, 
соотвётетвующую точек» |. 

Итакъ мы видимъ, что обертка прямыхъ, опредфаяемыхъ уравнентемъ: 

а — 8 = 0, 
есть коническое сЪчен!е; ау — 83° = 0. 

Покажемъ, что лин, выраженная уравненемъ: 

Т— ЗМ -н в?М = 0, 

всегда касается кривой: 7,№М — №? — 0, даже въ томъ случа, когда 1,, /, № 

не суть линейныя фувкци 2, у. Уравнеше: 7, — (№, + в.) М -н вов, № = 0, 
удовлетворяяеь координатами точекъ: (1 — Мы, =0, Мы — М =0) 
(2 — М, =0, Мь, — №=0), будеть уравнешемъ кривой, проходящей черезъ, 
точки, въ которыхъ кривыя: 1, — №, = 0, Г, — Мь, = 0 пересъкають 
кривую М — № = 0. 

Д. А. Граве, 21 
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Если №6 =, = р, то очевадно, что кривая 

Т— ЗМ + им =о0 

касается кривой ГУ — М =0 въ точкахъ, въ которыхь 1, — р И = 0 ее 
пересвкаетъ. 

372. Обращаемся теперь къ доказательству теоремы, высказанной въ $ 370. 
На основаши закона двойственности мы замфчаемъ, что для вывода уравненя 
искомой обертки въ линейныхь координатахъ необхолимо произвести разсужденя 
аналогичных тёмъ, которыя приведены въ $ 369 и сдфлать выкладки буквально 

тождественныя. Въ результат получится уравнеше между лвнейными координатами 
касательной къ искомой обертк. Это уравнене будетъ второй степени, вида: 

Аа? -- 2Ваф-- 05? + 2Па-- Е + Е=о, 

тд аи б суть коэффищенты уравненя прямой: у — ах -+ 6. 
373. Искаючая $, получаемъ уравнене: 

4? (А—2Вз-+ 0х) + 3а (р — Ев-+ Ву— Сух)-+ Оу? + 2Еу-+ Е=0. 

Искомая обертка, согласно $ 371, иметь уравнене: 

(А —2Вз- 0?) (Су’-+2Ву-- Е) — (р — Ег-- Ву— (ху =0. 

Раскрывая въ этомъ уравнен!и скобки, мы замфчаемъ, что члены третьей и 

четвертой степени пропадають и остается уравнене второй степени, что мы уже 

видёли въ $338. Итакъ мы видимъ, что, дЪйствительно, коническое сЪчене есть 

обертка прямыхъ, соединяющихь соотвтетвенные заементы двухъ гомографиче- 

скихъ рядовъ точекъ, что и требовалось доказать. 

Легко показать, что два заданныхъ гомографическихь прямолинейныхь ряда 

точекъ касаются полученнаго огибающаго коническаго сфченя. 

374. Изъ доказанвыхь только что общихъ теоремъ слёлують, какъ непоеред- 

ственвыя, слёдетыя известные способы образовашя коническихь сЪченй: Ньютона 

и Маклорена (Брэкенриджа). № 
375. Теорема Ньютона. Два угла постоянной величины вращаются около 

вершинъ А и В (вм. черт. 136), причемъ точка пересфченя ихъ двухъ сторонъ 

остается постоянно на прямой т, т, т‚. М%ето точки пересфчешя ихъ другихъ 

сторонъ будеть коническое сфчеше, проходящее черезъ точкя А и В. 

Пучки Аи В, соотвфтетвенные элемепты которыхъ ветр®чаютея на прямой, 

суть гомографические (см. $ 72); отсюда также пучки (4, ‚т, и, )и (В, п, т, п,) 
суть гомографическе, а потому геометрическое вето точекъ ихъ пересфченя есть 

коническое сфчеше, 
376. Теорема Маклорена. Давы три точки и дв прямыя; сели двигать по 

двумъ прямымъ дВЪ вершаны измняющаго свою форму треугольника, три сто- 
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роны котораго проходятъ черезь три данныя точки, то третья вершина опишеть, 

коническое счене. 

Пусть заданныя точки будуть А, В, С, а заданныя прямыя Ми №. Разаич- 

ныя положен стороны треугольника, проходящей черезъ точку А, составляють 

пучекъ, образующий на прямыхъ № и № два гомографическихь ряда (т, %,, ть), 
(пн, ть, пз) (ем. черт. 137). Пучки (В, т‚, ть, и.) и (С, т, по, ть) гомотрафи- 

чесве, сафдовательно ихъ соотвтетвенные элементы пересъкаются въ точкахь 
”,, ”,, 7, аежащихь на коническомь сфченш, проходящемъ черезъ точки Ви С, 

377. Шаль *) обобщиль методы образованя коническихь сБченй Ныютона и 

Маклорена тЪмъ, что въ теорем Ньютона можно прямую линию к 2, т, зам®- 

Черт. 136. 

нить коническимь сЪчешемь, проходящимь черезъ точки А и В, а въ теорем 
Маклорена одну изъ сторонъ треугольника заставить касаться нЪкотораго кони- 
ческаго сфчешя, касающагося двухъ неподвижныхь прямыхъ Ми М. Кром того 

Шаль обобщиль способъ Макаорена слфдующимъ образомъ. Если стороны и-угодь- 
ника вращаются окодо неподвижных точекъ, а всЪ вершины кром® одной сколь- 

зятъ по даннымъ неподвижнымь прямымъ, то посафдняя вершина опишеть кони- 
ческое сёчене, проходящее черезъ двЪ неподввжныл точки, около которыхъ вра- 

щаются стороны, прилежащие къ этой вершин. 

Вь этой теорем Шаля имфется # пучковъ, расположенныхь около неподвиж- 

ныхъ точекъ, около которыхъ вращаются стороны и— угольника. Неподвижныя же 
прямыя, по которымъ скользять вершины, передають гомографичность отъ пучка 
въ пучку. 

378. Изъ приведенныхъ теоремъ могуть быть, па основаши закона двойствен- 

*) См. ОтазТев. Ттайё 4ез зесЦопз соп1диез. 
21* 
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ности, выведены теоремы коррелативныя. Укажемь еще на одну теорему, приво- 
димую Шалемъ въ его ТгаН6 4ез 5ее0лз сот14иез. 

Еели провести между двумя данными неподвижными прямыми хорды, которыя 
были бы видимы изъ неподвижной точки подъ равными углами при вращени ихъ въ 
одномъ и томъ же направлени, то эти хорды будутъ обертывать коническое сЪче- 
не, касающееся двухъ данныхъ прамыхъ. 

379. Теорема Шаля. Шаль въ основан!е своей теорйи коническихь собченй 

положиль слфдующую теорему: 

На коническомъ сВчен!и заданы четыре точки а, 6, с, 4; возьмемъ какую ни- 

будь пятую точку Р на коническомъ сфченйи, не указывая которую именно; тогда, 

если соединимъ точку Р съ точками а,6, с, @ прямыми, то при точк% Р получится 

пучекъ, ангармоническое отношене котораго будеть постоянно, независимо отъ, 
того, гдЪ бы ни была указана точка Р’ па коническомъ сЪчени. 

Для доказательства предложенной теоремы мы сначала раземотримъ проетй- 
пИЙ случай, когда заданное коническое сБчеше есть кругъ, проходящй черезъ, 

точки @, 6, с, 4. Въ этомъ случа теорема очевидна, ибо, гдЪ бы ни была взята 

точка Р на круг, пучекъ (Рафса) четырех прямыхъ лин! не мфняеть своихъ 
угловъ, а потому понятно, что и ангармоническое его отношен!е не мфняется при 
передвижени точки Р вдоль окружности круга. 

Разъ теорема справедлива для круга, то она будетъ справедлива и для веякаго 
коническаго сфченя, какъ перспективы круга (см. $ 347), ибо въ перспектив, 

какъ частномъ случа® гомографической зависимости, ангармоничесвя отношеня 

соотвётетвенныхъ элементовъ сохраняются. 
380. Теорема Паттуса. Четыреугольникъ вписанъ въ коническое сфчен!е; 

произведене разстоян!й каждой точки кривой до двухъ противоположныхь сторонъ, 

находится въ постоянномъ отношени въ произведенио разстоянй той же точки до 

лвухъ другихъ сторонъ. 
Раземотримъ сначала случай круга. Пусть вершины четыреугольника будуть 

а, 6, с, а. Возьмемъ какую нибудь точку Р на круг, не указывая какую именно, 
обозначимъ длины перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точки Р на стороны 46,6, 

са, аа черезъ а’В, 1,8. Соединяя точку Р съ вершинами четыреугольника пря- 
мыми Ра, Рь, Ре, Ра, получимъ при точ Р’ четыре угла и, о, 40, 7, стягивае- 

мые сторонами даннаго четыреугольника аб, бе, с@, да. Получаемъ: 

а. а = Ра. Рьзти, с4.1 = Ре. Разти, 

перемножая, получимъ 
эти, зто 

а.1 = Ра. РЬ. Ре. Ра. ая = 

Подобнымъ образомъ 
ха = 50. 8" 8.8 = Ра, В, Ре, Ра. Мот. 
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Раздфляя посл®дн!я равенства одно на другое, получимъ: 

9.1 _ эти. зо фе. аа 

8.8 зто. зтк а. ва` 

но такъ какъ стороны четыреугольника, равно какъ и углы и, о, с, > не мёняются, то 

получаемъ, что отношен!е ть равняется нЪкоторому постоянному числу ^. 

Теорема Паппуса, будучи доказана для круга, обобщается и на коническя сЪ- 
ченйя, какъ перспективу круга. Въ случа коническаго сЪчешя углы и, о, №, ^ 
мЪняются, но, на основани теоремы Шаля, величина ^ остается безъ перемёны. 

Теорема Паппуса есть непосредственное сл®детве того, что уравнеше коническаго 
сбченя, описаннаго около четыреугольника х = 0, В = 0, 1=0, 8 = 0, 
иметь видъ: а — ^88 = 0. 

381. Теорема Дезарла. Прямая лишя, пересфкающая коническое сёчеше 

съ вписаннымъ въ него четыреугольникомъ, ветрьчаетъ коническое сфчен!е и про- 

тивоположныя стороны въ трехъ парахъ точекъ, находящихся въ инволющенной 
зависимости. 

Возьмемъ коническое съчен!е, опредЪляемое уравнешемъ «8 — 1? = 0и ука- 

жемъ на немъ четыре точки: р, №. №з, №, (ем. $ 371). Примемъ прямую 1 = 

за сВкущую. Тогда пучевъ: 3 — ^а = 0 укажеть на сфкущей рядъ точекъ. Про- 

ведемъ изъ вершины угла < = 0, 8 = 0 прямыя къ точкамъ ветрёчи сФкущей 
1 = 0 со сторонами заданнаго вписаннаго четыреугольника; на основани сообра- 

женй $ 371, имфють мЪето уравненйя: 

рвы: я — (ви в). 1-5 В = 0, 

вар. а — (ы + ры). 1-8 = 0, 

вара, я — (в -Н в). т-- В = 0, 

ира — (мм). ТВ = 0. 

Эти четыре прямыя встрёчаютъ сЪкущую 7 = 0 въточкахъ ветрчи этой прямой 

съ элементами пучка: > 

фара, я -- В = 0, руда. @ В = 0, врьая-- В = 0, ща, а + = 0. 
Шесть прямыхъ, 

а=0, Вр, < =0, Вы вьвна = 0, 
В=0, Вы. а=0, Веыы. а =0, 

на основани соображений $ 78, составляють инволющю, ибо 

(№). ыы) = (Ф-в). ев). 
382. Теорема Карно *). Если коническое сбчене пересФкаеть стороны АВ, 

=) Сато. @вошёнче 4е роз оп, р. 487. 
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ВС, СА треугольника АВС въ трехъ парахъ точекъ с,0,, в, а’ и В, 1, то между 

отр№зками, образуемыми этими точками на сторонахъ, существуеть слдующая за- 
висимость 

45. А (а. Си Ве. Ве’ _ 

05, Си ° Ва. В" Ав. Аб 

На основани теоремы Менелая (см. $37) можемъ написать 

2. @ В, 40 вт 
05° Ва’ Ат › Сы” Ва` Ат 

1. (ем. черт. 138). 

Перемножая почленно, получаемъ 
А лы — ба. би _ В.В 
СБ. 5 Ва. Ва“ АА 

но, на основании теоремы Дезарга, имфемъ 

В. ВГ _ В Ве 
Ат. А’ Ав. Аб * 

Отсюда видна справедливость высказан- 

наго въ теорем% утверждения. 

Задачи. 

1) Построить коническое евчеше по 

четыремъ его точкамъ и касательной, 
Отв. Пусть будуть а, 5, с; 4 данныя точки; обозначимь точку каваня къ за- 

данной касательной черезъ е. Можно будеть примёнить теорему Дезарга, принимал 

касательную за сфкущую. Пусть будуть а, с’ и В, 8’ точки, въ которыхъ она встр*- 

чаеть противоположныя стороны четыреугольника афс@. Эти четыре точки опре- 
ДВлатъ на касательной инволюцию, двойнымъ элементомъ которой будеть искомая 

Точка е, а потому, ети задача возможна, то существуетъ два ршеня „причемъ за- 
дача сводитея на построен!е коническаго сЪчешя по пяти точкамъ. 

2) Построить коничеекое сЪчене по четыремъ касательнымь и одной точкй его, 

Отв. Коррелативное ршеше на основанйи закона двойственности. 

3) Построить коническое сфчене по тремъ его точкамъ и двумъ касательнымъ. 

Отв. Пусть будуть а, 6, с данныя точки п 0, 0ё'’ ханныя кавательныя, на ко- 

торыхъ надо указать точки касашя 4, е. Прямая 4е, на которой каждая изъ то- 

чекъ 4, е представляеть дв точки безконечно близкйя, замвняеть противополож- 

ныя стороны четыреугольника вписаннаго, у котораго данныя касательныя суть дв 
друмя стороны. Проведемъ прямую бе; пусть эта прямая пересЪкаеть касательныя 
въ точкахъ # и #. Точкае, въ которой сЪвущая с встрчаеть хорду соприкоснове- 
ня 4е, должна быть, по теорем Дезарга, двойною точкою инволющи, въ которой 

Черт. 188. 
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друмя попарно сопряженныя точки будуть 6с и #'. Такамъ образомъ получаемь, 
дв\ двойныя точки е и =' инволющи на 5с. Подобнымь же образомъ на прямой аб 

получаются двф двойныя точки би 5’, то дает четыре прямыхъ 5, =д", =’, в'5'; 

каждой изъ этихъ прямыхъ соотвЪтствуеть рьшен!е задачи, причемъ точки каса- 
ня 4 и е получаются въ первсфчен!и прямой =8 съ данными касательными. Легко 

убъдиться, на основан!и свойствъ полнаго четыреугольника, что двойныя точка 

иНВОлюЩи на сторон® ‘ас лежать на четырехъ указанныхъ прямыхъ занияхъ и 1о- 

тому задача можеть им®ть не боле четырехъ ршенй. 

4) Построить коническое сфченше по тремъ касательнымъ и двумъ его точкамт. 

Отв. Коррелативное рьшеше по закону двойственности. 

5) Даны три гомотетическихь эллицеа; провести четвертый гомотетичесвй 

эалипеъ, касающийся трехъ заданныхъ, 

Отв. Рышене основано на проектирован!я рьшеня аналогичной задачи о 
кругахъ. 

6) Вписать многоугольникъ въ коническое сфчен!е такъ, чтобы его стороны 

проходили черезъ данныя точки. 

Отв. Если примемъ произвольную точку а на коническомъ офчеши за вершину 
многоугольника и составимъ другой, коего бы стороны проходнаи черезъ данныя 
точки, то точка д, въ которой послФдняя сторона перееъкаеть коническое с®чеше, 
вообще не совпадеть съ а. Если мы едфлаемъ четыре такихъ попытки, то должны 
имть (@ @' 4" а") = (2 2’ 2" =") (тд подъ этитъ символомъ разумфемъ ангар- 

моническое отношение). Теперь, если послфдняя попытка была успшна, то точка а” 
совпала съ точкой 2'”и задача приводится къ слфлующей: 

«Даны три пары точекъ аа’а”, 22'2”; найти такую точку ®, чтобы (Каа’а”) = 

== (ев! г")». 

Теперь, если сдьлаемъ 4,2”, а',2, а", =’ вершинами вписаннаго шестиуголь- 

ника (въ данномъ здЪсь порядкЪ, взявъ «и поперемнно такъ, чтобы ал, а'2', 4*2" 

могли быть противоположными вершинами), то одна изъ точекъ, въ воторыхъ ли- 
ня, соединяющая точки пересфченя противоположныхь сторонъ съ коническимь 
сбчешемъ, можеть быть принята за точку Х. 

Объ алгебраическихъ кривыхъ высшихъ порядковъ. 

383. Кривая лишя называется алебрамческою п-аго порядка, если она опре- 

дВляется уравненемтъ 

Лу =0, 

тд / есть цфлая функщя (полиномъ) #-0й степени относительно координать 2 и у, 

Общий видъ такого уравненя есть: 



— 328 — 

во" = а "Ту а, "ут... 5 аа му" ан у" 

[Е бт В - уу. ут 

- 954 9: 2Ру + 0:2? 9 + 

= №22 й, у -Н у? -- №2 -- ВУ = 0. 

Какъ частные случаи алгебраическихь линЙ мы видфаи уже прямую линю, или 
линю перваго порядка, и коническое сЪчеше, или линю второго порядка. з 

384. Веявйй разъ, когда уравнене кривой лиши не можеть быть приведено 
къ виду, указанному выше, кривая лин называется ярансцендентною. Напр., 

лиНШ у — 5% 2, у = 109 %. 

385. Итакъ, мы получаемъ, какъ обобщене всего вышеизложеннаго, теорему, 

что всякое уравнеше 

12.) =0 [63 

опредфляеть нфкоторую кривую линто и обратно, всякая кривая ливя опредф- 

ляется нЪкоторымъ уравнешемъ. 

Рьшая уравнене (1) относительно у, мы получимъ уравнене сл®дующаго вида: 

у= (а). (2) 

386. Покажемь еще болъе обпй и весьма важный способъ задашя кривой 

лини, 
Координаты точки 2/ кривой, опредвляемой уравневемъ (1) или, что тоже, (2) 

можно на безчисленное число манеровъ выразить въ видф функций отъ иЪкотораго 

независимаго перемннаго #; такъ что различным значевямъ этого перемфннаго # 
будуть соотвфтетвовать различныя точки кривой. Въсамомъдвл®, примем абециесу 2 

за совершенно произвольную функцию ф (9); такъ что будетъ: 2 — $ (В. Подетав- 

яя эту функцию выфето 2 въ уравнеше (2), мы получимъ: у = Е [+(#]. Фувк- 

щю Р [$ (] обозначимъ для краткости черезъ $ (2) и тогда кривая ливня опредЪ- 

литея системою двухъ уравнен!й ` 
# =$(0, | 
у=+0,, ] 

Бакъ примфръ опредфленйя лини по послёднему способу представляется изло- 

женное въ $ 173 опредфлеше точекъ эллипса при помощи экецентрическаго угла $. 

387. Покажемъ еще одинъ примбръ. Возьмемъ линию третьяго порядка, опре- 

дВляемую уравнешемъ: 

(3) 

23 уз — Злу = 0. (1) 

Положимь у — #2; тогда, подставляя это выражене у въ уравненйе (1), выра- 
2 

зимъ х черезъ#; получается 2 —= ы 
# 

т+е° Отсюда ясно, что у = т 
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Давая различныя значения перемфнному # отъ — со до + оо получимъ 

{.... — 00, —1— в — 1-е, 0, +1 + < 

2... 0, - со, — ©, 9,8, [1 

Улан 0, — ©, — со, 0, : 0, 

(= — положительная безконечно-малая величина). 
Кривая иметь видъ, показанный на чертежь 139 и называется Декартовымъ, 

листомъ (Ео№ии РесагЫ). При измёнени © отъ 0 до + со черезъ положительныя 

возрастаюция значеня, соотвфтственная точка описываеть листообразную вЪтвь 

ОНСКО кривой въ направлении, обратномъ 

движен!ю часовой стрёлки, прячемъ {—-+1 
соотвЪтствуетъ вершина листка (; половян® 

этого листка соотвФтетвують значеня #, 

менышя единицы, другой половин — большя. 

Вривая иметь кромф того дв удаляющяся 

въ безконечность вфтви 07,М и ОРМ, 
асимптотически приближаюнщияея къ прямой 
АВ, имфющей уравнене: #-ну-н 1=0, 

причемь при движени точки 1) по одной 

вЪтви, начиная отъ начала координать и 

удаляясь по направленно 7, соотвфтетвен- 

выя значеня для # будуть отрицательныя, 
по численной величин большия 1 и измфняющеяся отъ —со до—1, причемъ зна- 
ченю — 1 соотв®тствуеть безконечно далекая точка. При движении же точки Р 
оть начала координать въ направлени № по другой безконечной вЪтви, # м5- 

няется отъ 0 до — 1. 
388. Изъ послёдняго примфра видно, съ какимъ удобствомъ изучаются кривыя 

линш, если он заданы системой уравненй х=$Ф(0), у=% (9. Въ особенности, 
если функци фи ф однозначныя; тогда каждому значен!ю # соотвфтствуеть одна 
опредфленная точка кривой. ЕоНит Песат& даеть примфръ кривой лини посл6д- 

вяго вида, ибо координаты точки на немъ выражаются помощью дробныхъ ра- 
щональныхь функц отъ #. Бривыя лин, опредфаяемыя уравнешями, въ кото- 

рыхъ функщи ф и ф рашональныя, называются уникурсальными. 
389. Посмотримъ теперь, сколько нужно задать точекъ для опредвленйя кривой 

п-аго порядка. Вефхъ чаеновъ въ общемъ уравнеши лини и-аго порядка 

(п 1). (в?) _ 

1.2 ие: 

ибо это число есть сумма натуральныхъ чисель # + 1, я, п—1,... 2, 1, такъ 

Черт. 139. 
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какъ въ этомъ общемь уравнени членовъ #-ой степени # -- 1, * — 1 степени ® 
(в-+ 1) (п-= 3) 

1.2 
ит. д. СлЪдовательно, всего коэффишевтовъ . Черезъ раздфлен!е 

на одинъ изъ коэффищентовъ уравненя кривой мы приведемъ уравнеше къ виду, 

заключающему У — 1 параметровъ. СлЪховательно, для опредблешя кривой лини 

п-аго порядка необходимо задать № — 1 точекъ, черезъ которыя должна проходить 

эта кривая; такъ что говоратъ, что кривая ливя я-аго порядка опредваяется 

точками. 

390. На основаши теоремы Безу *), гласящей, что въ результат® искаю- 
ченя у изъ двухъ общихъ уравненй двухъ алгебраическихь кривыхъ #-аго и 

п-аго порядка получается одно алгебраическое уравнене © (4) = 0 для опредь- 

леня 2, степень котораго будеть равна произведеню жи степеней заданныхь 
уравненй, слфдуеть, что въ пересфчени двухъ алгебранческихь кривыхъ, вообще 

говоря, получается число точекъ, равное произведению порядковъ. Абецисвы этихъ 

точекъ, конечно, опредфляются изъ уравнешя © (2) = 0. Понятно, что нзкоторыя 
изъ этихъ точекъ могуть быть совиадающими, мнимыми или безконечно далекими, 

Какъ частный случай сказаннаго яваяется теорема, что прямая лишя перес®- 

каетъ линию и-аго порядка въ  точкахъ. Порядокъ кривой ливш есть признакъ 

существенный и не измвяется ни отъ преобразовавя координатъ, ни отъ проекти- 
ровашя, что слёдуеть изъ того, что формулы преобразовайя координатъ, а также 
формулы, выражающуя гомографическую зависимость, не мёняютъ степени уравне- 
н1я алгебраичеекой кривой, въ чемъ не трудно убфдиться. 

391. Парадоксь Крамера. Лиши третьяго порядка могуть переезкаться въ 

девяти точкахъ; и въто же время девать точекъ вполн® опредфаяютъ линйо третьяго 

порядка. 
Чтобы разъяснить этотъ кажущся парадоксъ, будемъ разсуждать такъ. Возь- 

мемъ какя нибудь восемь изъ девяти точекъ, общихь двумъ ливямъ третьяго по- 

рядка: 9=0и 5, —=0. Ясно, что черезъэти восемь точекъ можно провести безчие- 
ленное множество лин!й третьяго порядка, составляющих пучекъ: $ — # 5, = 0; 

Если мы захотимъ провести ту кривую третьяго порядка изъ принадлежащих 
пучку, которая бы проходила черезъ нЪкоторую девятую точку 2,, Ух, то для этой 

цфли придется подставить коордиваты 2, И, въ уравнеше пучка п. ‘опродблить изъ 

него соотв®тетвующя значеня коэффищента ©. Получаемъ: & = 85° „тд 5 и 5, °, 

предетавляютъ результаты подстановки 22, и у, въ функци 5 и 5. Среди точекъ 
пересфченя остается еще одна, девятая, точка, которую мы не разсматривали. Пусть 

*) Тьбоме дбиёгайе 4ез едиаЧотз а1я6Ът1чиез раг Вё2от!. 1779. 
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координаты ея будуть 2, у,. Всяк разъ, когда мы за девятую точку принимаень 
какую нибудь точку 2, у., отличную отъ точки 2, У;, мы получаемъ для & внолн® 
опреджленное значенше и кривая третьяго порядка опредфляется такими девятью 

точками вполн. Если же за девятую точку примемъ 2, у, тогда 5° = 0 и 5, °=0 
и число А остается неопредфленнымь. Черезъ подобныя девять точекъ проходить 
множество лин!Й третьяго порядка—всЪ лини заданнаго пучка. 

Итакъ мы видимъ, что уравнеше 9—1 5, = 0 представляеть пучекъ лин 

третьяго порядка, проходящихъ черезъ девять точекъ, общихь двумъ лиямъ 
Я=0биХ, = 0. 

Произвольная система девяти точекъ опредфляеть, вообще говоря, одну только 
линНо третьяго порядка, но между положешемъ заданныхъ девяти точекъ можеть 
существовать такая зависимость, что черезъ эти 9 точекъ можно провести не одну 
только линю, а цфлый пучекъ. ДвЪ произвольныя лини третьяго порядка всегда. 

даютъ въ перес®чени систему девяти точекъ, обладающихь послёднимъ свойствомъ. 
Разеужденшя, при помощи которыхъ мы объяснили парадоксъ Крамера, прилагаются 
также къ кривымъ порядковъ болфе высокихъ, 

392. Построенйе кривой линш, опредфаенной уравнешемь / (2, у) = 0, веть 

не что иное, какъ графическое изображеше закона измнен!я вещественной функ- 

ци у независимаго перемФннаго 2 при непрерывномь измбнени независимаго пе- 
‘ремзннаго, а потому, будетъ ли функщя у задана уравнешемъ кривой неявнымъ 

образомъ, или же явно, черезъ рёшеше уравненя относительно у, мы можемъ, за- 
давая разныя значешя 2, получать соотвЪтетвенныя значения у и такимъ образомъ 

строить сколько угодно точекъ кривой. Чфмъ больше точекъ будеть построено, 

тВмъ лучше выяснится фигура кривой лини, опредляемой уравневшемъ, 

Такой способъ изучешя кривой линш совершенно недостаточенъ. Прежде всего 

туть приходится считаться съ затруднен!ями характера алгебраическаго; такъ, на- 
примЪръ, въ случав высокой степени уравнешя, а въ особенности при кривыхъ 

трансцендентныхъ, когда вычислеше каждой ординаты представляется затрудни- 
тельнымь, а потому вычиелять большое число ихъ яваяется требоващемь весьма 
неудобнымъ. 

Мало того, мы можемъ вычислить рядъ достаточно близкихъ ординать и вее- 
таки дая промежуточныхь значенй 2 кривая можеть имфть безконечныя в®тви, 

которыя мы при такомъ способЪ можемъ совемъ упустить изъ вида. А потому 

является вопросомъ первостепенной важности-—прежде вычислешя отдфльныхь 
ординать ознакомиться вообще съ видомъ кривой линш, причемъ не пропустить 
викакихь особенностей фигуры, напр., въ родЪ безконечныхъ вЪтвей фигуры, если 

он сущеетвуютъ. 

При такомъ изучени кривой лини нужно искать премы, дающие возможность 
замфтить общёй характеръ кривой изъ наименьшаго числа выкладокъ и тогда 
является важнымъ, если нельзя обойтись безъ вычислевя ординатъ, то ходъ раз- 
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суждешя вести такъ, чтобы понадобилось вычислить возможно меньше такихъ орди- 
натъ, т. е, другими словами, вычислить положене точекъ, наиболЪе характеризую- 
щихъ видъ кривой. 

393. Общше приемы, дающее возможвость изучать видъ кривыхъ лин!й, связаны 

съ премами изученя общихъ свойствъ функщй, т. е. съ дифференщальнымт исчи- 

сленемъ. 

Прежде веего является необходимымъ убфдиться, возрастаеть или убываеть 

ордината у при увеличени х въ промежуткВ оть @ до В, гдЬ аи нЪкоторыя 

числа. Этот вопросъ получаеть отвфть въ длифференщальномъ исчислени, причем 
‘разематривается производная Е” (2), гдБ у= Е (2) и все дьло зависить отъзнака 

этой производной: если производная сохраняетъ для этого промежутка знакъ +, 
то Е (2) возрастаеть въ этомъ промежуткЪ, а если знакъ —, то она убываетъ. 
Если производная мфняеть знавъ, напримЪръ, изъ положительной становится отри- 
цательной, то ордината перестаеть возрастать и начинаеть убывать, слЪдова- 

тельно, она проходить черезъ наибольшую (изъ сосфднихъ) величину. Если, наобо- 

ротъ, производная изъ отрицательной дЪлается положительной при переходв 2 че- 

резъ значеше 2х, (отъ меньшихъ къ большимъ), то ордината при 2 = 2’, перестаетъ 
уменьшаться и начинает увеличиваться; слЪдовательно, проходить черезъ наимень- 
шую величину (изъ сосЪднихъ). 

Вообще, вели производная, оставаясь конечною и непрерывною, мфняетъь знак, 
переходя черезъ нуль, то касательныя, проведенныя въ точкахъ, ординаты кото- 

рыхъ наиболышя или наименьшая, параллельны 
оси =. 

394. Замьтимъ, что не всякое значеше , 

обращающее производную въ нуль, опредфаяетъ 
наименышя или наибольшая ординаты. 

Нужно изслФдовать, мЪняеть ли дЪйстви- 

тельно производная свой знакъ; но во всякомъ, 
случа касательная будетъ параллельна оси 2. 

Черт. 140. Что касается точекъ М,, соотвётетвую- 

щихъ абециеев х., для которой Ё” (25) = 4, 
гАЪ а нкоторое число, отличное отъ нудя, то это число а, какъ показывается въ 
дифференщальномь исчислени, есть не что иное, какъ {0 угла я, составляемаго 
касательною 1/7’ съ осью х-овъ; такъ что, когда №" (2,)=00, то касательная 

параллельна оси у-овЪ. 
395. Воть ть свёдня, которыя мы будемъ считать известными изъ диффе- 

ренщальнаго исчисленя. Что касается изучешя кривизны лини въ различных 
точкахъ и направлешя выпуклости и вогнутости около разныхъ точекъ, то эти 
вопросы мы оставимъ при нашемъ изучени кривыхъ въ сторон%, отсылая читателя 
къ курсамъ дифферениальнаго исчислешя. 
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Затвиъ весьма важно замфтить, не обращается ли дая какихъ нибудь значений 
ордината у въ безконечность, или не становится ли эта ордината мнимою. 

Воть тВ основныя задачи, которыя прежде веего яваяются при разсмотрёни 
графическаго изображентя функций. 

396. Изъ веего сказаннаго ясно, какую роль при изученм кривыхь лин 
играеть производная. Если функшя у дана не явно уравненемъ 

Л (ву) =0, (0 

то, чтобы найти производную т „нужно дифференцировать уравнене (1). Диффе- 

'ренцируя получаемъ; 

Л. ву) ар + 7, вуду = 0, 

тдВ./ ', (2,9) и /', (2, У) суть частныя производныя отъ/ (2, у), взятыя по 2 и поу. 
Отсюда получимъ: 

4 __ Гу. 
2 Г,’ 

такъ что, если возьмемъ какую нибудь точку М, (2, /ь) на кривой, заданной 
уравнешемъ (1), такъ что будетъ: 

1 (в, у) =0 (2) 

то мы получимъ для #9 угла, который составаяеть касательная съ осью 2-овъ, 
выражение: 

—_ Лью). 
1' а, у) 

Итакъ мы видимъ, что подставляя числа 2., У, ВЪ частныя производныя и 
производя длеше, мы получимъ нЪкоторое опредфленное чиело, которое и будетъ, 

17-омъ угла искомой касательной. 
Такъ будеть опредфлаться касательная вообще для вехъточекъ кривой лини, 

397. Существують у нЪкоторыхъ кривыхъ лян! такъ называемыя особен 

точки, когда сказанная процедура не приводить къ результату. 
ИмЪетея въ виду указать на случай, когда въ результат подстановки чиселъ, 

2., У, ВЪ частныя производных /", (2,5), /', (2, У) получаются нули, т. е. когда 

06% производныя заразъ уничтожаются для значенй 2., У. 

Итакъ мы видимъ, что координаты особенныхъ точекъ опредфаяются тремя 
‘уравненшями: 

Ле =0, Л. ву =о Л, =0. 

Такъ какъ, вообще говоря, систему трехъ уравнешй нельзя рёшить относи- 

тельно двухъ неизвфетныхъ, то и не всякая кривая лин!я имфетъ особенныя точки, 

Для того, чтобы кривая имфаа особенныя точки, необходимо, чтобы указавныя 
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три уравненя были совмфстны, другим словами, необходимо, чтобы значения 2, У» 

опредфленныя изъ двухъ изъ числа ихъ, удоваетворяли также третьему. 
Мы имфли уже примрь особенной точки въ декартовомъ листЪ. Для этой кри- 

вой начало координать представаяеть особенную точку. Въ самомъ два, въ этомъ 
случа веЪ три уравненя 

Ле, у) = 2* - у? — Залу =0, Г, (т,у) = 32° — Зау = 0, 
Л, (2, у) = 35" — Зав =0 

‘удовлетворяются значенями: 
в = 0лу = 0. 

Особенныя точки предетавляють весьма важный элементь при изучении“ вида 

кривыхъ лин, такъ что можно выразиться, что одной изъ главнфйшихь задачъ 

при изучени кривыхъ является разсмотрьве такихъ точекъ и безконечныхь 

вфтвей. 

398. Особенныя точки имфютъ слЪдующие характерные виды. 

1. Ератныя точки (ем. черт. 141). Точки, въ которыхъ ветрёчаются н%- 

сколько втвей кривой лини. Напр, точка № двойная, а точка № тройная. Въ 

у Им 

Черт, 141. Черт. 142, ^_ Черт; 148. Черт. 144. 

кратныхъ точкахъ каждая изъ вЪтвей можеть имЪть особенную касательную. Такъ, 
напримфръ, декартовъ листъ имфеть въ начал координатъ касательными двф оси 

координатъ, 
Иногда касательныя кратныхъ точекъ могуть совпадать, какъ это показано 

на черт. 142. 

2. Точки возврата. Такъ называются точки, въ которыхъ дв вфтви кривой 
имфють общую касательную, причемъ 065 втви лежать по одну сторону точки 
касашя, по другую же сторону не существуеть дЪйствительныхь точекъ кривой, 
Въ виду этого характера расположен!я вЪтвей точки возврата называются иногда 
точками заостренвя. 

Эти точки раздЪляются на два рода: точки возврата 1-го рода, въ которыхъ 
вфтви кривой вблизи точки касав!я лежать по разныя стороны касательной 

(см. черт. 143) и точки возврата 2-го рода (г6Ъгоиззешен ел Ъес), въ которыхъ вфтви 
хривой вблизи точки касан:я лежать по одну сторону касательной (см. черт. 144). 



— 335 — 

3. Уединенныя точки. (Роииз 150163). Такъ называется дЪйствительная точка 
кривой, не имфющая дЪйствительныхь безконечно близкихъ точекъ лежащихъ на 

кривой. (См. черт. 145). 
399. Транецендентныя кривыя имЪютъ особенныя точки еще двухъ видовъ: 

4. Точки узловыя. (См. черт. 146), 
5. Точки перерыва. (См. черт. 147). 
400. Что касается безконечныхъ вфтвей, то мы ихъ будемъ раздбаять на 2 

м 

Черт. 145. Черт. 146. Черт. 147. 

перболическая (см. черт. 148), имъюция прямолинейныя асимитоты, и зарабо- 

дическя, не имбющия оныхъ (см. черт. 149). 
401. Кромф указанныхь выше особенностей, кривыя лини, называемыя спи- 

‚ралями, могутъ имфть еще сафдующия особенности: 

1. Асимптотическая точка. (См. черт. 150). 
2. Асимптотическая замкнутая кривая (ем. черт. 151). 
Примфры этихъ посаднихь особенностей увидимъ ниже. 

402, При раземотрьши кривыхъ лин! около особенных точекъ, а также без- 

\ 
Черт. 148. Черт. 149. Черг. 150. Черт. 151. 

конечныхь вЪтвей намъ придется сравнивать кривыя лини съ такъ называемыми 
параболами и гиперболами высшихъ порядковъ, къ изучению которыхъ мы теперь 
переходимъ. 

Начнемь съ параболическихь кривыхъ, опредфляемыхъ уравнешемт: у" = 2”, 
тд и и # цзлыя и положительныя числа. 

Замфтимъ прежде всего сядующее: 
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Дифференцируя, получим: 
а ъ ГА „— 

т 
== ах" * 
4 

Отсюда мы замфчаемъ, что, если ж >> т, то, при 2 = фи Е. = и, слдова- 

тельно, касательная совпадаеть съ осью 2-овъ; если же в < т, то, при х = 0 

у 
-- = 0 и касательная совпадаетъ съ осью у-овъ, Отсюда мы видимъ, что пара- 

болическая кривая касается оси 22-овъ при ® > 2, и оси у-овъ прия < т. 
1. т—четное, и— четное. 

9 >т а> о. 

Кривая состонть изъ вфтвей ОА, ОТ), ОЕ, 
ОН. (ем. черт. 153). 

2)п<т а>о. 

Бривая состоитъ изъ вЪтвей ОВ, ОС, ОЕ, ОС. 

П. т четное, „— нечетное, 

Оп > ж. 

Кривая, при а >> 0, имфеть дЬйствительныя 

точки только при положительныхь 2; слёдова- 
Черт. 152. тельно, состоитъ изъ вфтвей: ОЛ и ОН. Въ 

началь координать имфеть точку возврата. По- 
хобнымъ же образомъ, при а < о, состоитъ изъ вфтвей ОД, ОЕ. Въ начал ко- 

ординать также точка возврата. 
2) п < т. 
Кривая, приа >> 0, соетоить изъ вЪтвей ОВ, ОС’; приа < о, изъ вётвей 

00, ОЕ. 
Ш. ж—нечетное, »— четное. 
1). > я. 

Кривая, при а >> о, имфетъ вЗтви ОЛ, ОД; приа < 0, ввтви ОЕ, ОН. 

2) п <”. у 
Кривая; при а >> 0, состойть изъ в5твей ОВ и ОС, а при а< о, изъ взтвей 

ОЕ, ОС. Въ обоихъ случаяхъ начало координать есть точка возврата. 

1У, т-нечетное, я—нечетное. 

>». 

Кривая, при @ >> 0, состоитъ изъ в®твей ОА и ОЕ; приа < 0, изъ вфтвей 

ОНи ОП. 
2) п < т. 
Кривая, при а >> о, иметь втви ОВ и ОР, а приа < о, вытви ОСп ОС. 

Въ послбднихъ четырехъ случаяхъ начало координать есть такъ называемая ючка 
перемиба. 
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Что касается безконечныхъ вфтвей этихъ кривыхъ, то положеше ихъ относи- 
тельно осей координать указывается наглядно чертежомъ. 

403. Обращаемся теперь къ кривымъ гиперболическимъ, опредФаяемымъ урав- 

пенемъ: 
а, 

тд 2 и п числа цфлыя и положительныя, 
Рьшая это уравнене относительно у, получаемъ: 

у = Уа 5 = . 

По м5рё увеличен!я численной величины д, у убываетъ, такъ что при =00, 

у—0— и 065 2-овЪ есть не что иное, какъ асимптота кривой. 
Подобнымъ же образомъ, при увеличении у, 2 убываеть и при у=со, х=0, 

такъ что ось у-овъ есть тоже асимптота кривой. 
Т) т-четное, „— четное. 

Кривая, при @ > 0, состоитъ изъ четырехъ 

втвей 1, И, Ш, Г\* (ем. черт, 153); при а< о 
типербола мнимая. 

2) п— четное, »— нечетное. 

Кривая, при а > 0, соетоитъ изъ вЪтвей Ги 
1\; а при а<о, изъ вЪтвей П и 1. 

3) т нечетное, »— четное, 
Кривая, при а>>0, состоитъ изъ вЪтвей | и 

И, & при а < 0, изъ вётвей Ш и 1\. Черт. 153. 
4) т нечетное, »— нечетное. 

Кривая, при а>0, состоить изъ вЪтвей Ги Ш; при а<о, изъ вётвей ПП и [\. 

Параллелограммъ Ньютона. 

404. Въ знаменитомъ своемъ трудЪ: Меблойиз Яихтовити её земегили табл багит 

сиш едиздет аррНсабоне а4 ситуагит веотебмаш Ныютонъ далъ замфчатальное 
празило, извфетное подъ назвашемъ аналитическаго параллелограмма, дающее 

возможность изел8довать алгебраическая кривыя при помощи разложеня функции у, 

удовлетворяющей уравнен!ю алгебраической кривой, въ рядъ по степенямъ 2, 

Уже въ 50-мъгоду прошлаго столЪ\йя правило Ньютона послужило основавемъ 

прекрасной теор злгебраическихь кривыхъ, изложенной Крамеромъ въ сочинен!и: 
Тпгофие вот & Гапа]узе 4ез Пвпез соптЬез а]вег1чиез (@епёуе, 1750). 

Правило это затЪмъ представлено Лагранжемъ въ замфчательно простом и 

изящномъ аналитическомъ вид и примфнено къ разложению въ непрерывныя дроби 

рьшенй нЪкоторыхъ дифференщальныхъ уравненй. Тоже правило лежить въ осно- 
ван!и классической работы Ршзеих объ алгебраическихь функщяхъ. 

Д. А. Граве, 22 
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405. Итакъ, возьиемъ уравнеше алгебраической лини 

Л (ау) =0. 
Мы покажемь, какъ разлагать функщю у въ ряды по ращопальнымь степе- 

НЯМЪ 2, При чемъ для малыхъ значенй 27 разложен!е должно быть произведено по 
возрастающимь степенямъ 2, при большихъ же значешяхь 2 по стененямъ убы- 
вающимъ. 

Если при 2=0 также будеть равняться нулю и у, то тогда начало координать, 
ложить въ нЪкоторой точкф на заданной алгебраической кривой и тогда разложе- 

не у по возрастающимь степенямъ 2 дастъ возможность вычислять у при малыхъ 
значеняхь 5 и, слдовательно, полученный рядъ опредфлатъ вЪтвь кривой вблизи 

начала координатъ. 
Понятно, что лучше всего пометить начало координать въ особенную точку 

кривой, если только такая точка существуетъ. Тогда при помощи разложения у 
въ ряды по степенамъ 2 легко раземотрфть, какъ расположены вЪтви кривой около 
такой особенной точки. 

406. Итакъ мы видимъ, что разложение алгебраической функщи въ ряды но 
возрастающихь степенямъ 2 даеть возможность изучать видъ алгебраической кри- 
вой около особенной точки. Подобнымъ же образомъ изучаются вЪтви, имбющя 

асимитотою ось у-овъ при помощи рядовъ, справедливыхь для малых значений 2х, 
сл®довательно, расположенныхъ по восходящимь степенямъ 2. Конечно, тоже самое 
относится и въ случаю, когда асимитота параллельна оси у-овъ. Во вебхъ других 
случаяхъ при изучении безконечныхъ вфтвей приходится разлагать алгебраическую 
фуньщю у въ ряды, имфющуе мото для большихъ значений 2, т. е. вЪ ряды распо- 

ложенные по отрицательнымь степенямъ 5, возрастающимь, варочемъ, по абсо- 
лютной величинЪ. 

407. Легко видЪть, что раземотрьве разложенй, имфющихь м%ето для боль- 
шихъ значенй 2, приводится къ раземотрёню разложенй по возрастающимъ сте- 

пенямъ 2, ичфющихь, слёдовательно, мЪето для малыхъ значенй 2, если мы за- 
й 12 р 1 ъ 

Уфнимъ въ алгебраическомь уравненйи заданной кривой 22 на „; тогда по уничто- 

жени дробныхъ чаеновъ умножешемь всего выраженя на нЪкоторую степень 2, 

мы получимьъ новое алгебраическое уравневе, корень котораго у придется разла- 

тать по возрастающимь степенямъ х. 
Чтобы перейти отъ полученнаго такимъ образомъ разложешя по возрастающимь 

степенямъ 2 къ требуемому разложению по убывающимъ стененямьъ корня перво- 
ь 1 

пачальнаго уравнены, достаточно замфнить 2 ва —. 

408. Итакъ мы видимъ, что, какъ раземотр®ние особенных точекъ, такъ и раз- 
смотр®ве безконечныхь вЪтвей можно свести на разложеше алгебраическихь 
функц въ ряды по возрастающимь степенямъ 5, Пусть начало координать перо- 
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несено въ особенную точку, низющую координаты 

АУ, 

Преобразован!е координат мы сдЪлаемъ по формуламъ: 

ЕЙ У=Ё-+Т. 

Подставляя эти значешя х иу въ уравнеше алгебраической кривой, получемъ 

ЛФ--Ь т = 0. 

Раскрывая скобки и дБаая приведене, мы приведемъ уравнене окончательно 

къ виду: 
л6=0 

тдВ /, есть цфлая функшя оть =, 1 (полиномъ), не заключающая члена, независя- 
щаго оть координать Е и т, ибо при = = О и | должна равняться нулю. 

409. Итакъ, мы привели вопросъ къ раземотрфнию уравненя 

1 @, у) =0, 
тд 7 (2, У) веть функщя такого вида: 

Л (в, 3) = Х азту" == аду -- ад”ум -- аду"... (а) 

14$ а, @,, @,,... суть нФкоторые численные коэффищенты, а 9%, #5, #, п, ... 
числа цфлыя и положительныя, 

Заразь 0ба показателя надъ 2 и уни въ одномъ изъ членовъ уравнешя не 
должны быть равны нулю, ибо къ такимъ ‘уравненямъ, гд® это имфеть мЪото, мы 

и привели раземотр5ве вопроса. 
410. Ясно, что для 2=0, у долженъ тоже равняться нулю. Будемъ теперь 

искать разложенше функци у въ рядъ слфдующаго вида: 

у = Аз - Вай - Ст + р + 

дБ А, В, С, Г,... н®которыя загебраичесыя числа, а а, В, 1, 5,... суть нЪко- 

торыя ращюнальныя числа, причемь о < а<3<1<8<... 

ТлавнЪйшею задачей при отыскани такихъ разложенй является нахождено 
перваго показателя м. 

Посмотримъ, къ чему такая задача приведется, Введемъ обозначение: 

у= 2" 5, (2) 
гв 

5 = А-+ В ба-н ра... 
тАЪ 

Ва = а 8 =8— а... 

причемъ веЪ числа В., т,, 8,, ... положительныя. 
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Подставаяемъ выражен (2) въ уравнеше (1). Получимь 

а ба, ба, бт. 20, 

В 
Ш = % -Н ап, в, =, Нап, №, = т, 5 аи, ... 

Положимь, что число а выбрано какъ нибудь, причемъ такъ, что вышло 

№ Зв; № < ра,—То есть в, меньше вефхъ остальныхъ |. Тогда, двля все уравне- 

не на 2“, получимъ: 

а 8% - а, 5 5", а, бд ,=0, (3) 

Посл®днее уравнене должно быть тождествомъ, если рядъ для у найденъ пра- 
вильно. Въ тождеств® же мы имфемъ право вставлять выфето входящихъ въ него 

буквъ любыя численныя значеня, въ результать получимъ опять тождество, 

Подставляя въ послднее тождество вмфето д нуль, мы получимъ, замёчая, 

что 5 обращается въ А при = 0, 

а А» = 0, 

но такъ какъ а, не — 0, то получаемь: А — 0, 

Итакъ мы видимъ, что члена съ показателемъ а такимъ, кавимъ мы его пред- 
положили, не существуетъ. 

Показатель а долженъ быть таковъ, что по крайней м5р% два изъ выражений 
должны выходить одинаковыми и меньшими везхъ остальныхъ. Въ самомъ дёлё, 

положимъ, что эти равныя и менышя |2 суть №о и в.. Тогда, 

т, 5 ап, = т, На, 

откуда получаемъ для а значенйе 

*.—% 

Въ этомъ случа тождество (3) по раздблени на 27% обращается въ такое: 

в, 5% -- @, 5% - а, 5% № а, бе. = 0. 

Полагая въ послднемъ тождеств® х = 0, получаемъ: 

2, А - а, А = 0, 
откуда находимъ: 

„—, 

А= Ее 
@, 

и, сл®довательно, опредФлилея коэффишенть А перваго члена нашего разложеня. 

411. Итакъ мы видимъ, что вопросъ опредфлешя перваго показателя ряда сво- 
дится къ ствдующему аналитическому вопросу: 
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Данъ ряхъ линейных выражен!й: 

во = % - 9%, 

в, =, 0, 

вк — Жь + 0п,; 

требуется опредфлить положительное число © такъ, чтобы иЪкоторые изъ нихъ 

выходили равными и мевышими остальныхъ. 
Ясно, что эта задача по существу своему элементарная и что ее можно р%шить 

при помощи конечнаго чиела пробъ. Такъ напримбръ, сравнимъ первые два: 

№ Ир. Сравневше это дасть намъ нфкоторую величину а. Подставляя получен- 

ную величину въ значешя |», мы получимъ одно изъ двухъ: 1) которое нибудь изъ 

остальныхъ | выйдеть меньше |1, — №; тогда откйдываемъ найденную величину %, 

ибо она не рышаетъ вопроеъ; 2) среди остальных величинъ |. нЪтъ |. меньшаго 

Ш =; тогда такая величина о годится и будетъ однимъ изъ рышен!й нашего 

вопроса. Далье придется сравнить первую величину |2, съ третьею 2, и посмотрёть, 
получится ли ршене. Однимъ словомъ, нужно перепробовать вс комбинащи 2-1 
величинъ по дв. Такимъ путемъ, очевидно, найдемъ всв тая значешя для 
числа я, которыя рёшають вопросъ. Сколько будеть такихъ значешй для @, 

столько же будеть разложенй въ рядъ алгебраической функци у, ибо каждое изъ 
чисел а можеть быть принято за показатель 2 въ первомъ член ряда. 

Для того, чтобы найти значения а, ршающия вопросъ, при помощи наименьшего 

числа пробъ, и предложенъ быль Ньютономъ слособъ за которымъ слёдуеть по 

праву сохранить употреблявшееся въ прошломъ стодфти назване: «параллело- 
трамъ Ньютона» ({1апе]е ава ие). 

412. Хотя мноме предпочитають употреблять Ньютоновское правило въ томъ 
аналитическомъ видВ, какъ его высказалъ Лагранжъ, находя послЪдей слособъ 

боле простымъ, но за геометрической формулировкой сохравяется большая нагляд- 
ность, а потому мы и изложимъ его въ томъ геометрическомь видЪ, въ которомъ 
излагалось это правило Эйлеромъ. - 

Для каждаго члена а” у” алгебраическаго уравневя мы можемъ на нЪкоторой 

плоскости координать указать соотвфтетвенную точку, ичфющую координатами 
показатели р и т, такъ что абсциесою этой точки будетъ цёлое число 2%, а орди- 

натою цблое число 2. Сколько въ заданномъ уравнен!и членовъ, столько получится 

на плоскости точекъ, причемъ, очевидно, вс® тажя точки лежать въ углахь сЪтки, 
образованной прямыми лишями, параллельными осямъ координать и расположен- 
ными на разетояни, равномъ единиць, другъ отъ друга. 

Полученная тахимъ образомъ сЪтка съ радомъ точекъ даетъ возможность сразу 
вилёть рёшене нашего вопроса. 

413. Назовемъ черезъ 2и, и показателей котораго нибудь изъ членовъ ряда, 



— 342 — 

не указывая, котораго именно, а черезъ № соотвЪтствующее изъ выражений |, 

ру Ронни; ИМО 
тт =. 

Будемъ обозначать показателей 2, откладываемыхь по оси 2-овъ, черезь 2, & 
показателей  черезъ у. Тогда получается прямая 

Е-ау=. (0 

Задавь я и м6няя , мы будемъ получать различныя прямыя, параллельныя 
между собою. Еели подберемъ м такъ, что прямая (1) будеть проходить черезъ 

точку т, т, соотвЪтствующую первому члену ряда, то |› обратится въ №. 

414. Разстояше прямой (1) ло начала координатъ равно 

ЕЕ 
УГ 

и, слЪдовательно, при заданномъ а, пропорцюнально |2, Отсюда задача аналитиче- 

ская, подобрать число а такъ, чтобы, подетавивъ его въ выраженя р, получить 
ифоколько, по крайней мфрЪ два, изъ выражений одинаковыхъ и меньшихъ вез хъ 
остальныхъ, геометрически приведется къ слфдующей: провести на чертеж Ньюто- 
новскаго построешя черезъ ве точки, соотвЪтствующия чаенамъ даннаго уравне- 
ня, прямыя линш, параллельныя между собою, изъ которыхъ бы вЪеколько, по край- 

ней мьрв двф, были на одинавовомъ разстоянйи оть начала координать, другими 

словами, сливались въ одну и были ближе къ этому началу координатъ, чЪмъ вс 
остальныя. 

Отеюда получается такое правило: надо обвести непрерывнымъ контуромъ, с0- 
стоящимь изъ прямыхъ лин, группу точекъ Ньютоновскаго постровшя, соотвфт- 
ствующую членамъ заданнаго азгебраическаго уравнешя, причемъ такъ, чтобы внЪ 

контура не было ни одной точки, и кромЪ того, чтобы контуръ былъ многоуголь- 

никомъ безъ входящихь угловъ и вершинами евоими имфлъ точки, принадлежанщия 

труп». Тогда стороны контура, обращенныя къ началу координатъ, даютъ рше- 

ве вопроса. Подъ сторонами, обращенными къ началу координать, разумфются 

стороны, не параллельныя осямъ координать, и относительно которыхъ весь кон- 
туръ лежить по другую сторону относительно начала. 

415. Примърь. Еривая линйя задана уравнени 

23" — 3 26 — 49° (1 — 2) 22 (на) + 22 (1—9 

249? (1-57) —З лу 2^=0. 

Найти касательныя къ вЪтвямъ ея, проходящимь черезъ начало координать *). 

*) См. Ещег. Орега розитла. Тазб бони са] аНТегеныа в Сар. 1У. Ех. 2. 
(рав. 891). 
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Для рышения задачи надо найти всЪ возможныя разложешя функц у въ рядъ 
по возрастающимь стененямь 2 съ вещественными коэффищентами. Употребляя 

Ныютоново построеше, мы получаемъ (см. черт. 1 въ конц книги) дв стороны кон- 

тура, обращенпыя къ началу координать; одна изъ этихъ сторонъ соотвтетвуетъ 
тремъ членамъ уравненя: 

2 туз, — 3 ау, на, 

другая же членамъ: 
2 гу, —4 у. 

Разсмотримъ сначала первую сторону. Этой сторон% соотвфтетвуеть разложение въ 
рядъ, начинающееся съ члена вида 47. Въ самомъ дъаЪ, полагая у — Да:% и под- 

ставляя выЪсто у въ три члена, соотвЪтетвующе указанной сторон, получимъ: 

2 Аза“, —3 Дай +, д^. 

Сравнивая показатели, получимъ: 1 -- За = З-На=, откуда & =1. 

Что касается вычиелешя коэффищента А, то вс друме члены уравненйя, кром№ 
вышенапиеанныхъ трехъ, при © = 1 будуть порядка высшаго и не будуть вщять 

ва опредЪлен!е коэффищента А, а потому заданное уравнене можемъ написать такъ: 

2 луз — 3 уча; =0, 

тдВ У сумма остальныхь членовъ. Подставаяемъ у — 52; получимъ: 

2 532 — 3 ба -НУ,=0, 

тд У, предетаваяеть сумму членовъ степеней выше четвертой. Сокращая уравне- 
ше на 2“, получаемъ: 

298 — З9-Р+У=0, 

тд >/, сумма членовъ съ положительными степенями 2. Полагая въ послбднемъ 
равенств® 2 = 0, получимъ: 

2 48—34 --1=0; 

послзднее уравнен!е можеть быть написано такъ: 

4-— (*--4—3)= 0, 

откуда для Л получаемъ три вещественныхъ значения: 

—1--И: 

2 
—1—8. А, =1, А, = > 4, р 

- Получаются три разложены въ рядъ 

уУ=Ах-. 
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Такъ какъ ряды эти расположены по возрастающимь степенямъ 2, то въ слёдую- 
щихь чденахъ степень 2 больше первой, а потому эти члены безконечно малы въ, 
сравнени съ первымъ членомъ ряда. Еели мы въ трехъ послёднихь рядахъ оста- 
вимъ только первые члены, то получимхъ три прямыя, проходянця черезъ начало 
координат: 

у=, у= 4, у—= 4х. 

Эти три прямыя суть касательныя къ тремъ вфтвямъ кривой, проходящижь черезъ, 
начало координатъ, 

Разсмотримъ теперь вторую сторону Ньютоновекаго построен. Члены, ей со- 

отвЪтетвующе, суть: 

2 гу", —4 у. 

Возьмемъ опять 

у= 44*; 
подставляя, получимъ: \ 

2 ДЗ + 3,4 Ада, 

Сравнивая показатели, получаемъ: 

1-+ За = 5а, 

откуда 

и, ездовательно, разложен!е, соотвфтствующее этой сторопЪ, начнется съ члена вида. 
Л 1 

Аз”. Подставимъ въ уравнене у= бай; получаемт: 

5 5 
2 5—4 В -- У, =0. 

5 
Сокращая уравнеше на 27 и полагая 2 = 0, получим: 

.3.48—4 40, ` 
откуда 

ЕЕНЕ 
У? * 

и саЪдовательно разложене въ рядъ будеть имфть видъ: 

Эк 

у 
Если надо написать только первый членъ разложения, то на практик® надо по- 

ступать такъ: оставить изъ уравнешя только тв члены, которые соотвётетвують 
точкамъ нЪкоторой стороны Ньютоневекаго построеня, остальные отбросить, упро- 

щенное такимъ образомъ уравнеше дастъ черезъ рышеше относительно у первый 

: 
=. 
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чаенъ разложения. Напр., соотвФтетвенно второй изъ раземотрённыхь нами ето- 
ронъ, мы могли бы ваписать уравнене 

2 2у’—4у=0, 
откуда 

1 в — == 

или 

у —- т а . 3 Уз 

416. На указанномъ примёрь мы видЪли, что въ начал координатъ ветрьча- 

ются четыре вЪтви кривой, такъ что въ ихъ пересфчени получается четверная 

точка. Касательныя къ четыремьъ втвямъ образуютъ съ осью х—овъ углы, тан- 
тенсы которыхъ равны 1, Д,, А., ©. 

417, Для построен!я кривой лини вблизи кратной точки мало знан!я направ- 

лешя касательныхь различныхь вЪтвей. Необходимо кромф того указать, какъ, 
вблизи этой точки каждая изъ втвей расположена по отношеню къ своей каса- 

тольной, въ которую сторону она направлена, или въ этой точк® имфется пере- 
гибъ. Самымъ простымъ способом можно увидёть, какой изъ этихъ случаевъ им - 
етъ мБето, продолживъ наше разложенше въ радъ далфе. Войдемъ въ нЪкоторыя 

подробноети по этому поводу. 
418. Въ $ 410 мы искали первый членъ разложеня 

у= Аза -- Взз-н Сан Фан. .., 

причемъ обозначали черезъ 5’ выражеше 

А-+ Вай -- Охп- Ой. .., ый 
т 

в = 

Предположимт, что первый членъ разложения, по премамъ уже указаннымъ, 

мы нашли, тавъ что числа А ис намъ извъетны. Покажемъ теперь, какъ найти 

друме показатели 8,,7,, 8, ... (ясно, что, зная эти показатели, мы найдем и по- 

казатели В, т, 8,... нашего ряда). 

419. Подетавимъ вызсто у въ заданное уравнеше 5%; получаемъ (см. $ 410): 

аа, =... 

а, 5% зи-на, 8% ды-на, бъаь--. ..=0. 

Положимъ, что у насъ вышло: 

Шш=Вь М ЗВ,<...; 

фа ро № -— Во м Ры > 

Е. разноети 
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через 
ааа тт ква 

получимъ, сокращая уравнеше на 2, 

а, 5% -на, 5" на, бъат-на, 5% хи а, бы. . .=0, 

Числа т, т т",... согласно нашему предположению, расположены въ возрастаю- 
щемъ порядк® и между ними нътъ равныхъ. Подставляя въ посл®днее уравнен!е 
выфето 5 его выражене (*) (см. $ 418), получихъ, принимая во вниман!е уравнене 

а Аь--а, А*% = 0 (см. $ 410), 

сафдующее уравненше 

(а, п, А" -на, п, Ат) (Ва -н Ох" + Ой...) 

*( =. в р А-а-а, м 

та, [А + (Ва: Саа-н Фан...) 

ната, [А-н (Виз: Сян-н Пя. . . тн 

на" а, [А -Н (Взв.- Сан-- Фен...) 

Ее = НИИ 

Если коэффищенты В, С, Г...., а также показатели В,, 7, 5,,... правильно 

указаны, то посаЪднее уравнеше должно обращаться въ тождество, а потому ко- 
эффищенты при вебхъ степеняхъ х должны тождественно пропадать. Отсюда мы 

замфчаемъ, что непремфнно меньшй изъ показателей В, долженъ равняться т, монъ- 

шему изъ чисель т, <’, 1”, › ибо если мы возьмемъ В, < т, то никакимъ подбо- 

ремъ коэффищентовь В, С, Г,..., кромЪ положеня В = 0, нельзя будетъ заста- 

вить членъ 231 пропасть. Подобнымь же образомъ, если В, мы выберемъ > т, то, 
наоборотъ, членъ 27. а, А”? не будеть имфть себЪ подобных и потому не пропа- 

деть изъ уравнешя, которое поэтому и не будетъ тождествомъ. Отеюда ясно, что 8, 
должно равняться т. Коэффищенть В будеть 

а, А* 

вт, А-а, в, Ат ° 

Что касается другихъ показателей 1,, 8:,..., то мене Че они получатся такт: 
Возьмемъ веб возможныя значен!я выраженя 

МАМА" +... 4 

при различныхъ ^, цълыхъ позожительныхъ, или равныхъ нулю, расположимъ за- 
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тЬмъ полученныя числа въ возрастающемъ порядкЪ; получится рядъ чиселъ, ко- 
торый долженъ быть принять за показатели В,, 71; 5... .*). 

Коэффищенты В, С, Г),. . . ‚разъ показатели указаны, опредфлятся по спо- 

собу неопредъаленныхь коэффищентовъ. 
420. Указанное выше правило разложешя алгебраическихь функщИ въ ряды 

не всегда можеть быть приложено. Въ самомъ дВаВ, въ томъ способ, который 

изаоженъ въ $ 419, показатель а надъ 2 въ первомъ член опредфляеть весь рядъ 
показателей надъ д въ слбдующихь чденахъ; послЪднее же не всегда иметь мЪето, 
ибо иногда существуеть нфеколько разложенй функщи, начинающихся съ одного 

и того же члена. Послёднее обстоятельство ветрьчаетея, когда коэффищенть 4 ^ 
опредфляется какъ кратный корень уравненя, а также въ случа, если въ ряду 

чисель т, ', т",. . , находятся равныя между собою. Чтобы избЪжать оговорокъ, 

мы и разематривали только тотъ случай, когда указанныя обстоятельства не им$- 

ють мъета, 

421. Для геометрическихь приложен! важно знать только второй членъ раз- 
ложешя, а потому можно не слфдовать приведеннымъ выше общимъ соображешямъ. 
Достаточно поступать слфдующимь образомъ. 

Еели первый членъ разложешя 42 найденъ, полагаемъ у — Ала -- {и под- 

ставляемь послбднее выражеше въ заданное уравнене. Тогда, посл раекрытя 

скобокъ и сокращеня подобныхь членовъ, получаемъ новое алгебраическое урав- 
неше между 2 и & причемъ при 2 = 0 будеть также $ =0. Вопросъ приведется 

къ разложенио # въ рядъ по степенямъ 2, причемъ надо будеть указать въ этомъ 

разложеши одинъ только первый чденъ. 
Для новаго уравневя дЪлаемъ то же самое Ньютоновское построеше, которое 

ластъ намъ одно или нЪеколько разложенй функц #: 

В+... = В. .., В+. 

Изъ указанныхь разложен! годиться будуть дая насъ только т, тии, въ 
первомъ член ‚которыхъ больше найденнаго нами раньше а, ибо первый чденъ въ 

разложени & есть второй членъ въ разложен!и у, которое, соглаено нашему пред- 

положению, есть разложене по возрастающимъ степенямъ 2. 
423. Прилагая наши соображеншя къиримфру, приведенному въ 5 415, мы за- 

мЬчаемъ, что разложение въ ряды для четырехъ вЪтвей кривой имЪютъ видъ; 

1. т... 

&— Е и я - 

*) См. Вейоньен. Бе 1а зов 4ез вапайопз пирисНез № 4ешх уанаЫев въ 
Мешойгев розйнипез @е Ешег, Зевоцьем её Еизз (ЗарМешени). 1830 г. 
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Ш. ыыы 1-Е ны Не 

Изъ этихъ разложенй мы видимъ ясно, какъ расположены вЪтви кривой вблизи 
начала координатъ. 

Что касается разложешя ТУ, то мы не искали для него второго члена, ибо оче- 
видно, что малая часть соотвЪтетвующей вЪтви кривой расложена также, какъ 

Я ебли ея вершины, На чертеж 2 (см. табл. 

въ конць книги) видно расположение вЪтвей кривой вокругъ четверной точки. 

423. Показавъ, какъ разсматривать кривую вблизи особенной точки, остается 

прибавить уже немного для указан!я править для раземотрв/я безконечныхъ взтвей 

кривой. 

Въ $ 400 мы указали на два рода безконечныхь втвей, которыя имфнигь м 
въ алгебраических кривыхъ, такъ называемыя параболическая и зиперболическй 
ВЪтВи. 

Паразлелограмиъ Ньютона даетъ простой способъ разсмотрёвя этихъ вфтвей. 

Оказывается, что при раземотрфнш безконечныхь вЪтвей играютъ роль другя ето- 

роны Ньютоновскаго построеня, подобно тому, какъ для раземотрьвя кривой вблизи 

начала координат стороны, обращенныя къ началу координать параллелограмма. 
При раземотрънш безконечныхь вфтвей приходатся разлагать въ ряды или 9, 

разематриваемую какъ функцю =, по степенямъ 22, или, обратно, 22 по степенямъ у, 
причемъ разложешя должны имЪть мфето при большихъ значешяхъ независимаго 

перемвннаго, а потому должны быть расположены по убывающимъ степенямъ этого 
послдняго, 

424. Дая гиперболическихь вЪтвей должно получаться разложене вида: 

У СЕН 2 я ЗСТ 
ат 28 ` 

в 0<1<8<. 
Если въ раздожене будетъ входить чденъ съ положительною степенью 2, от- 

личною отъ единицы, то вФтвь будетъ параболическая. 

Асииптотою вФтви, опредфляемой вышенаписаннымъ рядомъ, будетъ прямая 

малая часть дуги параболы у? 

у = Аз + В. 

Если А случится равнымъ нулю, то асимптота будеть параллельна оси 22-овЪ, 

& потому ей будетъ соотвфтствовать разложеше вида: 

р С 
а 
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Если же также и В будеть равняться нулю, такъ что разложене начнется съ 

отрицательной степени 27 

то авимитота будеть совпадать съ осью 2-овЪ, такъ что при 2 большихъ у нолу- 
часть малыя значеня. 

Что касается ассимитотъ, параллельных оси у-овъ, или совнадающихь съ осью 
У-овъ, то для нихъ мы получаем разложен!е 

= В, == 
У, 95 

а ка 

425. Разматривая разаичныя возможных положения сторонъ контура въ Нью- 

тоновекомъ построенш, мы можемъ разбить стороны на слфдующия восемь типовъ. 
На черт. 3 (ем. табл. въ конц® книги) всЪ восемь тяповъ сторонъ указаны. 

Стороны типа 2, 6, 7, 3 параллельны сторонамъ паралаелограмма, кромф того 

еще могутъ быть стороны четырехъ типовъ 1, 4, 8, 5 наклонныя къ сторонамъ 
параллелограмма. 

Стороны типа 1 дають вфтви, проходящия черезъ начало координатъ, какъ мы 

это уже видфли на примфрь $ 415. 
Сторона типа 2 даеть точки встрьчи кривой съ осью у-овъ. 
Сторона типа 3 даеть точки встрфчи кривой съ осью 2-овЪ. , 

Стороны типа 4 даютъ разложеня по возрастающимь степевямъ 2, начинаю- 

щыея съ отрицательной степени. Пёрвый чаенъ подобныхъ разложенй имфетъ 

видъ: 1 

А рагу тва > 0. 

Получаетея гиперболическая вЪтвь, имъющая асимитотою ось у-овъ, ибо малымъ 

значешямь 3 соотвЪтетвують большия значения у. 

Стороны типа 5 даютъ разложешя по убывающимъ степенямъ хх, начинающияся 
съ члена съ отрицательною степенью х. Получается гиперболическая вфтвь, имю- 

щая асимптотою ось 22-овЪ. 
Сторона типа 6 даетъ гиперболическйя вЪтви, ичбющуя асимптоты параллель- 

ныя оси 22-овъ, причемъ абециссы, соотвтетвующия асимитотамъ, получаются изъ 
уравнен!я, которое получится, удерживая изъ уравнешя чдены, соотвфтствующе 

этой сторонЪ. Первая часть полученнаго такимъ образомъ уравненя есть цфлая 

фуньшя оть 2, которая служить коэффишентомъ въ уравнени при высшей сте- 

пени у. 
Сторона типа 7 даетъ гиперболическя вЪтви, имфющя ассимптоты, параллель- 

ныя оси у-овъ. 
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Стороны типа 8 даютъ безконечныя втви кривой линш, удаляющяся какъ- 

оть оси 2-овЪ, такъ и отъ оси у-овъ, причемъ, вЪтви будутъ параболическйя, если 

уголь, составляемый стороною этого типа со сторонами параллелограмма, отличенъ 
отъ 45°, и лишь въ случаЪ, когда этоть уголъ — 45°, сторона можеть опредёлять 
типерболическую вЪтвь, имфющую асимптоту, непаралдельную ни одной изъ осей 

координатъ. 

426. При разсмотрёви безконечныхь вфтвей, также какъ и въ случа раз- 
смотрьня вЪтви кривой вблизи начала координатъ, дфло сводится главнымъ обра- 
зомъ къ опрехфлентю перваго члена. Этотъ первый член мы найдемъ, если сохра- 

нимъ изъ уравненя только члены, соотвфтетвующе разематриваемой сторон кон- 

тура. Показатель въ этомъ первомъ член получается непосредственно, для опре- 
двлешя же коэффищента получается нЪкоторое алгебраическое уравнене, Въ слу- 

ча$ мнимости корней послдняго уравненйя, соотвЪтетвенной вфтви кривой н®тъ. 

427. Пояснимъ изложенную теорю на примфрь $ 415. 

ЕромЪ раземотрённыхъ двухъ сторонъ типа 1, въ контур мы замфчаемъ еще 
четыре стороны типовъ 4, 8, 7, 5. Обратимъ сначала внимание на сторону типа 4. 

Удерживая въ уравнеши соотвфтствующие этой сторонф члены, получаемъ 
‘уравнене 

2°у' — 4 = 0, 

откуда получимъ 
1 =. 

Получаются двЪ вЪтви, приближающуяея асимитотически къ оси у-овъ со стороны 

положительныхь х-овъ (см. черт. 4 въ концВ книги). 

428. Сторона типа 8 даеть уравнене 

2°ут — 3289 = 0, 

откуда. 
у = 3х. 

Получается асимитота, образующая съ осью 2-овЪ уголъ, тангенсъ котораго равенъ 3. 
(см. черт. въ конц книги). 

429. Сторона типа 7 даетъ уравнеше: 

у 2‘ — 328 у =0, 

откуда получаемъ: 

Получаются двЪ гиперболичесвя вЪтви, асимптоты которыхъ параллельны оси -овЪ 



и опредбаяются уравнешями: 
1 1 

УЕ в у= — Бу 

УЗ УЗ 

430. Наконець, остается послФдняя сторона тина 5, не дающая дЪйствитель- 

ныхъ безконечныхь вЪтвей, ибо ей соотвётствуеть уравнеше: 

бу на =0, 

или, что одно и то же: 
ту +1=0. 

431. Для ближайшаго указаня расположеня безконечныхъ вфтвей относительно 
асимитоть, а также и указашя положешя самой асимитоты, въ случав если она 

но параллельна координатнымъ осямъ, необходимо вычислить второй членъ разло- 
женя, что можеть быть совершено для вЪтвей безконечно далекихъ точно также, 

какъ это было указано для точекъ, близкихъ вЪ началу координатъ (см. $ 421). 
433. Пояенивъ Ньютоновскую теорю примёромъ, мы укажемъ на случаи исклю- 

чительные. Въ $ 421 мы упоминали о случа, когда первый членъ разложеня не 

опредьляеть сще всего разложеня и когда первому члену могуть соотв®тетвовать 
нъеколько разложенш съ различными вторыми членами. Подобное обстоятельство 

ветрьчается, напр., у кривыхъ лин, имфющихь въ началь координать точку воз- 

врата второго рода. ы 

Пусть напримЪръ, дано уравнене: 

УИ — 2) — +8 = 0. 

Это уравнеше можно переписать такъ: 

ии = ви, 
откуда 

з 
убт=Ни”. 

Отоюда, Черт. 154. 

2 э 5 
у = а На. 

ПЕ 

Посл®днее разложен!е показываеть (см. черт. 154), что, поаагая ОР = =, мы 

получаемъ точку 1/ на параболЪ: у — 27°, отъ которой об вЪтви заданной кривой 

2 
Ри =у=—^, РУ=у з 

1—2 1+5 

2? 

} 
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вблизи начала координать отличаются мало. Кром® того, для отрицательных 2 не 
существуеть точекъ, принадлежащихь заданной кривой. Получается при началь 

координат точка возврата второго рода. 
433. Предложимъ себЪ задачу найти аини третьяго порядка, имфющя оси 

симметри, Для этого возьмемъ общее уравнеше третьей степени: 

Ру’ Ру’ Ру-+ Р, = 0, 

мь Р,Р,,Р,, Р» суть функщи 2, коихъ степени соотвЪтственно равны каждому 
изъ значковъ 0, 1, 2, 3. Если ливня третьяго порядка иметь ось симметрии, то 

эту ось можно принять за ось абецисеъ и уравнеше должно быть такой формы, 

чтобы каждому значеню абециесы 2 соотвЪтетвовали два значения у, отличаюцщияся. 

только знакомъ, Для этой цфли необходимо, чтобы удовлетворялись два уравнешя 

при однихъ и тьхъ же значеняхь 2х и у: 

Ру Ру? + Ру Р; =0 

Ру? Ру Ру = 0 

Свладывая и вычитая, мы получаемъ два уравненя: 

Р,у? + Р, = 0, 

Ру? -- Ру = 0. 

Во второмъ случа$ уравнен!е распадается на два: 

у=0, РУ-Р, =0 

и представляетъ, слЪдовательно, совокупность оси 22-овЪ и н%котораго коническаго 

сбченя, 

Остается, сяЪдовательно, обратить вниман!е на первый случай, даюпий лин 

третьяго порядка, имфющую ось 2-овъ осью симметрии, Это уравнен!е можеть быть 

переписано въ такомъ видЪ: 

ыыы, Ч 

=] ох В 

434. Раземотримъ главнЪйше частные случаи подобныхь ливйЙ третьяго по- 
радка, которые получатся, задавая различныя частныя значеня коэффищентамь 
в, В, с, а, в, В. 

435. Полукубическая парабола: 

=е=а=а-=0, - = 4: 

Получаемъ уравнен!е 
з 

у= 4”. 
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Эта кривая иметь въ началь координать точку возврата перваго рода, причемъ 

касательная въ этой точк% совпадаеть съ осью х-овъ, и соетоить изъ двухЪ пара- 
болическихъ втвей, симметрично расположенныхъ относительно оси 5-овъ. Для 

отрицательныхь 2 нёть вещественныхъ значений у/. 
436. Декартовь листъ: 

ЕВ ©; а= = 1, < =$. 

Получается уравнене 

Ев. 
о 32 

Это уравнеше поворотомъ прямоугольныхь осей на 45° можеть быть приведено 

а 42° у? — ЗАжу =0, У С 

ВА = у Эту кривую мы уже разсматривали въ $ 387. 

437. Циссоида Дтоклеса: 

о 0, — а = 6 > 0, В №. 

Получается уравнене 

УИ 

Цисеоида была придумана греческимъ геометромъ Дюклесомъ 

для рышенйя задачи поетроен1я двухъ среднихъ пропоршональ- 

ныхъ между двумя заданными отрёзками. Она можеть быть по- 
строена на основани слдующаго ея свойства. Возьмемъ кругь 
даметра К (см, черт. 155). Помфетимъ въ точку 4 его окруж- 
ности начало координатъ, ось 2-овъ расположимъ по даметру 
АВ, а 06ь У-овъ направимъ по касательной АУ. КромЪ того 
проведемъ касательную въ.точк В, даметрально противоположной точёЪ А. Если 

вокругъ Л заставимъ вращаться офкущую А, на которой, начиная отъ точки А 
отложимъ длину АМ, равную части 7). между кругомъ и неподвижной касатель- 

ной, то теометрическимь мЪстомъ этихъ точекъ № будетъ циссоида. Эта кривая 

имбетъ въ началв координата точку возврата и существенно отличается отъ полу- 
кубической параболы тёмъ, что вфтви ея имфютъ асимитотою неподвяжную каса- 

тельную 2 — . Прямая А И, соединяющая точку А съ точкой перес®ченя циссоиды 
съ кругомъ, составляеть съ осью 2-овъ уголъ въ 45°. 

438. Отрофоида: 

ВВ а=1, а=—1, 6 =4=0. 
'Уравнен!е ея иметь видъ: 

и 6 —=. 
= о 

Д. А. Гразе. 23 

Черт, 155. 
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Строфоида можетъ быть построена на основан и слфдующаго ея свойства, Возь- 
мемъ прямой уголь ХОУ и точку А (ем, черт. 156) на одной изъ его сторонъ 

въ разотояши 6 оть вершины. Черезъ неподвижную точку А проведемъ какую ни-. 

будь прямую АЛ, которая вотрчаеть сторону УО 

ВЪ т0Чк% Г), и на этой прямой въ 06% стороны отъ 

точки 7) отложимъ даины 7) и ГМ, равныя ОЛ). 
Теометрическимь м®стомъ точекъ ЛГ и М будеть 

разсматриваемая строфоинда. Эта кривая иметь въ 

начать координать двойную точку и асимитотою 
прамую 6+ 2=0. 

439. Раземотримъ теперь нкоторыя изъ наибо- 

ле интересныхъ кривыхъ порядка выше третьяго. 

Лемниската Бернулли. Возьмемъ задачу: 

найти геометрическое мЪсто основанйй перпендику- 

ларовъ, опущенныхъ изъ центра гиперболы на’раз- 

личныя ея касательныя, — Пусть уравнен!е гипер- 
н ок болы будеть 

я = 

Черт. 156. @® в 

Введемъ вспомогательный уголь ф, при помощи котораго можно будеть написать 
уравнен!я гиперболы въ такомъ вид: 

2 = @. 566$, 

у = 6. 19$. 

Уравненйя касательной и перпендикуляра, опущеннаго на касательную изъ начала, 

координать, могутъ быть написаны въ такомъ вид: 

во ито. И = 1, 

торт + мо. = 0. 

Исключая изъ этихъ уравненй уголъ $, получимь уравнене искомой кривой въ 
сабдующемь видЪ: 

=. 

Когда задана гипербола равносторонняя: $? — а, получается кривая лин, 
которую Яковъ Бернулли назвал лемнискатой (см. черт. 157). Лемниската есть, 

очевидно, кривая 4-го порядка и опредфляется уравнентемъ: 

(а? уз = а? (2 — 4?) 
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Въ началь координатъ лемниската имфеть двойную точку, въ которой двЪ вЪтви 

пересфкаются подъ прямымъ угломъ и имфють касательныя, опредфляемыя ураз- 

вешемъ ры 

440. Кривыя Кассини. Полъ этамъ назвашемъ извфетно геометрическое место 
точекъ такихъ, что произведеше разстояй ихъ оть двухъ заданныхъ неподвиж- 
ныхь точекъ Ри ХЕ, равно данному числу. 

Примемтъ за начало координатъ средину 0 прямой №’, а саму прямую з8 ось 

ж-овъ. Оси предположимъ прямоугольными. Назовемъ черезъ 2с разстояше ЁЁ,, 

а черезъ а заданное произведене. Уравнен!е геометрическаго м%ста, будетъ имЪть 

ыы Ире фм. (1) 

Это уравнене заключаеть въ себЪ только четныя степени каждой изъ перемн- 
ныхъ. Каждая изъ осей координат есть, слВдовательно, ось симметрии, а начало— 

центръ кривой. Разсматривая у? какъ неизвфстное, уравнене (1) второй степени. 

Черт. 157. Черт. 158. 

Двучленъ В — 4А0 въ данномъ случа$ равенъ 4 (4657 - а*), т. е. величин 

завфдомо положительной и, слфдовательно, корни уравнешя для у? всегда веще- 
ственные. Если посади! членъ (2? — с?) — а* положительный, то значения для у 

имфють одинъ и тотъ же знакъ и такъ какъ ихъ сумма — 2 (27-1 с?) всегда отри- 

цательна, то оба значеня у? отрицательныя и четыре значенйя для у мнимыя. Для 
того же, чтобы уравнеше (1) допускало вещественные корни, необходимо, чтобы 
было ъ био 0, 

что равносильно 

(2 — в — а?) (2 — с? + а) < 0 

и, слфдовательно 

тени ре — а, 

Тогда одно изъ значенй у? положительно, а другое отрицательно. Приходится раз- 

сматривать н®еколько случаевъ. Если а < с, то кривая соетоитъ изъ двухъ отдфль- 
выхъ оваловъ, лежащихь вокругь точевъ Ри Ё,. Если а ==с, то кривая обра- 

щается въ лемнискату Бернулли; если же @>с, то кривая состоить изъ одной 
замкнутой вЪтви, которая приа < 2 имфетъ видъ, указанный на чёрт. 158, 

23* 



— $356 — 

ибо наибольшая значешя у соотвЪтетвуютъ точкамъ вотрёчи кривой съ кругомъ: 

у =, 
такъ какъ 

бит. 

^ Посмнйй же кругъ ветрёчаеть кривую вЪ 4 точкахъ только при услови а < СУ: 

Если же а равно или больше сУ’3, то указанный кругь касается иди же весь ле- 
жить внутри кривой, такъ что наибольшее значеше у? соотвЪтствуеть 2 = 0 и 

кривая называется оваломь Кассини и имфетъ видъ, подобный эллипсу. 
441. Сомубе аи @аШе. Подъ этимъ оригинальнымь назван!емъ извЪетна кри- 

вая, опредфляемая уравнешемъ 

у* — 9ба?у? + 1004272 — 2* =0. 

Ршая это уравнен!е относительно у?, получаемъ: 

ур = 4802 = У — в] 2 — а 

При 2’ < 364? кривая образуеть замкнутую 
втвь, имБющую видъ лемнискаты, переврещиваю- 
щуюса въ начал координать (ем. черт. 159), при 

чемъ касательныя въ этой точк® получаются изъ 
‘уравненя: 

— 96 а?у’ -+ 100 477 = 0. 

При 27_> 36а? и 2* < 64а? дьйствительныхь у не существуетъ. При р 

644° = 27 =5 100*, 

Черт. 159. 

существують четыре вещественныхъ значеня для у, такъ же какъ и при 22? < 3647. 
При 2 > 1004? сущеетвують только два вещественныхь значеня у. Кривая 

кромв указанной замкнутой в®тви иметь еще дв$ гиперболическия втви, имющя 
своими асимитотами прамыя, опредфляемыя уравнешемъ: 

у — 2 = 0. 

442. Конхонды, Такъ называются кривыя линш, получаемыя слдующимь 
образомъ при помощи другихъ кривыхъ, совершенно произвольныхъ. 

Возьмемъ какую нибудь кривую 8, отнесенную къ полярной системы коорди- 
натъ, причемъ за полюсъ взята точка Р плоскости, а за полярную ось н®которая 

прямая РЕ (см. черт. 160) и будемъ откладывать на вебхъ радбусахь векто- 

рахъ точекь ©, ©', О" заданной кривой 5, въ ту и другую сторону оть точекъ ©, 
отрёзки ОМ и ОМ,, равные по длин заданному отрёзку а. Тогда геометри- 
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ческое мфето точекъ 2, М', М"...., М.‚, М’, М", .... веть не что иное, какъкри- 
вая лин, называемая конхондою, построенная на заданной кривой 5. Полярное 
уравневе конхонды получается весьма просто. Пусть уравнен!е заданной кривой 

въ полярныхъ координатахъ иметь вадъ: 

в=/ (6). 

Очевидно, что уравнен!е конховды будетъ имЪть видъ 

р=/ (0) = а, 

что можно написать въ такомъ видЪ 

[6 — Л (0 = <. Черт. 160. 

Подставляя выраженя полярныхъ координать въ декартовыхъ, получаемъ общее 
уравнеше конхонды въ декартовыхъ координатахъ въ са5дующемъ вид: 

[Изни —/ (= {19 | Е 

Обозначая $ (и) = — Л (а*сё9 4), получимъ общее уравнене конхоидъ въ та- 
комъ видь: [Изя в. (#)] = а”. 

Раземотримъ дв наиболЪе извъетныя конхонды, получаюцщияея при 

—ь 
ф@ = БУГ ип нь 

443. Конхоида Никомеда. 

$ (и) = — БУ! нм. 

Эта конхоида получается, если возьмемъ за полюсъ начало координатъ, а за основ- 
ную кривую 9 прамую 2 = 6. Уравнеше такой конхоиды имфеть видъ: ` 

сам” Бо. 

[Изя Ит+ 8] = а, 

(2 у?) (& — 6 = а. 

Ршая это уравнене относительно у, получимъ: 

= =: Ув @-+6— =)” 
#—5 

или 

Прямая х = есть, очевидно, асимитота конхоиды, двф вътви которой при- 
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ближаются къ асимитоть еъ развыхъ сторонъ. Надо различать три случая: 4 < 5, 

а =Ва>>6. Если а < В, то, обозначая 5 —а=е, В -на==а, получимь: 

5 У @-э. 

Кривая заключается между двумя параллельными прямыми: 2 =, 2 = 4 
(см. черт. 161). Если а =, то конхонда имЪетъ видъ, указанный на чертеж» 162, 

У 

уг У У 

а 
Ы я ® ет я = ы 

Черт. 161. Черт. 162. Черт. 168. 

ибо тогда е = 0. Наконець, въ третьемъ случаЪ, если а >> В, то с отрицательно 

и кривая имфетъ видъ, указанный на черт. 163. 

444. Паскалева улитка. Полюсъ взять въ начал координатъ; за основную 
кривую примемъ кругъ: 

т — ту =0. 

Въ этомъ случа 
ъ ` 

$ (м) = УЕ 

и кривая опредфляется уравнешемъ: 

щье м ). Е ь аа" 
(- Пе Куяя/ 

откуда я 

(2 -- у — 62) = а? (2 + у’). 

445. Конхоида была введена Никомедомъ въ разсмотрьне для рьшешя задачи 
© двлеви угла на три части. Относительно этой задачи было извфетно уже въ 

древности правило для дЪлевя угла въ 90° на три равныя части. Ясно, слБдова- 
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тельно, что, разъ мы умфемъ дЪлить уголъ въ 90°, мы можемъ дЪлить и уголь въ 45°, 

ибо третья часть угла въ 45° есть половина третьей части угла въ 90°. Является 
вопросъ, какъ раздьлить произвольно взятый уголь на три равныя части. \Уалие] 
въ своемъ сочинени: Веепегсвез зиг 1е5 шоуепз 4е гесоппайге $1 ип ргоМате 4е 

Бботвте реш зе тезоцйге ауее |а тёз]е е\ 1е сотраз въ Топгпа! 4е Мата (иез 

‘ригез её аррИдивез за 1837 годъ (1 збче П фоше)—показываеть, что задача три- 
секщи угла не возможна, за исключешемъ вышеуказанныхь двухъ и нЪкоторыхъ 
другихъ частныхь случаев, если мы требуемъ, чтобы построеше было сдЪлано 
только при помощи циркуля и линейки. Такъ напримфръ, въ частности, невоз- 
можна трисекщя угла въ 60°. 

ели мы въ число приборовъ построешя кромф циркуля и динейки включимъ 
еще механичесвй приборъ построешя конхоиды Никомеда, то задача трисекци 
угла сдЪлается возможною и будеть рЪшаться са$дующимъ образомъ. 

Данъ уголь АОВ (см. черт. 164). Радтусомъ равнымъ 7, описываемъ изъ вер- 

шины угла кругъ, который встрёчаеть стороны угла въ точкахъ А и В. При по- 

Черт. 164. 

мощи точки 0, какъ полюса, вычерчиваемъ конхоиду Никомеда, для которой вепо- 
могательная кривая 5 есть прямая ОД, а соотвфтственный отрёзокъ а, отклады- 
ваемый для образованя конхоиды на радгусахъ векторахъ, равенъ х, Эта конхоида 

перес®четь проведенный кругъ въ точ (', такъ что прямая ВС образуетъ между 
кругомъ и прямою ОЛ отрзокъ СТ), равный х. Уголь ВТ)А есть искомая треть 
заданнаго угла ВОЛ. Въ самомъ дЪаЪ, обозначая ‘уголь ВГ.А черезъ а, мы 
получимъ: 

26=060=*; 4600=«; / 00В= д 600- д 600=2а; 

60=0В=», Д ОВС= Д 0бВ=?; ДАОВ= Д ОВО ДОШВ= 

=2а-н а = а, 
что и требовалось доказать. 

446, Въ 444 мы вывели уравнеше Паскалевой улитки. При а =6 изъ этого 
‘уравненя получается уравнеше Кардоиды, съ которой мы еще встртимся дале 

при раземотрн!и рулетъ. 
447. Четырехленестныйй вънчикь. Даны дв взаимно перпендикулярныя 

прямыя ОХ и ОУ, по которымъ двигаются ковцы прямой О©, постоянной по 
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величин; изъ точки О) опускаемъ перпендикулярь О на эту прямую; найти 

геометрическое мфето точки 2. 
Въ прямолинейныхь координатахь эта кривая вы- 

и ражается уравнешемъ шеетой стенени 

а (уу =о 

и имфеть видъ указанный на черт, 165. 
448. Раземотримъ кривую, опредфаяемую урав- 

ненемъ 

Зу= == Уб— а- Ува 36 а. 

Предложенная кривая, очевидно, восьмого поряд- 
ка, ибо каждому значению 2 соотвётетвують восемь 

значенй для у, получаемыя при разныхъ комбина- 
щяхь знавовъ при корняхъ, Очевидно, что если 

абециеса х отрицательна, то ордината мнимая, подобнымь же образомъ ордината, 

мнимая при 2 большемъ 6. Отсюда мы заключаемъ, что вся кривая лежить въ гра- 
ницахъ 2 = дих = 6, 

Дадимъ 2: послЪдовательно значения 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; получимъ: 

#=0 5=1 2=2 2=$3 #=& #=68 2=6 

0,000 2,235 2,828 3,000 2,828 2,235 0,000 

0,000 2,645 4,000 5,196 6,324 7,416 8,484 

У36 — 2? 6,000 5,916 5,656 5,196 4470 3,316 0,000 

у при (+-=-=) 3,000 5,398 6,242 6,696 65811 6,483 4,242 
у › (-+-+) 3,000 3,163 3,414 3,696 3,983 4,248 4242 
у + (+—-+) 3,000 2,153 2,242 1,500 0,487 —0,933 —4,242 
у › (+= —) 3,000 —0,518 0,586 1500 2,341 3,167 4,242 

Черт. 165. 

Результаты четырехъ другихъ перестановокъ будуть отличаться только зна- 
ками. Кривая имфетъ видъ, представленный на чертеж 166. 

449. Параболы высшиль порядков». Такъ называются кривыя, опредфляемыя 
уравненемъ, 

У = 62" ва... бе -- би. 

Каждому 2 соотвтствуеть одинъ опредфленный вещественный у, причемъ для боль- 
шихъ по численной величин® значеняхь 2 знакъ у будетъ совпадать со знакомъ 

перваго члена д”, а потому, если и четное, то, при большихъ по численной ве- 
личин® 2, знакъ у совпадаеть со знакомъ @., такъ что, если уравнеше 

0 — 4.2" + а... ба 

не иметь вещественныхь корней, то вся кривая дежить по одну сторону оси, 
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судя по знаку а. Если же ® число не четное, то при большихъ по численной ве- 
личин® положительныхь и отрицательныхь 2, знакъ у будетъ различный и кривая 
пересфчеть ось 2-овъ по крайней мрь въ одной точкЪ, что 

совпадаеть съ извфетной теоремой алгебры, что всякое урав- 
нене нечетной степени имбеть по крайней мёрё одинъ 

вещественный корень. 

Параболу я-го порядка можно заставить проходить че- 
резъ п-- 1 точекъ, указанныхь ная -+ 1 различныхь 
ординатахъ. Пусть заданныя + 1 точекъ будуть имЪть 

координаты: 2, У; 21, 9,; 2.,У;; и, Уз. По сказан- 
ному условию между числами 2., 2,, ...2» иЪтЪ равныхъ. 

Для того, чтобы провести параболу черезъ указанныя 1 
точекъ, необходимо опредфлить  -+- 1 коэффищентовъ при Черт. 166. 

помощи ряда’линейныхь уравнен!й: 

Ус — @, 2.” + @, 2" аж"... 120 + 

У = МН "Нах"... 5 бля, —- бл 

3. —` 402”, Нах," а, 29... На, + а, 

При поставленномъ услов!и послёдная система для коэффищентовъ @., @,, ... а, 

дает вполнф опредленную систему рёшений (ем. прибавлене). 

На этомъ свойств параболь высшаго порядка основаны премы ивтерполи- 

ровавя. 

Задачи. 
Построить кривыя, опредфляемыя сл5дующими уравненями: 

1) 5 = $у -+ су' -- у". (Параболы 4-го порядка). 

2) уе 22 у? -- 2 -- басу? — 242? а? 2? = 0. 

Отв. Кривая имфетъ видъ буквы в. Начало координатъ и точка (2 = а, у==0) 

двойныя, ` 

3) у’ — 242у — 32 — 42 =0. 

Отв. Начало координать точка возврата перваго рода. Кривая состонть изъ 
двухъ отдвльныхъ параболическихь втвей. 

4)“ — Руа =0. 

Отв. Кривая состоитъ изъ четырехъ гиперболическихь вётвей. 

5) 9" — 22 у? - 2* + 2429? — 545° =0. 

Отв. Начало координатъ тройная точка. Кривая имфетъ два листка конечныхъ, 
размёровъ и состоить изъ двухъ отдвльныхь параболичеекихь вфтвей. 

6) у’ — аху? + 2 =0. 
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тв. Кривая ныфетъ въ начал координать тройную точку, состоящую въ сов- 
мбщен!и обыкновенной точки съ точкою возврата перваго рода, 

Ту — 4. Узу--8 у — 2-4. У у-6 зу — 12. УЗау-+ 

+2 2‘ — 10 23-4 14 2—2 х=0. 

Отв, Точка (# =1, у=У 2) тройная, въ которой сходятся три листка кри- 
вой конечныхъ размровъ. 

8) у’ — 19—42 —8./ 3 428 =0. 

Отв. Кривая замкнутая; имбетъ дв двойныя точки на оси х-овъ, 

9) 2* - 239 — 229? — За?у + зу? + у? =0. 

Отв. Начало координатъ точка возврата второго рода. 
10) 22° 62“ — ау? =0. 
Отв. Въ началЪ координатъ двойная точка, вЪтви въ которой имфютъ общею 

касательною ось 22-овъ, Разобрать различные случаи заданйя чисель @ и 5. 

11) уз -+ а2* — ху? = 0. 

Отв. Кривая иметь въ начал координатъ тройную точку. 

12) Найти геометрическое мЪето вершины перемфяной параболлы, которая им%- 

етъ неподвижный фокуеъ и касается коническаго сфчевя, имфющаго тотъ-же фокусъ. 
Отв. Паскалева улитка. 
13) Найти геометрическое мЪето вершинъ и фокусовъ равносторонней гипер- 

болы, иифющей постоянный центръ и проходящей черезъ заданную точку. 

14) Найти мЪето центровъ равносторонней гиперболы заданныхь размровъ 

проходящей черезе дв заданныя точки. 
15) Парабола вращается вокругь фокуса. Найти теом. мЪсто точекъ касаня 

касательныхъ, проведенныхъ параллельно заданной прямой. 

Зам%чательнзйпия траноцендентныя кривыя. 

450. Оинусоида. Уравнеше этой кривой имфеть видъ: у — зйих. При 2 рав- 
номъ 0, Е т, Е 2, Е 3х,. . . соотвЪтетвующая ордината у = 0 и, слфдова- 

тельно, кривая безчисленное множество разъ ветрьчаеть ось -овъ. у = -Н 1 дая 

значенуй 
4-1 4-3 

= тну—= — 1 мя 2 = — т, 
2 2 

тдЬ № положительное или отрицательное цЪлое число или нужь. (ем. черт. 167). 

Уравнеше у— 052 опредфляетъту же синусовду, только подвинутую на дливу, 

равную > ‚ вдоль оси 2-овЪ, 

451. Кривая: у —= {9х. Эта кривая состоитъ изъ безчиеленнаго множества от- 
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дьльныхь вЪтвей, имбющихь ассимптотами прямыя, опредфаяемыя уравневемъ 

ы Ех в. ы 

тд ® какое угодно положительное или отрицательное цфлое число или нуль. 
(См. черт. 168). 

452. Лозариомика. Эта кривая опредфляется уравнешемъ у = 100 2 и им*- 

еть асимитотою отрицательное направлеше оси у-овъ и встрёчаеть ось 2-0вЪ въ 

точк®, абоциеса которой равна 
единиц. 

453. Ципная линя. Такъ 

называется кривая лишя, опре- 

дВляемая уравненемъ: 
в“ ко 
еа-е 1 —_- ы Черт. 167. 

Назваше свое цВиная линЁя получила оть того, что по ней располагается тяжелая 

тибкая нерастяжимая нить, укрёиленная въ двухъ ея концахъ (ем. черт. 169). 

При 2—0, у=а получаетея вершина цфиной лини; ось у-овъ есть ось симмет- 

р: 
а 

| | 
Черт. 168. Черт. 169, 

рии. Цфиная лин:я обладаеть весьма замъчательными свойствами, доказательство 

которыхъ мы находимъ въ правилахъ дифференщальнаго и интегральнаго исчисле- 
в. Здвсь же укажемъ безъ доказательства на главнёйшя. На ординатв МР, 

кавъ на даметр®, строимъ кругь, касающся въ точк® Р оси 2-овЪ. Изъ точки 
Р проводимъ хорду круга РМ, равную а. Тогда, если соединить точку М съточ- 

кою №, то прямая 2/№ будеть касательная къ цфиной линш въ точк 2/.—Пло- 

щадь треугольника №/№Р равна половин площади О.А МР, закаюченной между 
тремя прямыми и частью цЪиной линш.—Дая различныхъ точек М соотвтетвен- 

ныя точки М лежать на особенной транецендентной кривой, называемой эзрахто- 

рей Гющенса, основное свойство которой состоить въ томъ, что прямая МР 

есть ея касательная въ точкь № и, садовательно, отрёзокъ между точкой касан!я 
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и 06ыю 2-0вЪ равенъ постоянной величин а. Длина дуги цёиной лини отъ вер- 
шины А до точки И равна длин 17, а потому трактор я Гюйгенс можеть быть 
разематриваема, какъ развертка (эвольвента) цфиной лини, 

454. Квадратриеа Динострата. Рамусъ ОМ вращается вокругъ начала 

координать равномфрно, причемъ въ нЪкоторый моментъ времени &, совпадаеть съ 

горизонтальнымъ радусомъ О.А, по истечеши же промежутка времени 7’этотъ ра- 
мусъ, двигаясь по направлению, обратному движению часовой стрЪлки, совнадеть 

съ вертикальнымь радусомъь ОВ, описавъ уголъ, равный 5 въ единицу же вре- 

7: 

перпендикулярная къ ралусу ОА, причемъ при движен!и остается параллельной 

самой себЪ. Перпендикуляръ РМ начинаеть свое движене съ положевя М, с0- 

отвфтетвующаго касательной къ кругу вЪ точк® А, причемъ основаше его Р пе- 

ремъщается равномфрно по радусу АО оть А къ О. Начи- 
нается движене съ момента {,, причемъ основан!е перпенди- 
куляра Р, двигаясь равномфрно, проходить разетояе АО 
во время 7; слфдовательно, обозначая радусъ круга черезъ а, 

мы замфчаемъ, что въ единицу времени перпевдикуларъ пере- 
рег Е 2 мается на разстояе уу. При указанномь движении радбува 

мени радтусъ перемфщается на уголъ Кром того перемфщаетея прямая РМ, 

® 

нЕ ОМ и перпендикуляра МР, точка ихъ ветрёчи описываеть 
Черт. 170. кривую линю, называемую хвадратрисой Динострата 

(см. черт. 170). Найдемъ ея уравнеше. По прошеств!и времени 
 отьмомента #, положене точки М искомаго геометрическаго м%ста опредфлится 

слЪдующими координатами: 

а = 
== 0А— РА @—тьу 9 (МОР) 29 эр ° 

Исключая т. получимъ искомое уравнеше квадратрисы: < 

х(а—з АЕ 
Это уравнеше можно переписать такъ: 

ибо 



—365 — ` 

Квалратриса [аи и. а-овъ въ точкВ Л, а ось у-ВЪ въ точк С, имвю- 

щей ординату ОС, разу 3 — а. 0,6366.. ы 

#55. Рулеты. Даны двЪ кривыя на плоскости 5 и У, касаюцщияся другЪъ друга 

въ точь №, другими словами, имфюцуя общую точку № и общую касательную 
МТ. Предположихъ теперь, что кривая 5 неподвижна, а кривая У, оставаясь ка- 
сательною къ ней, катится безъ скольжен!я вдоль по ней. Тогда всякая точка ЛИ, 

неизмЪнно связанная съ кривою У, опишеть на плоскости нЪкоторую кривую о, 
называемую рулетой (ем. черт. 171). 

Относительно вохъ рулеть Декартомъ доказана слфдующая теорема: 

Если соединить прямою точку 1, вычерчивающую рулету, съ точкою № ка- 

саня кривыхъ 5 и У, то получимъ пормаль №№ къ рулет® о въ точк® 1/. 

Изъ этой теоремы, какъ слЪдетвйе, вытекаеть весьма простой способъ построе- 

ния касательной къ рулет. 

Катане безъ скольжешя кривой У по кривой 5 понимается въ томъ смыслЪ, 
что точка касавя отихъ двухъ кривыхъ измфняеть свое положеше, перемщаясь 

Черт. 171. Черт. 172. 

по обфимъ тавимъ образом, что проходимыя ею дуги на оббихъ кривыхъ оди- 
наковы. 

456. Циклоида. Такъ называется рулета, образуемая движешемъ какой-либо 
точки окружности круга даннаго радгуса а, катящагося безъ скольжешя по данной 

прямой. ы 

Выведемъ уравнене циклоиды. Для этой цёли заданную лин примемъ за ось 

ж-овъ (см. черт. 172) и начало координать возьмемьъ въ точкЪ касашя съ дан- 
ной прямой окружности круга въ точь, описывающей циклоиду. Пусть эта точка 

будеть О. Покативъ кругъ С. по прямой ОХ, замфтимъ слфдующее: точка О пе- 

рейдетъ, описавъ дугу циклоиды, въ нфкоторую точку № и новая точка касаня бу- 

деть О,, а новый центръ— С,. Соединимъ С, съ Ми 0,. Точка М взата нами 
произвольно и сявдовательно это какая угодно точка циклоиды. Координаты точки 
М суть: ОР =, РМ = у. Намъ надо найти уравнен!е между сиу или, что въ 

данномъ случа удобнфе, выражение 2 и у въ функшяхъ отъ одной независимой 

перемнной, что представляеть боле обний способъ опредфленя кривой. За независи- 
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мую перемфнную примемъ уголъ поворота круга 0,0, =. Такъ какъ катане 

совершается безъ скольжен я то, ОО, = — М О,. Нодуга 10, = / МС,0, а= а 
слдовательно: 00, — аё. (Замфтимъ при этомъ, что уголь должен быть выражень 
въ частяхъ, падуса). 

ОР=00,— 0,Р=00,—МИ=щр—а 56, = — а эта (1—8) 

0,0, = 0, №-- С, У= МР- С, М =у-на 005; у=а—ас0й—а(1—6084), 

Итакъ, два уравненйя Циклоиды, дающия няни координатъ какой ‘угодно 

ея точки въ функщяхь # суть: 

х=@а( т |) 

у=а (1 — с0з5). 

Если мы желаемъ получить одно уравнеше между хи у, то надо исключить # 
изъ уравненй (1). Для этого изъ второго изъ уравнений (1) находимъ: 

сы 1—9 а) 47сс05 ® 74; 
а в а 

ал. ори ое | са: 
дин © ( ы *) == ууу". 

Подставляя выраженя # и 37%ё въ первое изъ уравненй (1), получимъ: 

#=а. ат (9) = Изау— у. 

Такъ какъ уголь # можеть принимать всевозможных значения, какъ положитель- 
ныя, измфняяеь въ одну сторону до со, такъ и отрицательныя, измфняясь въ 

другую сторону до—©0, то циклоида будетъ имёть 

безчисленное множество вЪтвей. Каждая изъ вётвей 
циклоиды оть точки О на оси 42-овЪ до слдующей 

)} точки А на той же оси можеть быть раздёлена на дв 

/  симметричвыя половины ОЙ и ДА. Очевидно, что 
ОА = 2т а, тоесть окружности образующаго круга и, 
слЪдовательно, абециеса наивысшей точки  будеть та. 

457. Эпициклоида и зитоциклоида (см. черт. 
Черт. 173. 173). Если основане, по которому катится кругъ, не 

есть прямая, какъ это предполагалось въ случа цикло- 
иды, а также кругъ,то каждая точка перваго круга описывает кривую, называемую 
эпициклоидою пли гипоциклондою, смотря по тому, по внфшней или по внутренней 
сторон неподвижнаго круга катится подвижный кругъ. Вейсенборнъ въ своемъ сочи- 
ненш: [11е сукКИзевеп Сигуеп различает при внутреннемъ касан{и два случая смотря 



— 367 — 

во тому, который изъдвухъ круговъ боле — неподвижный или катящся; кривую, 
зелучающуюся въ первомъ случа, онъ называеть гинерцикломдою, а во второмъ— 

перициклоидою. Вообразниъ теперь, что при образован энициклонды оба ‘круга 
паходятся въ такомъ положенш, что производящая точка кривой находится на 
окружности неподвижнаго круга и примемъ даметръ посадняго, проходящий че- 

резъ разсматриваемую точку, за ось 2-овЪ, а центрь его за начало координатъ, 
Назовемъ, радусъ неподвижнаго круга у, & катящагося р; предполагая, что катя- 

ся кругъ находится въ положенш, отличномъ оть начальнаго, обозначимъ бук- 
вой ф уголъ между прямою, соединяющею центры обоихъ круговъ, и осью 22-овъ. 
Въ такомъ случаф эпициклонда опредфлится уравненами: 

= (ИНЬ). с05ф РЯ, 

У = ("+ р). зтф — р. РУ, 

Ветавляя въ это уравнеше —р выфето р, получимъ для гипоциклоиды: 

ЕЯ 
в В. р, 

2—6, = (и — р). зв ф — р.зт $. 

458. Эпициклоида и гипоциклоида принадаежать къ числу трансцендентных, 

кривыхъ, если отношение радтусовъ неподвижнаго и катящагося круговъ есть число 

несоизмфримое. Въ томъ же случа, когда это число ращональная дробь, эпициклоида 

весть кривая замкнутая и алгебраическая. 

Въ самомъ дЪлЪ, обозначая черезъ = отношеше радрусовъ, ва ‚› № тив 

числа цфлыя, не имбющщя общихъ дфлителей, получимъ, обозначая =. черезъ а, 

уравнене эпициклоиды въ такомъ видЪ: 

Ш=(-НР. с08па — р. е0з (т -- п) а. 

У = ("+ Р). зтта — р. эт (т - п) а. 

Обозначая 5% а черезъ $, выразимъ 2 и у въ такомъ видЪ: 

#=х, + Х,. 1—2, 

у=х, + Х.. 1 В, 

тдё Х,, Х,, Х,, Х, суть цбаыя функщи (подиномы) отъ $. Посл%днее уравнене 

можно переписать въ такомъ вадЪ: 

@—х)=хАа— в), 
(у— Х,} =хХа-— 8). 
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Черезъ исключеше (ем. прибавлен!е) изъ послфднихь двухъ уравненй буквы & 
получается искомое уравнен!е эпициклоиды. Такъ напримфръ, еели радусы обоихъ, 

круговъ равны между собою, то получается, какъ частный случай эпициклоиды, 

такъ называемая кардгомда, уравнене которой: 

& = 2. 608 ф — г, 008 2$, 

у = 3. зтф — г. 33, 

или, но исключении угла $: 

(у? - у?) — 6? (д? -- у?) 83 — 34 = 0, 

459. Еромф указанныхъ циклоидъ вводятея въ раземотрьве такъ называемыя 
сжатыя и растянутыя ЦИЕлОиды, ЭПАЦИЕЛОДЫ и ГИПОЦИкАОиДы. 

Растянутыя циклоиды описываются внутренними точками катящагося круга, 
а сжатыя— внфшними. 

460. Развертка круш. Предположимъ, что вдоль по окружноети круга на- 
мотана нитка, свободный конецъ которой приходится въ точк® А (см. черт. 174), 

Будемъ, двигая карандашь, привязанный къ 
свободному концу, и натягивая имъ постоянно 
нитку, сматывать нитку съ круга. Тогда 
остр!е карандаша опишеть на плоскости кри- 
вую линю, называемую разверткой кру- 
за (см. черт. 174). Возьмемъ какую нибудь 
точку 21, принадлежащую развертк%, не ука- 

зывая, какую именно; тогда эта точка ЛИ, 
очевидно, будеть лежать на нЪкоторой каса- 

тельной МВ, причемъ разетояше точки Г 

до точки касашя В будеть равно длин® дуги круга между точками Аи В, такъ что 

мы видимъ, что развертка круга можеть быть разематриваема какъ рулета, опивы- 
ваемая точкой Л/ касательной М.В при катанёи этой ‘касательной вдоль по кругу. 

Обозначимъ радуеъ заданннаго круга черёзъ «, уголъ 4 ОВ черезъ $; тогда 

получимъ для координать точки 2/ выраженя: 

Черт. 174. 

=. 8 ф + *. $. эт ф, 

у =. зтф —#. 9. 003 $. 

Развертка круга есть транецендентная кривая и является частнымъ случаем 
кривыхъ, называемыхь развертками или эвольвентами, свойства которыхъ изла- 
таются въ курсахъ дифференщальнаго псчисленя. Замбтимъ только, что разематри- 

ваемая кривая имфетъ видъ спирали, образующей безчисленное множество завит- 

ковъ вокругъ центра неподвижнаго круга. 
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Кривыя въ полярныхъ координатахъ. 

461. Разематривая уравнеше коническаго сЪченя въ полярныхъ координатахъ, 
мы видали, что уравнене этой кривой имфетъ видъ: 

Р = Ге е05б 

Вообще говоря, если задано какое нибудь уравнене: 

Л, 8) = 0, |) 

тдЬриб полярныя координаты нЪкоторой точки на плоскости, то это уравнене 

опредфаяеть нфкоторую кривую линию. Для построенйя кривой по уравненю (*), 

р®Ышимъ его относительно радтуса вектора р; получимъ: 

в = Е(6). 

Для построешя кривой по точкамъ останется выбирать различныя значеня 9 и 
подставлять ихъ въ функцию 7”. Тогда для каждаго значеня 0, получимъ одно или 

нЪеколько значений для р. Числу 0, соотвЪтствуетъ всегда, нкоторое опредфленное 
ваправлеше РО. Если для этого значеня 0, соотвЪтетвенное значеше функщи №” 

выходить положительнымть, то длину р, указываемую этамъ посафднимъ значенемтъ, 
необходимо откладывать по направленю РО; получится нЪкоторая точка М. Если 

же сооотвЪтетвенное значене функщи Ё” выйдетъ отрицательнымъ, то длину, ука- 

зываемую абсолютной величиною этой функци, при- 

дется откладывать по направяенио обратному; полу- о 
чится такимъ образомъ нЪкоторая точка 21, (ем. черт. а 

175). Построивъ для достаточно большого числа зна- 8 

чешй 0 соотвбтетвующия точки и соединивъ ихъ не- 

прерывною линею, мы получимъ очерташе кривой ли- 

ии, опредфляемой уравнешемъ (*). Уголь 0 можеть Черт. 175. 
мБняться оть (0 до оо въ одну сторону и оть 0 
до —совъ другую сторону, причемъ одно и то же направаеше, указываемое зна- 
чешемь 9, получается при безчиеленномь множествЪ значений этого угла, закаю- 
чающихся въ формул 6, = З#т, гдЪ © любое цъаое положительное или отрица- 

тельное число или нуль. 

—В 

462. Итакъ мы видимъ, что, при увеличени © оть 0 до со, райуеъ векторъ 

безчиеленное множество разъ оборачивается вокругъ полюса, а потому, всявйй разъ, 
когда при увеличеши 0 отъ 0 до оо фувкщя Ё’ возрастаеть, или же когда она 
убываеть (постоянно въ этомъ промежуткЪ), получаются кривыя, называемыя 

спиралями. Простьйшия изъ нихъ получили особыя назван!я. 

Д. А. Граве. 24 
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1) Архимедова спираль. Такъ называется кривая лив!я, опредфляемая 

уравненемтъ: 28; 

Уравнене показывает, что эта кривая лин!я происходить от равномрнаго 

движения точки вдоль по радтусу вектору, вращающемуся равномврно вокругъ 
полюса (ем. черт. 176). 

2) Гиперболическая спираль. Кривая опред\- 

ляется уравневями: 

Ре 

При 6 —= 0, р = оо. Кривая имфетъ асимптотою 

прямую, параллельную полярной оси и отстоящую оть 
нея на разстояне а. По мбр% увеличения 0 отъ 0 досо, 
р убываеть до 0 и кривая, образуя безчислениое мно- 
жество завитковъ вокругъ полюса, приближается къ 

нему (см. черт, 177), такъ что полюеъ является ея асимитотической точкой. 

3) Лларивмическая спираль. Такъ назвал Яковъ Бернулли кривую, опре- 

: дВляемую уравнешемъ: 

р = а. ет, 

тдЪ @ и т нЪкоторые численные коэффи- 

щенты, а е — основание Нэперовыхъ лога- 

в ‘риемовъ. Эта кривая проходить черезъ точ- 
Черт. 177. ку полярной оси, отетоящую на растояни 

а оть полюса. При отрицательныхь 6, 
возрастающихъ по абеолютной величин до безконечноети, спираль приближается 

асимитотически къ полюсу, образуя безчисленное множество съуживающихся завит- 
ковъ. При положительныхь же 6, возрастающихь отъ 0 до со, кривая образуеть 

безчиесленное множество расходящихся завитковъ вокругь полюса *) (ем. черт. 178). 
4) Тиз (см. Сойез. Нагтоша тепзигагии). Такъ называется кривая, опре- 

дВляемая уравнешемъ: 

Черт. 176. 

р =а, “". 

463. Асимптоты кривыль въ полярныхь координатах. Еели безконечная 
вЪтвь кривой имфеть прямолинейную асимитоту, то для безконечно далекой точки 

*) Деварть первый занимался логариомической спиралью, причемь замфтиль 
главифйшее ея свойство, заключающееся въ томъ, что касательная съ радрусомъ 
векторомъ точки касав!я составляет постоянный уголъ. Яковъ Бернулли удивлялся 

замфчательнымь свойствамъ этой кривой лини (которыя излагаются обыкновенно 
въ курс диффер. исч.), называть ее зрга шнаЫ 8 и жедаль, чтобы изображене 
этой кривой было помфщено надъ его могилой съ эпиграфомъ: еадет тптЧаа гезпеае. 
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этой втви радуеъ векторъ составить съ асимитотой уголь безконечно малый и 
будеть безконечно великъ; такъ что будеть р — со для опредфленнаго значеня х 

угла 0 и это значене будеть уголъ асимитоты съ полярной осью. Са®довательно, 
отыскивая значеня х угла 6, соотвЪтствующя р — со. нолучимъ направленя, 

могущя соотвФтетвовать асимптотамъ. 
Кромь того необходимо, чтобы разстояве 1/4 (см. черт. 179) безконечно да- 

лекой точки М до прямой, проведенной черезъ полюсъ параллельно асимптот%, 

д: 

- К 

Черт. 178. Черт. 179. 

стремилось къ конечному предфлу, равному растоянйо асимптоты до полюса. Это. 
разстояше №09 = нифеть значене р 5 (0—2). Надо, слФдовательно, искать 

предфль 6 для 6 =аи о=0о 

оз (6 — а) = 28 — ке, 

то есть величину 

8 = пре. [р (9 — 2) =. . 
20 

464. Кривая: р—=а 5—1’ 

В, 
При 0 — 0 величина р обращается вь 2 

иуль; при — 5, р обращается въ без- ВЕСЕ: Г 

конечноеть. Проводимъ черезъ полюсъ прямую 7/7, которая съ полярною осью 

составила бы уголь равный 5 (вм. черт. 180). При измбнени 0 оть 0 
1 

№ 5, ротрицалельно и измфвяется оть 0 до — со я мы получаемь безконеч- 

ную вЪтвь А’В’, касательную къ полярной оси. При увеличения 9 отъ - № со, 

р дъааетея положительным и уменыпается отъ со до а: такимъ образомъ получается 

безконечная вЪтвь АВ, которая двлаетъ безконечное число оборотовъ около круга, 

описаннаго изъ полюса, какъ центра, радгусомъ равнымъ а, постоянно приближаясь, 
къ кругу. Когда 6 измбняется отъ 0 до — СО, р остается положительнымь и уве- 

. 24* 
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личиваетея оть 0 до а, и получается втвь РЕ внутри круга; эта вётвь двлаетъ 

безконечное число оборотовъ, асимитотически приближаясь къ кругу. 

‘06% безконечныя вЪтви А В и А’В’ этой кривой имбють асимитоту ГС", накло- 

ненную къ оси -овъ подъ угломъ ф = =. Чтобы найти разетоянйе этой асимитоты 

оть полюса, необходимо замфтить сл6дующее: 

мб) 
= == ма мы: 

465. Изъ всего вышесказаннаго мы заключаемъ, что большинство кривыхъ, 

опредфаяемыхь алгебраическимь уравнешемъ въ позярныхь координатахъ, при- 
надлежить къ числу трансцендентвыхь кривыхъ въ декартовыхъ. 

Что касается трансцендентныхь кривыхъ, то судя по характеру транецендент- 
ныхъ функц, входящихь въ уравнене кривой въ декартовыхь координатахъ, 

геометричесьйй видъ этихъ кривыхъ, ихъ форма, могуть представлять всевозможныя 
особенности, Аназизъ безконечно-малыхъ, главнымъ образомъ интегральное исчиеле- 
не, будучи источникомъ безчисленнаго числа новыхътранецендентныхь функций въ 

анализв, даеть мЪето транецендентнымь кривымъ, обладающимь весьма зам®ча- 
тельными особенностями. ЗдЪеь мы укажемъ на нфкоторыя особенности транецен- 

дентныхъ кривыхъ, уравнешя которыхъ выражены въ элементарном вид. 

466. Какъ мы уже сказали выше, транецендентныя кривыя могутъ имть угло- 
выя точки. Возьмемъ, наприм$ръ кривую: 

у = атс 19 ее 9-22). 

т. ау 1 1 
акъ какъ производная ‚равна аус#у _, то мы видимь, что фунющя воз- 

растаеть при всъхъ положительныхь значешяхъ д и, напротивъ того, “убываеть 

при вебхъ отрицательныхъ, ибо, при положительныхь 2, ис {9 № сова 

тельно, и производная, есть число положительное, а при отрицательныхь—отри- 

цательное. 

Если положительныя значеня 2 мы будемъ уменьшать, то с ито 1 — будетъ 

стремиться къ предфлу Е 5. Наоборотъ, ‚если 2 будетъ ыы 

значеня, сарай но абсолютной величин до нуля, 10 предфломъ атефату 

будеть — 5. Итакъ, стЬдовательно, мы получаемъ кривую, которая въ начал р 
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ординатъ имфеть угловую точку, дв касательныя которой образуютъ углы съ 

осью х-овъ, имфюние тангенсами числа -1- р и — $ (ем. черт. 181). 

467. Приведемъ еще примфръ трансцендентиыхь кривыхъ, имфющихь точки 
перерыва. Пусть имземъ кривую, опредфаяемую уравнешемъ: 

у=е*, 

Дадимъ д положительное, весьма малое, значене; тогда у будеть величина по- 
ложительная и очень большая; при возростави хоть 0 до = со, у постоянно 
уменьшается оть со до 1 и мы получаемь вЪтвь АВ (ем. черт. 182), которая 

иыфетъ асимитотою съ одной стороны ось у-овъ, съ другой стороны прямую ОЕ, 
проведенную параллельно оси 2-овЪ на разетояни, равномъ единиц отънея. Когда, 

дадимъ 2 значение отрицательное, но весьма малое, у будетъ величина положитель- 

ме 

Черт. 181. Черт, 182. 

ная и очень малая; при измнени 2х отъ 0 до— со, у возрастаетьоть 0 до 1; по- 

зучается такимъ образомь втвь ОС, проходащая черезъ начало координать и 
имфющая асимитотой прямую ДЕ. Въ начал координатъ эта кривая имфетъ точку 

перерыва. 

468. Что касается алгебраичеекихь кривыхъ, то можно доказать, что он® не 

могуть имфть особенныхь точекъ послФднихь двухъ типовъ, то есть точекъ пере- 
‘рыва и угловыхъ точекъ. 

Если бы алгебраическая кривая у — / (2) имфла угловую точку, то кривая 

# =Л (2), тд черезъ 2 мы обозначили ординату новой кривой, которая воть про- 

изводная ординаты старой кривой по абсциссВ, должна была бы имфть точки ие- 

рерыва. Такъ, напримЪръ, трансцендентная кривая у=7 4649 ь = т 19 (1-52) 

даеть для своей производной кривую у = сё а имБющую видъ, указанный на, 

63 р 
черт. 183, съ двумя точками перерыва Ной — 5. Но легко показать, что произ- 

водная алгебраической функши есть также функщя алгебраическая. Въ самомтъ 
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фа, мы называемъ у алгебраической функщей отъ 2, если эта функщя удовае- 

творяетъ алгебраическому уравненю / (2, у) = 0. Производная у’ опредвляется 
изъ уравненя 

Л.@у у. Л, (к, = 0, (2) 

алгебраическаго относительно трехъ буквъ х, у, у’, въ которомъ первая часть есть 

цфагвя фунещя (полиномъ) отъ х, у, У. Искаючая изъ уравненйй (1) и (2) у 

(см. прибавлен!е), мы получимъ уравнене 

Е (2, у’) = 0, (3) 

въ которомъ Р’ цфлая функшя (полиномъ) относительно 27 и У’. 

Итакъ мы видимъ, что производная алгебраической функции есть также фунещя 
алгебраическая, ибо удовлетворяеть алгебраическому уравнению (3). 

469. Отеюда мы видимъ, что если бы алгебраическая кривая, выражающая 
ходъ измфненя алгебраической функши у, опредфляемой уравнешемъ (1), имфла 

Е 
| _ 

Черт. 183. Черт, 184, 

= 
о 

с 

угловую точку, то алгебраическая кривая, выражающая законъ измёненя алге- 
браической функции у’, опредъаяемой уравнешемъ (3), имфла бы точки перерыва, 

а потому остается доказать, что алгебраичесня кривыя не имфютЪ точекъ перерыва. 

Положимъ, что существуеть точка, въ которой нфкоторая вЪтвь кривой прекра- 

щается. Еели эта точка не ежитъ на другой вЪтви кривой, то, если мы проведемъ, 

изъ этой точки 2 кругъ достаточно малаго радуса, то этоть кругь пересбчетъ 
кривую вЪ одной только точкЪ № (см. черт. 184). Покажемь, что лая алгебра- 

ическихьъ кривыхъ этого обстоятельства не можеть быть. Перенесемъ начало коор- 
динать въ точку № и пусть тогда уравнеше заданной алгебраической кривой будетъ 

- ву =0. ; 
Уравнеше круга, описаннаго изъ центра ЛИ достаточно малымъ радуусомър, будетъ. 

ту =р. 

Координаты точки № ветрьчи круга съ кривою опредфаятся какъ система рёшен!й 
двухъ увазанныхь уравненйй относительно хи у. Искаючая у изъ этихъ двухъ 

уравнен!й, получимъ: :: Е 
аут =9. 
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Такъ какъ вс четныя стецени корня выражаются цфлыми функщами от 27, а 
нечетвыя нЪкоторыми цфаыми функщами, умноженными на первую степень, 
корня, то первую часть послдняго уравнешя можно будетъ представить въ та- 

комъ вид: 
м Х, ХУЙ — 1—0, 

тдв Х, п Х, суть цьлыя фупкци отъ 2. Умножая 06% части посадняго уравне- 

ня соотвфтетвенно на части уравнешя 

Х, — Х, Ур 

которое тоже должно быть принимаемо въ соображение, мы получимъ для опредЪ- 
леня абецисвы 2 точки № уравнеше 

, 

Хи — х,( —2=0. (°) 

Послдиее уравнен!е четной степени относительно д; кром% того число р совер- 
шенно произвольно, и, сафдовательно, достаточно уменьшая ого, можемъ достигнуть, 
съ одной стороны, того, чтобы кругъ не встрЪчалъ другихъ вЪтвей заданной кри- 

вой, кром® разсматриваемой, съ другой же стороны того, чтобы послфднее уравне- 

ве не имфло кратныхъ корней. Тогда мы замфчаемь, что поелфднее уравнеше бу- 

дучи четной степени, должно имбть четное число корней, и, саФдовательно, точекъ 
ветрёчи нашего малаго круга должно существовать четное число, что показываеть, 
что точекъ перерыва алгебраическая кривая имфть не можетъ.— Подобнымъ же 
образомъь можно раземотрёть и тотъ случай, когда одна изъ вЪтвей кривой пере- 

рывается въ точ, лежащей на другой вЪтви кравой. 

470. Въ случа если достаточно малый кругъ, описанный изъ разсматриваемой 

точки кривой, не пересЪкаеть кривую, а также не встрёчаеть ее ни одинъ изъ 
круговъ, описанвыхъ изъ этой же точки меньшимь радгусомъ, то такая точка на- 
зывается уединенною; иодобныя точки могутъ имЪть и кривыя алгебраическя, ибо 

уравнене (*) можеть пуфть всф корни мнимые. Возьмемъ, наприм®ръ, кривую: 

у=(#—@У=—5. 

Если а < В, то кривая имфетъ видъ, указанный на черт. 185, и состоитъ изъ 

отдьльной хочви на оси =-овъ, иибющей абециесу а, и изъ втви, пересфкающей 

ось 2-овъ въ точкЪ, имфющей абециссу 6; вблизи же точки а кривая не имфеть 
дЪйствительныхь сосфднихъ точекъ, ибо для значенй х, близкихъ къ а, корень 

квадратный число мнимое. 

471. Что касается уединенныхъ точекъ, то алгебраическя кривыя могут 
имфть ихъ конечное число, тогда какъ въ трансцендентныхъ число подобныхъ то- 

чекъ можеть быть безконечно велико и эти точки могутъ образовать такъ назы- 
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васмую пунктирную втътвь. Напримръ, кривая, опредфляемая уравнешемт: 

у=та.Ух 

и представленная на черт 186, имбетъ пунктирную вфтвь, расположениую в 
отрицательной сторон оси 2-овъ и состоящую изъ отдфльныхь точекъ, абсцисс 

дрыхь залалчелуиия зъ форжумь — ж.т, ть р чмеы® ОВ В МОЗИИОЬЗИИ 

= о 
Черт. 185. Черт. 186. 

Что касается асимптоть, то кривыя трансцендентныя могуть встрёчать сво 
асимптоту въ безчисленномь множеств® точекъ. НапримЪръ, кривая, опредфляемая 

уравненемъ: Ре 

= 

колеблясь около ови 2-овъ, имфеть эту ось своей асимитотой и пересЪкаеть ее въ 
безчиеленномъ множеетвЪ точекъ (ем. черт. 187). Кривая же 

зт (2”) 

2 

подобнымь же образомъ колеблется около оси 2-овЪ, причемъ длины волнъи ампли- 

ЕЕ о 
| 
Черт. 187. Черт. 188, 

туды идуть уменьшаясь (см. черт. 188). Воть т главаЪйния особенности трав- 
сцендентныхь кривыхъ лиш, которыя напболфе часто ветрчаются. 

472. Транецендентныя кривыя иногда, имфя безчисленное множества вЪтвей, 

заполняють вилотную своими вЪтвями нФкоторую площадь, такъ что можао 
сказать, что каждая точка этой площади лежить на заданной трансцендентной кри- 
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вой. Такъ напримфръ, эпицикаоида, въ случа несоизи$римости отношения радусовъ 

круговъ неподвижнаго и катящатося, есть транецендентная кривая, безчисленное 

множество отдфльныхь вЪтвей которой, заключающихея между двумя послдова- 

тельными точками возврата, заполняють собою кольцеобразную площадь, заклю- 

чающуюся между окружностью круга неподвижнаго и концентрическаго съ нимъ 

круга, рашусъ котораго больше его ралтуса на маметрь катящагося круга. 

Наиболье интересный примфръ подобнаго рода транецендентныхь кривыхъ, за- 

полняющихь собою площадь, представляють изъ себя такъ называемыя фигуры 

Лисажу, происходящя отъ сложеншя двухъ гармонических колебательных дви- 

женй, происходящихъ въ плоскости двухъ взаимно перпендикулярныхь колеба- 

тельныхь движенй. Бривыя, о которыхь мы говоримъ, опредфляются двумя 
‘уравненами: ; 

1 — а. эт (а -- А), 

= $. 5 (ВЕ - В). 

Уравнеше, которое получается отъ искаюченя # изъ этихъ уравненйй, и будет 

: Е ь а 
уравнешемъ искомой кривой. Если отношеше Е соизыримо, то кривая сеть 

замкнутая алгебраическая, касающаяся сторонъ прямоугольника, образован- 

наго сторонами 2 = а, 2 а у=-ьу = 6, причемъ, если 

=, гдВ т и п цфлыя числа, то кривая 2 разъ касается сторонъ у — == 6, 

и ® разъ сторонъ 2 = -5 а. Такъ напримфръ, черт. 189 и 190, даютъ видъ кривых 

въ луч АО, Вана. 

3 = 
Въ случа же, когда ^ есть число несоизм®римое, напримвръ У 2, получается у в ур римзръ 

трансцендентная кривая имфющая безчисленное множество вЪтвей, касающихся 

Черт. 189. Черт. 190. 

во веВхъ точкахъ сторонъ и заполняющихь всю площадь прямоугольника, такъ 
что въ этомъ случа, если бы мы хотфаи разсматривать у какъ функцию отъ 2, по- 
лучающуюся черезъ исваючене { изъ заданныхь уравненй, то получили бы такую 
функцию, которая для всякаго значешя перемфннаго 2, лежащаго въ границахъ, 
отъ — а до -н а, имфеть безчисленное множество значенй, лежащихь въ проме- 
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жуткв отъ — р до -+ 5; такъ что каждое значене въ этом промежутк® можеть, 

считаться за соотвЪтетвенное значене фупкции. 

Покажемъ сказанное аналитически Исключимь изъ уравнений #, Первое изъ 
заданныхъ уравненйй равносильно одному изъ слёдующихъ: 

9 А = вет = = 2%т, 

о {7 
ж-- А = (21 = — атс 56 = 

Подобнымъ же образомъ второе равносильно одному изъ такихъ: 

ВЕ В = ат ы ++ 2% =, | 
(*) 

М-Н В = (31-я — атзт | 

Для исключеня & надо будетъ взять по одному изъ системъ (*) и (**). Возьмемъ, 

напримфръ, первыя два: 

9 -- А = атсзт = —н 2#т, 

ВЕ -- Б = агсзт г - 2Ё=. 

Умножая первое уравнеше на В, а второе на и вычитая, искаючимт #, Получается: 
уравнене: 

АВ — Ва—В. атс эт = — <. атс 5% т —- 2 (48 — №9). 

Послфднее уравнеше и даетъ зависимость между фувкщей у и независимой пере- 
миной 2. Въ него входять два произвольныхь цфлыхъ числа и й,. Академик 

Чебышевъ въ статьф: «Объ одвомъ ариеметическомъ вопросё> показаль, что если 

отвошен!е - несоизмрамо, то можно всегда подобрать два цлыхь числа Хи №, 

такъ, чтобы выраженше: #3—^,а было сколь угодно близко къ любому произвольно 

выбранному числу К *). Въ своей статьЪ Чебышевъ пе только доказываеть воз- 
можность подбора цфлыхъ чисел и Х, , но даже даетъ правила для нахождения ихъ на 

самомъ дл, причемъ пользуется раздоженемъ числа и въ непрерывную дробь. 

Итакъ мы замфчаемъ, что въ уравненйи находится членъ 2х (#8 — Ха), ве- 

личина котораго совершенно произвольна, сафдстмемъ чего яваяется то, что зна- 
чеше у ве опредЪляетея по соотвфтствующему значению независимахо перемфннаго г. 

473. Любопытн®е веего то, что, не смотря нё полную неопредЪленность функции у, 

*) См. Неттие. Сошхгз 4`Апайузе 4е 1'6со]е ро\Несвчие. (Литегр.). 
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а Р 
вя производная 1 виолнЪ опредфленна дая каждой точки внутри прямоугольника, 

и 
ибо придифференцирован!и пропадаетъ, какъ постоянный, членъ, производаний не- 
опредленность и получается уравнен!е 

откуда 

Теометрически сказанное приводится къ тому, что каждая вЪтвь кривой про- 
ходящая черезъ данную точку внутри прямоугольника, имфеть въ этой точкЪ вполн® 
опредфленную касательную, направлене которой зависить отъ положеня точки. 

Приведенныхь примфровъ достаточно дая того, чтобы замтить, какими разно- 

образными особенностями могутъ обладать кривыя лини, опредфаяемыя транецен- 

дентными уравнешями. 
474. Въ заключено нашихъ изсаФдовавй о вид кривыхъ лин раземотримь 

хривыя, опредлаемыя уравневшемъ: 

1(®) = 9). (0 

Ясно, что, какова бы функшя / нибыла, одну изъ вЪтвей кривой будетъ составаять 

прамая у — =, дваящая пополамъ уголъ между осями. Задача заключается, садо- 
звательно, въ указаши другихъ вФтвей кривой. 

Замфтимъ прежде всего, что, если функшя 7 (<) алгебраическая, то и кривая, 

эпредваяемая уравнентемть (1) алгебраическая, ибо, обозначая черезъ 2 функцию /(2), 

мы получимь для опредфаешя = уравнене: 

Е (ав) =0, 

тдф ' цвлая функщя отъ хи 2. Вопросъ опредфлевя кривой линш, указанной 
уравнешемъ (1) приведется къ исключению 2 изъ двухъ уравненй: ` 

Е, =0, Е (у =0. 

Изъ теор исключеня (см. прибавлене) извстно, что въ результат сказан- 

наго исключеня получится алгебраичеекое уравнене 

® (2, у) = 0, 
которое будетъ равносильно предложенному уравненю /(2) = / (у). Напрам®ръ, 

исключая букву 2 изъ двухъ уравненй 

ах а не = 0, 

уе = 0, 



— 380 — 

получимъ уравнеше: 

#—у=0, 

равносильное уравнению 

ар не ау нс 

ь ь 

Подобнымъ же образомъ, исключая 2 изъ уравнений 

Аз? -- 2Вха -- С2? + 2)х - 2Е + Е= 0, 

Ау’ = 2Вуг - С=? + Пу Её + Е= 0, 

получимъ уравнене 

В+ Е 
ЕО =5У Раз? - 9+ В= 

В+ ур Е Е 

которое, по увичтожени радикаловъ, обращается въ уравнене, даютщее совокуп- 

ность прямой лини 2 — у = 0 и коническаго сФченя 

СА? (х?-+ у") — ЗА (2В? — АС) ху + АА (СО ЕВ) (&-у) 

—+ 4 СВЕ — ЗВРЕ-+ СТ?) = 0. 

Подобнымъ же образомъ, если вспомогательная линзя будетъ имфть уравнен!е 

= -1 

то кривая, опредЪляемая уравнешемъ 

Ще =уиЩуЬ 

распадается на двф прямыхъ и кругъ, ибо послЪднее уравнен!е можеть быть пе- 

реписано такъ: 
я — (2 —)=0 ` 

или 

(у туп =е-уечнуечнуи-1=0. 
Возьмемъ уравнеше 

14) =; (0 

обозначимъ черезъ 2 значене функци У (2) и раземотримъ кривую 2 = / (2), 
тдЪ = воть ордината н®которой точки, абсцисса которой равна 2. Кривую линию, 
опредвляемую послднимъ уравнешемт, будемъ называть вспомомипельною. Пока- 

жемъ, какъ, если построена вспомогательная диня, можно построить кривую, за- 

ланную уравнешемъ (1). 

Пересфчемъ вспомогательную кривую какою нибудь прамою 2=, параллель- 
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ною оси х-овъ. Абециесы точекъ сфчешя получатся черезъ рьшеше уравненя 

/ (2) = 1. Если посл®днее уравнеше имфеть только одинъ дЪйствительный ко- 
рень для всевозможныхъ значений Х, то, чтобы удоваетворить уравнешю (1), необ- 

ходимо будеть положить у=: и, саЪдовательно, уравнеше (1) опредвзитъ пря- 

мую: у=х. 
Вромб сказанной прямой кривая, опредфляемая уравнезмемъ (1), можеть имть 

другя вЪтви лишь въ томъ случа, если уравнеше / (2) = ® даеть для 2 н%- 
сколько значешй вещественныхъ, если не для веъхъ значений /, то по крайней мвр® 

для значени этого числа, заключающихся въ нЪкоторыхъ границахъ. Итакъ, пусть. 

при данномъ значени © получается нфеколько значен!й для 27: (,, 1., .... („. Тогда 
каждое изъ этихъ значенй можеть быть принято за 2 и у, уловаетворяющия урав- 

нению (1), з потому, откладывая значения 1,, 7., ....1„ Какъ по оси 22-овЪ, такъ и 

по оси у-овъ, мы получимъ сфть прямыхъ, проведенныхъ черезъ указанныя точки 
. ва оси параллельно другой оси. Въ переефчени эти прямыя дадутъ 27? точекъ, изъ, 
которыхъ  точекъ будуть лежать на прямой 2 — у. Взявъ для чиела & другое 
значеше, мы получимъ другую группу точекъ, и т. д. Такимъ образомъ можеть 
быть по точкамъ построена кривая, опредфляемая уравнешемь (1). 

Ясно, что кривая, опредвляемая уравненемъ (1), иметь осью симметри пря- 

мую 2 = у. 

Раземотримъ нфеколько частныхъ случаевъ. 
1) “— у. Это уравнеше, логариемируя, можно переписать въ такомъ видЪ: 

Ш = _ Му 
ГЕ В 

19 = 
Вепомотательная кривая имфеть уравнене: 2 —= -^—_. Заданная кривая соетоить 

Г 
изъ двухъ вЪтвей: прямой 2 — у и другой вётви, лежащей въ первомъ угл между 

осями и имбющей асимптотами прямыя: 2 = + 1, у=-1. 
06% вЪтви пересфкаются въ точкф, имфющей координаты: х —=у=е, причемъ 

это значене 27 сотвЪтетвуеть тахииии’у функщи Е В 
р 

2) «уз=у9 у. Вривая состоитъ изъ прямой 5 = у и втви конечныхь 

размЪровъ, обрывающейся съ обЪихъ сторонъ въ точкахъ перерыва (2—0, у=-+1), 
(& = 1, у= 0). Вьтви пересвкаются подъ прямымъ угломь въ точкВ 

и - . Вривая имфеть видъ греческой буквы 

3) зт = эту. Кривая состоитъ изъ сти прямоугольниковъ, образованныхь 

прямыми, параллельными прямымъ: 22 — у? = 0. 

4) пд 2 = пд у. Кривую образують прямая х = и безчисленное мно- 

жество ей параллельных», равноотетоящахь другъ отъ друга, прямыхъ. 
Для упражневя въ построен трансцендентных вривыхъ предложимъ прим ры: 



— 382 — 

Задачи. 

1) Построить кривыя въ декартовыхъ координатахъ по уравнен ям, 

: > з у 1 
25ту —зтх = 0, зйыж. зту == он 

2) Построить кривыя въ полярныхъ координатахъ по уравненямт: 

$00 % зб их м 

Р — Зов — 1 В уе 07 60868 — Зрзт 6 -+ с03°8 —0, 

67 6080 — доз 0 — туб =0, р—ежб — 20056. 
зто 

475. Въ заключеше мы должны сказать, что транецендентныя кривыя могутъ 

представлять пунктирныя вЪтви, состояния изъ безчисленнаго множества отдЪльныхь 

точекъ, лежащихъ на безконечно маломъ разстоянш другъ отъ друга. Примфроиъ 
подобныхь кривыхъ можеть послужить кривая, опредфляемая уравненемъ: 
у—=(— 1)". Это ураввеше даеть безчислениое множество точекъ на прямыхъ, 

у= = 11 у=— 1. Такъ напримфръ, если 2 число цфлое и четное, то у=-Н 1; 
1 

вели же 2 число цфлое, но нечетное, то у—= — 1. При # = 5.’ у—мнимое, и 

п : т 
вообще у — мнимое при вевхъ ращюнальныхъ значеняхъ 2 = ча если 7 число 

0 

нечетное, а » — четное. 

Ясно, что такихъ значенй д безчисленное множество и что эти значеня мо- 
гуть быть сколь угодно близкими. А потому многя трансцендентныя уравненя, 
подобныя написанному, собственно говоря, ве опредфаяють кривой лини. 



у АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРПЯ. 

| 
Геометр!я трехъ измЪренйй. 

ПРОЕКЦИИ. 

1. Возьмемъ въ пространств® прямую 7 п внф ся точку М (ем. 
терт. 191). Проведемъ черезъ точку М плоскость Р, перпендикулярную 
къ прямой 7, которая переефчеть прямую { въ нФкоторой точкё №. 
Соединимь точку № съ точкою М прямою. 
Прямая ММ будеть, очевидно, перпендику- 
лярна кь прямой 1, другими словами, точка № |. 
есть основаше перпендикуляра, опущеннаго 
изъ точки М на прямую 7. Точка № назы- 
вается ироекчиею точки М на прямой 7, которая 

носить назване оси проекия. Точка М 

называется проектируемой точкой ; прямая 

М №— проектирующим» перпендикулярома, & Черт. 191. 

плоекоеть Р — ироектирующей плоскостью. 

2. Пусть кромф точки М еще задана другая точка М’. Проек- 

тируя точку М’ на ось 1 при помощи плоскости Р’, получимъ проек- 
щю №’ этой точки (см. черт. 192). Еели мы соединимь точки М 

и М' прямою, то на этой прямой получимъ между точками Ми М 
отрзокъ ММ". Разстояме №№’ на оси 1 между проекщями № и № 
концовъ отрзка ММ’ называется проекщшею отрфзка ММ’ на оси 1. 

3. Принято вефмъ вводимымъ въ раземотрве отр®зкамъ прида- 

вать нфкоторое направлен!е; при этомъ одну изъ его конечныхъ т0- 
чекъ считать за начало отрфзка, а другую за конець его. 

Пусть, для примфра, мы въ отрёзк ММ’ (6м, черт. 192) при- 

мемьъ точку М за начало, а М’—за конець. Это направлеще мо- 
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жеть быть указано на чертеж стрфлкою, показывающей направле- 
ще движен1я оть точки 4/ къ точкВ М". Точки № и М” суть концы 
отр®зка №№'. Точку №, какъ проекцию начала, принято считать за 

начало проекщи №№", а точку №, какъ проекцию конца, за конець 

проекши №№". 

Подъ направленемъ проекщи разумфется всегда направлеше отъ 

начала ея № кь концу №'. Кром того, самой оси проекщй 7 при- 
писывають нфкоторое опредфленное направлеше; тогда всё проекщи, 

направлене которыхь совпалаеть съ выбраннымь направленемъ 
оси 1, считаются положительными; т же проекши, направлеше ко- 
торыхъ обратное направлено оси 1, —отрицательными; точнфе ека- 

‚ 
аи ЕВЕ 

ЗАК 
ыы р 

Ди т 
м 

Черт. 192. Черт, 193: Черг.194. 

зать, въ первомъ случа, подъ проекшею отр№зка на оси разум ють 
длину проекщи съ приписаннымь къ ней знакомъ =, въ другомъ же 
проекщя отрфзка есть длина проекши, взятая со знакомь —. 

4. Введемь въ разсмотрёше уголь между направлешями двухь 

прямыхъ въ пространствф. Если заданныя дв прямыя Г и Г/ пе- 
ресфкаются въ нЪкоторой точкф М (ем. черт. 193), тогда, если на- 

правленшя этихъ прямыхъ заданы, то уголь Г МГ/ между направле- 
ями этихъ прямыхъ указывается непосредственно. Если же данныя 
прямыя Г и’ не переефкаются въ пространетвЪ, тогда подъ утломъ 
между ними разумфется уголь М1, образуемый прямыми Ги 1/, 
проведенными параллельно направлен!ю заданныхь прямых {ий че- 
резъ произвольно выбранную въ пространств$ точку М (см, черт. 194), 

5. Условившись таким образомъ разсматривать углы между прямы- 
ми въ пространств, мы можемь относительно знака, проекции выразиться 
такъ: проекщя отрёзка положительна, если отрзокъ составляеть съ 
направлешемь оси острый уголь, и, наобороть, еели направлеше 

отрзка составляеть съ осью тупой уголь, то проокшя отрицательна. 
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Послфднее замфчан!е насчеть знака проекши есть непосредствен- 

ное слфдстые слфдующей общей теоремы. 

6. Теорема. Проекщя отрёзка на оси равна длик® отрвзка, 
умноженной на косинусъ угла между направленями этого отрзка и 
оси проекшй. 

Равемотримъ два случая. Пусть проекшя отрёзка ММ’ положи- 
тельная, что имфеть мфсто, когда направлен!е прямой ММ’ состав- 
ляетъ съ направлешемъ оси 1 уголь острый (ем. черт. 195). Черезъ 
начало отрёзка М проводимъ прямую 

МК, параллельную 1, до пересфчешя 

съ плоскостью Р’, проектирующею ко- 
нець М’ отрёзка. Пусть точка пересф- 
чешя будеть К’; тогда, соединяя точку 

К съ точкой М' прямою М’К, лежа- 
щею въ плоскости Р’, мы получим 
треугольникь М К М ' съ прямымъ угломъ 
при вершин А. Острый же уголъ этого Черт. 195. 

треугольника ММК есть не что иное, , 

какъ уголь между направлешемь отрфзка ММ’ и направленемъ 
оси 1; обозначимъ послфднй уголь черезъ 6. Тогда 

прокщя МИ! = - МХ! = + ИК = + ИМ' с08(М'МК); 

но принимая во вниман!е, что уголь ММК =0, получимъ: 

прокщя ИМ’ = ИМ’ 6086, 

что и требовалось доказать. 

Раземотримьъ теперь другой случай, когда направлеше отрёзка 
ММ! составляеть тупой уголь съ осью проекшй 1. Проведя по 
прежнему изъ начала отрёзка М прямую МК, параллельную оси 1, 

которая пересфчеть проектирующую плоскость Р’ конца отрзка 
М' въ нЪкоторой точкф К, и соединяя эту точку К съ точкою М", 
получимъ треугольникь МКМ’ съ прямымъ угломъ при точк8 К. 
(См. черт. 196). 

Прокщя 27 = — М№' = ИК = — ИМ с03 (М'МК); 
но такъ какъ уголь 6 между направлешями отрёзковь ММ' и МЕ 

Х. А. Гра. 55 
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въ данномъ случаь есть М МТ», тдф МГ, есть продолжеше прямой 
МК вь обратную сторону, то = ММ =180°—М'МК. Слф- 
довательно, со30 = — с0з М'МК, откуда окончательно 

проекщя ИМ’ = МИ! с088. 

Итакъ, высказанная теорема доказана вполн%. 

Олтдетве 1. ели измФнимъ направлене отр№зка, не м®няя 
направленя оси проекшй, то проекщя перемФнить свой знакъ, не 

мфняя численной величины. Во веемъ послфдующемъ мы будемъ пи- 
сать отрфзки такимъ образомъ, что бук- 

ву, обозначающую начало отр%зка, ста- 
вить сначала. Тогда только что сказанное 

свойство проекшй можеть быть записа- 
но такъ: 

прокци ИМ’ = — прокщя ММ. 

Слъдстве 2. Если отр&зокъ парал- 
Черт. 196. леленъ оси проекшй, то проекщя равна 

длин самато отрфзка, взятой со зна- 

комъ -- или —, судя по тому, совпадаеть ли направлене отрфзка 

съ направлешемъ оси, или обратно ему. 
` Ольдетве 3. Проекщя отрфзка на оси равна нулю, если отр%- 

зокъ лежить вь плоскости, перпендикулярной. къ оси проекий. 

7. Покажемь теперь одно замфчательное свойство сомкнутаго 
многоугольника, какъ плоскаго, т. е. такого, вершины котораго ле- 
жать въ одной плоскости, такъ и косого, вершины котораро не ле- 
жать въ одной плоскости. $ 

Возьмемъ многоугольникь АВСОЕАЛ (см. черт. 197) и припишемъ 
его сторонамь нЪкоторое направлене вдоль по периметру такимъ 
образомъ, что каждая вершина будеть концомъ одной изъ сторонъ и 
въ то же время началомъ слбдующей. Выберемъ, напримфръ, направ- 
лене, которое можеть быть указано порядкомъ буквь АВСРЕА, 

Относительно всякаго подобнаго сомкнутаго многоугольника можно 
показать, что сумма проекщй его сторонъ на любую ось въ про- 
странствв равна нулю, то есть: 

пр. (АВ), пр. (ВС'), + пр, (СВ), + пр. (РЕ), + пр. (В А), = 0. 



= б8-- 

Въ самомъ дфл%, изъ чертежа видимь, что 

пр. (АВ), = — а, ир. (ВС), = = 9, пр. (СР), = = с, 

ир. (РЕ), = + 4%, пр. (Е А) = —е4. 

Отсюда мы видимъ, что сумма проекщй сторонъ многоугольника 
на оси 7 равна: 

— аф-бе--с4--@е—ва= (бе-нса-нае) — (фа-нае) =и—=0. 

Легко замфтить, что указанное свойство многоугольника будеть 
справедливо, какъ бы ни была взята ое проекщй 1 и какой бы ни 
быль заданъ многоугольникъ. 

Ольдетве. Если измнимъ на- В 
правлене одной изъ сторонъ много- 

угольника на обратное, оставляя на- 
правлеше всёхъ остальныхь сторонъ 
прежнее, то получимь такъ называ- 
емую замыкающую сторону ломан- 5 [А 
ной лини, образуемой вефми прочи- 
ми сторонами. 

Пусть, наприм$ръ, эта сторона будеть АЕ (см. черт. 197). Тогда 
въ предыдущемьъ равенств$ придется измфнить знакъ у проекщи ея 

на обратный, такь что будеть: 

пр. (АВ), = пр. (ВС), -= пр. (0.2), + пр. (РЕ), — пр. (АЕ), = 0, 

откуда, перенося въ другую часть равенства члень—пр. (А), по- 
лучимъ: 

пр. (А), = пр. (АВ), + пр. (В(), + пр. (20), р. (РЕ)„ 
что даеть слфдующее предложене: 

Теорема. Проекщя замыкающей стороны многоугольника на лю- 
бую ось въ пространств® равна сумм® проекшй сторонъ замкнутыхъ. 

8. Когда даны по величинв и направлению вс® стороны н%ко- 
торой незамкнутой ломанной ‘линш, то могуть быть указаны вели- 
чина и направлене стороны, замыкающей эту ломанную линю. 

Для этой цЪли достаточно показать, какъ, зная длины заданныхъ 

сторонъ ломанной линш и разные углы, заключенные между этими 
25* 

р 

Черт. 197. 
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сторонами, получить длину замыкающей стороны и углы, составляе- 

мые ею со сторонами замкнутыми. 

Обозначимъ длину стороны замыкаю- 
щей черезъ а,, а заданныя длины сто- 

ронъ замкнутыхъ черезъ а,, @,, @,,...4, 

(см. черт. 198). Кром® того, будемъ обоз- 

началь черезъ (а, а,) уголъ, составляемый 
направленшями сторонъ 4, а,. Мы будемъ, 

очевядно, предполагать вс® углы между 
заданными сторонами заданными; иско- 

Черт. 198. мыми же будуть, кромф длины @,, углы 

(а, а,), (а; а,), (а, ал)... (@, а,), 
составляемые стороною а, съ прочими. Проектируя на н%которую 

ось 1 въ пространств®, получимъ: 

а, с08 (а,1) = а, с08 (а,1) + а, 08 (а,Г) =... = а, с08 (а,1). 

Будемъ теперь принимать за ось проекшй 1 послфдовательно на- 

правленя самихь сторонъ а, а,, а,...4,; тогда получимь, при- 
нимая въ соображеше, что (а, а,) =0, (а, а,) =0, (а, а.) =0,,.., 
(а, а) =0, и, слФдовательно, с0з (а, а.) =1, с08 (а, а.) = 

08 (а, а,) =1,..., 00$ (а, а,) =1, 

а, = а, 08 (аа, ) + а, с08 (@на,) =... + а, 608 (@ла,) (1) 

а, с08 (а, а,) = а, + а, соз (аа, ) + ... + а,с0$ (а,а,) (2) 

а, с08 (а, а.) = а, 03 (а,а,) + а, + ... = а,с08 (авза,) — (3) 

а, с08 (@а,) = а, с08(а,а,) + @, 08 (аа) +... На, (4) 

Умножая теперь послфдовательно эти уравненя: (1) на а,, (2) 
на а,, (3) на а, ит. д., (%) на а, и складывая, получимъ: 

а, — ана ...-на-н2 а, а, со (а,а,) = 

...2а,а, 608 (аа, = ... + За, а, с08 (а, а,). 

Итакъ мы видимъ, что квадратъ стороны всякато, сомкнутаго мно- 

тоугольника равенъ сумм квадратовь прочихъ сторонъ, сложенной 
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съ удвоенными произведешями прочихь сторонъ, перемноженныхь 
попарно, и на косинусы угловъ, между ними заключающихся. 

Когда сторона а, опредфлена, уголь (а, а,) можеть быть най- 

денъ по уравнению (2). ДЪйствительно, 

а, + а, 08 (аа. ... а, с08 (@за,) 
608 (а, @,) а, : 

Такимъ же путемъ по уравненйямъ (3), (4),...(”) мы найдемъ 

углы (а, а.), (а, а), ..., (а, а). 
9. Приложимъ приведенныя разсужденя къ нахождению длины 

матонали параллеленипеда и угловъ, 
которые эта дагональ соетавляеть съ 
ребрами параллелепипеда. 

Пусть будуть заданные ребра па- 
раллелепипеда 0.А=, ОВ=у, ОС=г 

(см. черт. 199). Кром того, задан- 
ные углы между этими ребрами пусть 

будуть:  АОВ= (у),  ВОСЬ= (иг), 
ДСАОС = (г); датональ ОЕ =8. 

Возьмемъ замкнутый многоугольникъ Черт. 199, * 

ОЛРЕО; пусть его стороны имфють 
направленя ОА, АГ, ГЕ, а замыкающая сторона — направлеше 
`ОЕ. Тотда, на основани доказанной теоремы, принимая во вниман!е, 

что Ар=ОВ=у, Ер=0С=а, ДРАШБ= (зу), ДСОБЕ= (92), 
получимь: 

83 = и у-- = 2 21 608(24) + 2 22608 (#2) 2 уз с08 (уг). 

Такимъ образомъ, мы получили выражен!е для квадрата дагонали 

параллелепипеда. Углы же, составляемые длатональю съ ребрами, 
(82), (8), (82) опредфляются по формуламъ: 

Й 
608 (8%) = РОВ А не: 

608 (84) 2 с08 (2) 5 - +208 
(42), 

2608 (22) = у со (уз) +8. 
5 608 (8 =) 
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10. Обратимся къ раземотр®н!ю прямоугольнаго параллелепипеда. 
Вь этомъ случа уголъ (ху)=90°, (22) =90°, (уг)=90° (см.чер.200). 
Обозначая въ этомъ случа для краткости (82) =, (8у)=В, (82) =1, 

по. : учим. 83 — 2 ура; 

углы же, образуемые дагональю со сторонами, опредфляются по 
формуламъ: 

я у 608а = 5; 608 В = 5; 6081= 5, 

ибо с0з (ту) =0, 00$ (г) =0, с08 (уг) =0. 

Наобороть, по заданнымъ угламъ а, В, 7 и длинз д1агонали 5, мы 

8 

5 

Черт. 200. 

получимъ ребра параллелепипеда при помощи слёдующихь формул: 

1—08608а, у=8608В, &=686081. 

Возвышая эти уравнешя въ квадрать, складывая ихъ и прини- 

мая во внимане равенство: 2*-+ у*-+ 2*=2°, получимъ слфдующее 
соотношеше между углами а, В, 1: 

608? а = 608 В-+ 6081 = 1. (*) 

Эта формула даеть возможность, зная два угла, составляемые 
датональю съ ребрами, вычислить трей. 

11. Остающиеся произвольными два изъ числа угловъ а, В, 7 не совершенно 

произвольны. Мы не имемъ права задавать углы © иб такъ, чтобы они въ сумм® 

давали меньше 90°. Въ самомъ дфл$, если бы мы пожелали найти прямую, состав- 
лающую съ ребрами х и у параллелепипеда углы х ив, то пришлось бы построить 
два прамыхъ конуса: одинъ А на ребрб 2, какъ на оси, съ угломъ а, другой В на 

ребрв у, какъ на оси, съ угломъ В (ем. черт. 201). 
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Теперь, если «+В < 90°, то указанные два конуса ве пересфкаются ‘и, саф- 
довательно, не существуеть прямой, составляющей съ ребромъ 2 паралаеленипеда 
уголь а, & съ ребромъ у уголъ В. 

Когда «+ В=90°, то оба конуса касаются вдоль по нЪкоторой образующей, 
лежащей въ плоскости реберъ 2 и у (см. черт, 202). 

Наконець, когда «-Н В >> 90°, то два конуса пересвкаются по двумъ образую- 

щим ОС, и ОС, (см. черт. 203), причемъ, если мы назовемь / 200, = 1, 
Д 200, =т., то получимъ: 

608 1 ИТ 605 а—605°В$ 6081. У! 6037 &— 605? В, 

12. Покажемъ, какъ указанныя неравенства для угловъ © и В вывести изъ 

формулы (*). 
Въ самомъ два: 

6081 —==5 И 1-03? а 052 В — 5 Узй?а 605? В, 

Выберемъ два угла а, и В, таке, что 0 <», < 90°, 0< В, < 90° и зв, = 

= числ. вел, зйра; с0з В, = числ, вел. 603}; тогда для вещественности < 17 необ- 

№ 
КАТ | 

Черт. 202. Черт. 203. Черт. 204. 

ходимо, чтобы подкоренная величина была положительная, т. е. чтобы было 

зт?а, — с05? 8, >0, или за, > с05В,, изи эта, > эт (90° —В,), отсюда 

а, > 90°—В,, откуда, наконецъ, =, -+- В, > 90°, т. е. услоше, чтобы два’ конуса 

построенные на углахъ а, и В, или, что одно и то же, на углахъ хи В, пере- 

с®кались. 

13. Проекщиею точки М на плоскости Р называется основан!е 

№ перпендикуляра, опущеннато изъ точки М на эту плоскость 
(см. черт. 204). Плоскость Р называется илоскостью проекций, пер- 

пендикулярь 2/.У —проектирующимг перпендикуляроме. 

14. Проекщею кривой лини 8’ въ пространств% на плоскости Р 

называется такая кривая °<, лежащая въ плоскости Р, которая пред- 
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ставляеть теометрическое мфсто проекщй точекъ данной кривой 5 
(см. черт. 205). 

Проектирующёе перпендикуляры разныхъ точекь кривой 5’ обра- 
зують такъ называемый проектируюций цилиндре. 

15. Проекщею площади плоской фигуры И, ограниченной н%ко- 
торою кривою 5, на плоскости Р называется площадь фигуры © 
на плоскости Р, ограниченной кривою с — проекщею кривой 5 
(см. черт. 206). 

16. Раземотримь проекцию площади простёйшей фигуры, а именно проекцию 
площади треугольника. Возьмемъ сначала частный случай, когда одна изъ сторонъ, 

треугольника паралаельна плоскости проекщй. Въ этомъ случа можно допустить, 

Черт. 205. Черт. 206. 

что плоскость проекшй Р проходить черезъ сторону АВ этого треугольника АВС 

(см. черт. 207) и проекщя его будеть АВС". 

Изъ точки С’ опустимъ перпендикуляръ СТ) на прямую АВ и соединимъ 

точки Си Ш прамою СТ). Легко показать, что СТ)_| АВ и, сл®довательно, 
Д СПО! =, тдЪ черезъ 0 мы обозвачаемъ для краткости уголъ, составляемый 
плоскостью заданнаго треугольника АВС съ плоскостью проекшй Р. Изъ прямо- 

угольнаго треугольника СС”Т) получаемъ С'Т) = СЛ 6088, откуда: 

щовкци А АВС. АСВ В ОР АВ ОР 

=4В . СР ив шьАВО . ей. 

Перейдемь теперь къ общему случаю. Проведемъ черезъ вершину Л АВС, 
ближайшую къ плоскости проекций, плоскость Р, параллельную плоскости проек- 

ЦИЙ; тогда, очевидно, мы можемъ принять эту плоскость за плоскость проекций. 
Пусть ва плоскости Р проекщя заданнаго Л АВС будеть АС’ В' (ем. черт. 208). 
Продолжимъ сторону треугольника ВС до пересченя ея съ плоскостью Р въ 

точе$ Г). Получимъ два треугольника АСЛи АВЛ, подходяще подъ разобранный 
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‘уже нами случай. Проекци этихъ треугольниковъ суть АО’Ди АВ’Р. Обозначая 
черезъ 6 уголъ между плоскостями треугольника АВС и плоскостью проекций Р, 

получимъ: 
шощ. АС’Т) = площ, АСД . 6056, 

площ. АВ’) = площ. А ВЛ. 6030; 

вычитая второе равенетво изъ перваго, получимъ: 

площ. 4 В’С’ = пр. АВС — площ. АВС . 0080. 

Итакъ, мы получаемь слдующую общую теорему: 

Проекщя площади треугольника на плоскость проекщи Р равна площади са- 

мого треугольника, умноженной на косинусъ остраго угла между плоскостью дан- 
ваго треугольника и плоскостью проекщй. 

17. Эту теорему легко распространить на случай любого плоскаго многоуголь- 

Черт. 207. Черт. 208. 

ника. Принимая во внимаше, что всяый плоскйй многоугольникъ можеть быть 

‘разбить дагоналями на рядъ треугольниковъ, мы можемъ высказать общую тео- 

рему, что 
проекщя площади веякаго плоскаго многоугольника на нфкоторую плоскоеть 

проекщй Р’ равна площади многоугольника, умноженной на косинусъ остраго дву- 

граннаго угла, заключающагося между плоскостью многоугольника и плоскостью Р. 
Площадь всякой плоской криволинейной фигуры можеть быть разсматриваема, 

какъ предфлъ площадей вписанныхъ въ эту фигуру многоугольниковъ при безпре- 
дльномъ увеличени чиела старонъ этихъ мноугольниковъ, а потому доказанная 
© многоугольник® теорема можетъ быть обобщена слёдующимъ образомъ: 

проекщя площади всякой замкнутой криволинейной фигуры на н®которую плос- 

кость проекщй равна площали этой фигуры, умноженной на косинусъ угла между 

плоскостью фигуры и плоскостью проекщй. 

18. Сказанное прилагается съ большимъ удобством къ нахождению площади 
эллииеа. Въ самомъ даль, мы видфли, что эллипеъ можно разематривать, какъ 
проекцию круга. Пусть заданъ нфкоторый кругъ въ пространетвь съ радусомъ х. 
Обозначая черезъ 6 острый уголъ, образуемый плоскостью заданнаго круга съ пдос- 
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костью проекщй, мы замфчаемъ, что въ проекщи получается эллинеъ, имфющИ 

полуоси: «=», В==». 0080. 

Согласно высказанной въ $ 17 теорем, мы замфчаемъ, что 

площ. элл. —= площ. кр. с05 6. 

Но площ. кр. = пх?, слФдовательно, 

площ. элл, —= ту”. 6088 — кух. . 050 = к, а, 6. Е 

Опреджлен1е положен!я точки въ пространств при по- 
мощи проекщи на осяхъ. Прямолинейныя прямоугольныя 

координаты. 

19. Одна проекщя № н$которой точки М на оси # (см. чёрт. 209) 

не опредфляеть положешя точки проектируемой, ибо всё точки М, 
М', М',... на проектирующей плоскости Р имфють одну и ту же 

Черт. 209. Черт. 210. 

проекшю № на оси 7. Точно также задаве двухъ проекшй № и 

№’ на двухъ не параллельныхь осяхъ Ги Г (см. черт. ны не 

опредфляеть проектируемой точки, ибо всф точки М, М’, Мм", те На 
прямой 1, пересфченя двухъ проектирующихъ плоскостей "р п Р' 

точки М имфють однф и тЪ же проекши № и №’ на осяхъ [и Г. 

Проектируемая точка опредфлится вполнф, если мы зададимъ еще 

третью проекцию №” на третью ось 1”, не параллельную ни одной 
изЪ 06ей Ти Ги не лежащую въ плоскости, параллельной двумъ 

указаннымь осямъ. Итакъ, если заданы три проекши №, №’, №" 

точки М на трехъ осяхъ 1, Г, 1" не параллельныхъ одной плос- 
кости, то искомая проектируемая точка опредфлится, какъ пересфче- 
не трехъ плоскостей, проведенныхь черезь проекщи №, №', №" 
перпендикулярно къ соотвфтственнымь осямъ 1, Г, 1". Направлене 

осей 1, Г, 1” можеть быть задаваемо совершенно произвольно. 
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20. Во веемь дальн®йшемъ мы будемъ предполагать оси проекшй 

взаимно перпендикулярными и, кромф того, пересфкающимися въ 
нЪкоторой точк® пространства. Совокупность выбранныхь такимъ 

образомъ осей составляеть такъ называемую систему ярямоуюльныте 
прямолинейных» координат» (см. черт. 211). Оси проекшй назы- 

ваются осями координатз. Точка (), въ которой пересекаются оси 

координатъ, называется началомг координат». 
На осяхъ координаль разъ на всегда выберемъ положительныя 

направленя. Обыкновенно поступають такъ: дв оси координать вы- 

бирають въ плоскости чертежа, одну ОХ горизонтально, а ОЙ — 

вертикально, третью же ось ОУ 

беруть перпендикулярно къ плос- 
кости чертежа. 

На горизонтальной оси ОХ 

положительное направлеше выби-. 
рается оть начала, координать О на- 
право; на оси 0 —вверхъ оть на- 
чала и на оси ОУ впередъ оть 
плоскости чертежа. Условившись 
въ направлени координатныхъь 

осей, вводимъ поняме о коорди- Черт. 211. 

натахь точки, 
Координатами нфкоторой точки М называются проекши на осяхъ 

координать разстояшя ОМ точки оть начала координатъ. Проек- 
щя-ЕОМ на оси ОХ обозначается обыкновенно черезъ 2, сама, же 

ось ОХ называется осью 2-065. Проекщя== О№' на оси ОУ обо- 
значается черезъ у, а сама ось ОУ называется осью у-0вз. Проек- 

щя-= ОМ" на оси ОЙ обозначается черезь 2, а сама ось ОЙ на- 
зывается осью 2-06. 

Итакъ, мы видимъ, что координаты 2, у, 2 н%®которой точки М, 

какъ проекщи н®котораго отрёзка, суть нФкоторыя длины, взятыя съ 

тфиь или другимъ знакомь. Мы видфли раньше, что знакъ проекщи 
опредфляется вполнф указашемь направлен!я оси проекщи и на- 

правленшя проектируемато отрзка. Направлене осей координать 
нами указано, остается условиться въ направлени проектируемаго 
разстояни М0; направлен!е этого разстоянйя берется обыкновенно 
оть начала координать къ точкв М. Отсюда вытекаеть слфдующее 
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правило относительно знака координать: координата 2 положительна, 
если проекщя № точки М на оси 2-овъ находится съ той стороны 

начала координать, куда обращено положительное направлен! этой 
ови, и наобороть, координата х отрицательна, если проекщя № 

лежить съ отрицательной стороны оси 2-овъ; подобнымь же обра- 

зомъ указывается знакъ координать у и 2. 
Изъ всего сказаннато можно заключить, что положене точки 

относительно координатной системы опреджляется вполнф тремя ея 
координатами. Въ самомъ дЪлф, если задано положене М, то мы 

опредзлимъ ея координаты 2, у, 2 по абсолютной величин® и по 

знаку, проектируя эту точку на координатныя оси, Съ другой сто- 
роны, если заданы координаты н?%которой точки 2, у, 2, то абсо- 

лютная величина координать укажеть разстоян!е оть начала коорди- 
натъ проекщи точки на соотв®тственной оси, а знакъ координаты 

покажеть, съ которой стороны относительно начала лежить проекщя 

искомой точки на оси. Слфдовательно, по заданнымь координатамъ 
укажутся проекщи точки М на координатныхь осяхъ, & по этимъ 
проекщямъ будеть извфстно и положеше точки. 

Преобразован1е координатъ. 

21. Хотя во всемь дальн®йшемь мы будемъ употреблять глав- 
нымъ образомъ прямоугольныя координаты, тмъ не менфе надо за- 

мфтить, что, подобно тому, какъ мы это дфлали на плоскости, можно 

оиредфлять положене точки въ пространств® болфе общимъ обра- 
зомъ, относя положеше точки къ тремъ осямъ координатъ, проведен- 
нымъ какъ угодно черезъ начало. Если углы между координатными 
осями не равны 90°, то система называется хосоуюльною. 

22. Итакъ, положимъ, что черезъ начало координать О проведены 
три произвольныя координатныя оси ОХ, ОУ, ОЙ (См. черт. 212), 
образующя нЪФкоторый трехгранный уголъ съ вершиною въ начал. 

Три плоскости ХОУ, У0%, 2ОХ, образующя этоть трехгранный 

уголь, называются хоординатными плоскостями. 
Координатныя плоскости, продолженныя неопредфленно, д®лять 

пространство на восемь трехгранныхъ угловъ. 

23. Пусть положительныя направления осей выбраны такъ, какъ 

показано на, чертежф (см, черт. 212). Косоугольныя координаты точки 
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М относительно ОХ, ОУ, 01 будемъ опредфлять такъ: проводимъ 

черезъ точку М плоскости, параллельныя координатнымь плоскостямъ 
ХОТ, ТОЙ, 2ОХ; эти три плоскости образують съ тремя коорди- 
натными плоскостями нфкоторый параллелепииедь, причемъ начало 
коордянать О ип точка М будуть двумя противоположными верши- 
нами этого параллелепипеда. Три ребра параллелепипеда О№,, ОМ, 
и ОМ, при вершин® О, направленные вдоль по осямь ОХ, ОУ и 

0, принимаются за величины, опредфляющия положеше точки М. 
Для избфжан!я неопредленности, въ которомь изъ восьми трех- 

транныхъ угловъ, образуемыхъ координатными плоскостями, лежить 
чка М, на осяхъ координать ука- 

зываются нфкоторыя положительныя 2 
направленя и тогда ребрамъ парал- 
лелепипеда О№,, ОМ,, ОМ, припи- 

сывается знакъ = или — ,‚ смотря 
по тому, съ какой стороны относи- 

тельно начала лежать точки №,, 

№,, №, - Длины реберь ОМ, , ОМ,, 
ОМ№,, взятыя съ тёмъ или другимъ 

знакомъ, опредфляють вполн® поло- Черт. 211. 

жеше точки въ пространетвЪ. Полу- 
чаемыя такимъ образомъ числа обозначаются буквами 2, У; 2 и на- 
зываются ирямолинейными координатами точки М. 

Когда оси координать взаимно перпендикулярны, то прямоли- 
нейныя координаты точки № на этихъ осяхь обращаются въ про- 

екцуи разстояя ОМ на осяхъ, что согласуется съ тмъ опредфлен1емь 

координать, которое было дано выше. 
24. Обращаемся теперь къ преобразованию координатъ, причем 

разсмотримъ самый обпий случай преобразовавя, то есть преобразо- 

ваше косоугольныхь координать точки въ косоугольныя же, только 
относительно другой системы координать. Самое общее преобразова- 

не координать можеть быть разсматриваемо, какъ совокупность слф- 
лующихь двухъ: одно преобразоваше состоить въ перемфн® поло- 
жешя начала координать, причемь направлен!е осей не мфняется, 
т. е. новыя оси параллельны старымъ и одинаково съ ними направ- 
лены; другое преобразоване состоитъ въ измёнен!и направления осей, 

прачемъ начало координатъ остается безъ перемфны. 
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1. Перенесене начала координатз. 

25. Надо перейти отъ нЪкоторой системы координать ОХУЙ кь 

другой О’Х’У'2' (см. черт. 213), у которой новыя оси О’Х', О'У", 
0'Ё' параллельны прежнимь осямь ОХ, ОУ, ОХ и одинаково 
съ ними направлены, и только переносится начало координатъ изъ 

изъ точки О въ нфкоторую другую точку О’. Назовемь координаты 
новато начала О’ относительно старыхъ осей черезъ а, 6, с. 

Если. возьмемъ ‘какую нибудь точку М въ пространств, составимъ 
координаты ея относительно старыхъ и новыхъ осей и назовемъ 

Черг. 213. Черт. 214. 

старыя координаты ея черезъ т, у, 2, а новыя черезъ д’, у’, #', 

то легко замфтить, что получимъ: 

ж=ачх, уф, а=с+я (*) 

Эти формулы преобразованйя суть обпйя, какое-бы ни было положене 
новаго начала и какъ-бы ни была задана точка М. Кели направле- 
не новой оси 2’ прямо противоположно направлен!ю старой оси 2, 
то тогда въ формул: х=а-н=' надо перемфнить знакъ у 2, такъ 

что получим: 2=а— 2); то-же самое замфчан!е можно сДфлать и 
относительно. другихъ осей, 

2. Измпнеше направленшя осей. 

26. Обращаемся теперь къ другому случаю, когда начало коорди- 
натъ остается то-же, мФняется же направлеше осей. Заданы старыя 
оси ОХ, ОУ, 07, причемь координаты нфкоторой точки будуть 
длины №, УГ, и ГМ, взятыя съ приличными знаками. (См, черт. 214). 
Требуется перейти къ новымъ осямъ ОХ", ОУ", ОЙ' и показать завиеи - 
мость между старыми координатами точки М и новыми ОХ”, №"1/, 1/М. 
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Разетояше ОМ съ координатами ОХ, МГ, ЕМ точка М со- 
ставляеть замкнутый многоугольникь; то-же разстояше ОМ съ ко- 
ординатами точки М относительно новыхь осей О№', №1, ИМ 

составляеть также замкнутый многоугольникъ. Проектируя на любую 
ось 1, получимъ слфдующия два равенства: 

ОМ 00$ (ОМ 1) = 2 соз (24) У с08 (0) == 00 (21), *) 

ОМ 08 (ОМ/) = 603 (21) У 608 (УП) а 608 (#1), 

откуда, слфдовательно: 

2 608 (1) --у 003 (1) = с08 (#1) = 

= 47608 (21) + Ус0 (91) = #08 (2). 

Помощью этой формулы можно выразить координаты старыя черезъ 
новыя слфдующимь образомъ. Беремь за ось { поочередно одинъ 
разъ перпендикулярь ® къ плоскости УОЙ, другой разъ перпенди- 

кулярь ®’кь плоскости ХОХ и, наконець, перпендикуляръ #” къ 

плоскости ХОУ; тогда получимъ: 

1) для и ю: Д (пу) = 90°, Д (па) = 90°, 4608 (их) = 

= 2608 (2т) + ус08 (Уп) -= #608 (#'п); отсюда 

27608 (2т) + 608 (уп) -= #'608 (=") < (4) 
608 (п) 2 

2) для и № Д (15) = 90°, Д. (па) = 90°, слёдовательно, 

отсюда имфемъ; 

2'608 (2!) = 9608 (ут) + #608 (2). (А) 
608 (у"’) } ‹ 

3) для оси и": Д (жн") = 90°, Д (ун") = 90° и, слФдовалельно, 

отсюда 

2608 (2'и") + 4608 (у’и") = #08 (#'п") 
08 (ат) 

= (А) 

=) Такъ какь 2, у; 2 обозначають координаты, т. в. числа, взятыя уже съ пф- 
хоторымъ знакомъ, -= нлй —, то мы имфемъ право въ этой форму разумфть подъ 
углами (21), (40)... углы, образуемые положительными направлен!ями координатныхь 

осей съ направлевшемъ оси проекшй 1. 



мы 

Если первоначальная система была прямоугольна, то углы (2”), 
(у”’), (2т’) равны нулю и, слёдовательно, ихъ косинусы обращаются 
въ единицы, такъ что формулы преобразованя принимають видъ: 

4 = 47608 (24) + 08 (ут) -+ #'608 (#'%) 

у = 2608 (29) + ус08 (У) + 2'608 (#4) ` (В) 

& = 408 (х'=) + у608 (у2) + ='608 (#'=), 

т. е. каждая старая координата равна сумм проекций на нее коор- 
динать новыхъ. 

27. Приведенныя формулы преобразования (4) дають возможность, 
оть какой нибудь косоугольной системы координать перейти къ новой 

прямоугольной, такь что, употребляя во всемъ дальнфйшемъ прямо- 
угольныя координаты, мы тфмъ самымъ нисколько не нарушаемъ 
общности заключен. 

28. Остановимся съ особеннымь вниманемь на случа преобра- 
зованя одной прямоугольной системы координать въ другую, тоже 
прямоугольную. Этоть случай очень важенъ въ приложен!яхъ Ана- 
литической Геометрия. 

Будемъ, для краткости, формулы (В). писать такъ: 

: х=жа-нув- 29 

у=жа ут (В) 

= та" + у’ +27, 

ТД а, В, 1,.... соотвётетвенные косинусы угловъ между старыми и 
новыми осями. 

Для большей наглядности можно составить слёдующую табличку: 

ИЕ аЕАЕ Я 
г яр 
т 
ит 

Изъ этой таблички видно, что, напримфрь, о’ есть косинусъ угла 

между у их’, В’—косинусъ угла между 2 и у ит. д. 
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29. Возьмемъ прямоугольную систему координать; черезъ начало 
О проведемь двф прямыя 0 и ОГ. Пусть углы, которые состав- 
ляеть съ осями координать прямая 01, будуть а, 6, с, а углы, 

составляемые прямою О{ съ тёми же осями координатъ, будуть 

а’, 9, с'. Покажемъ, какъ вычис- 
лить уголь У между этими прямыми. 

Обозначимъ черезъ 2, у, 2 ко- 
ординаты нЪФкоторой точки М, ле- 

жащей на первой прямой въ раз- 

стоян!и { оть начала координать; 

тогда, очевидно, будеть: 2=1 005 а, 
у=160$ 6, а =100$ с. Три ко- 

ординаты 2, У и 2 составляють 
ломанную линю ОАВМ, замы- 
каемую прямою ОМ, равной, по Черт. 215. 
длин%, 1. (См. черт. 215). 

Проектируя этоть многоугольникъ на другую прямую /', получимъ: 

2 $ 

16087 = 2608 а! + у 608! + 26086". 

Подставляя сюда, вмфето 2, уи 2, ихъ выражешя и сокращая 

на р, получимъ: 

608 У = 6084608 @ -Е 608% 608 ®'-= 60866086. 

Два направлешя 07 и ОГ будуть перпендикулярны между собою, 

если будеть удовлетворено услове: 

608 4608 @' + 6086 608 '- 6086608 6' = 0. 

30. Предположимъ теперь, что углы между координатными осями У07, #0Х, 
ХОУ суть >, р, у. Проектируя перпендикулярно на каждую изъ осей прямую ОГ 

и зоманную линю ОЛВ М, получимъ: 

1605 а = - ус0зУ- #003, 

1608$ = 2608 У-5 У-Н #008», [6 

16086 == совр -Н У с08 А-а; (вм. 5 9) 

проектируя тВ-же лини ва прамую 07, получим: 

1= 5603 а -+ ус0$6 + 26056. (2) 

Д. А. Рре. 26 



— 403 — 

Если изъ уравнен (1) найдемъ значешя 2, у, 2 

ы 00312) 
1 — 005' \ — 605 № — 053% +3 603 ^ 605 № 608 #8) 

и подетавимъ ихъ въ уравнене (2), то получимъ соотношение: 

605? @ 57? А -+ 608? В зб? № -- 6057 с з? У 2 03а 608Ъ (08 \ 0$ -- 08 У) 

—Н2 0086 6056 (603 № 605% — 605 \) + 2 6056 608 @ (608 У 608 — 605 №) = 

—=1— 60$? \ — 608? № — с0?у-Н 2 605 № 605 608% 

между тремя углами, образуемыми какимъ нибудь направлевемъ съ косоугольными 
осями. 

Послфднее соотношеше въ случа прямоугольныхъ координать обращается въ 

выведенное уже нами раньше (см. $ 10) соотношеше: 

605? а- 08° 6 + 608 = 1. 

Проектируя па прямую ОГ прямую ОМ и ломанную линю ОАВМ, по преды- 
дущему, получимъ: 

1608 У = 1608 @' + у 603 В' + #603с'; 

замфняя 2, у, 2 ихъ значенями (3), получаемъ формулу: 

-+ (603 @ с08Ъ' + с03Ъ с0за’) (с0з \. с08 | — 605) +... 

1 — 0083 \ — 605? № — 03? у-- 2605» 605 605 У к 

выражающую уголъ между двумя направлешями Оф и ОР. 

Общий знаменатель формулъ (3) можеть быть представлевъ въ слфдующень 
видЪ, который полезно знать, именно: 

605 @ 605 @' 50 --603Ъ 6050' эт? р.--603 © 608 ©" ве 

с08 У 

==: = > 28 Еву Ибн А. У» орет, 

НАЯ Е В 

31. Возвращаясь теперь къ предмету $ 28, мы замфчаемъ, что 

между девятью косинусами, заключенными въ табличку, должны су- 

ществовать слФдующуя соотношеня: 

а ная =1, 

‚ (1) 

РТ = 1, 

1 
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ибо старыя оси прямоугольны; кромф того, такъ какь новыя оси 
прямоугольны, то должны существовать соотношен1я: 

аВ-на’' на" =0, 

Вы -- ВТ =0, (2) 
Тент та" =0. 

Умножая уравнешя (В’) $ 28 сначала на ©, а’, а", потомъ на 

В, В’, В" и, наконець, на 7, 7’, 7’ и складывая, получимъ, на осно- 

вани соотношен!й (1) и (2), слёдуюцщия выраженя новыхъ коорди- 

нать черезъ старыя: 

1 =ах--ауа"я 

р , , 
У=в-- Вуз (6) 
#' = 12 Тут8. 

Послфднйя формулы, впрочемъ, можно написать и непосредственно 
на основан!и таблички. 

Такъ какъ старыя и новыя оси прямоугольны, то, на основан и 
формулъ (с), мы замфчаемъ, что разсматриваемые косинусы должны, 

кром® соотношенй (1) п (2), удовлетворять еще слфдующимь ана- 
лотичнымъ; 

ЕЕ ==, 
а В +1 =1, (3) 

аз ВТ =1, 

аа' + ВН =0, $ 

ивр =, 4) 
аа 8+1 =0. 

32. Между девятью косинусами можно указать большое число соотношений, 

выводимыхь изъ соотношений (1), (2), (3), (&). Такъ, напримръ, первыя два изъ 

числа соотношений (4) дають: 

Иов т уе" 
ри” палат о’ Убе =ау)нав" в 

26* 
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Но существуеть слфдующее тождество: 

(ФВ а’ арен (ав Ва’) = 

= а Р--т) @--Нт) — (ааичьвч-т/ -) 
На основав и послЪдняго тождества мы замфчаемъ, что оба корня въ поса®д- 

ней дроби равны единицъ, такъ что получается: 
ее р ы 

В" тео’ ав’ ва" 

Придется взять тотъ или другой знавъ, соотвтственно расположению направ- 
ленй новыхъ осей. Знакъ— придетея выбрать въ томъ случа$, когда направленя 

вебхъ трехъ осей новыхъ могутъ быть совмфщены 

съ направлешемъ осей старыхъ поворотомъ новой 

системы около начала, ибо тогда косинусы будуть 

аще: хи 1, а" ВВ" 1 
х' =1'=0. Знакъ = придется взять въ томъ слу- 

Н х ча, когда направлевя новыхъ осей не могуть быть 
| совыфщены съ направленями старыхъ поворотомъ 
| 
| 

0 

у’ всей новой системы вокругъ начала координатъ; 

Я въ посабднемъ случа новую систему можно такъ 

Черт, 216. повернуть вокругъ начала, что направленя осей 
ОХ в ОУ совпадуть съ направаенями соотвЪт- 

ственныхъ осей ОХ’ и ОУ’, направлешя же осей ОЙ и О2' будуть противопо- 
ложны (см. черт. 216). 

Формулы Эйлера. 

33. Предыдущия формулы, елужация для перехода отъ одной системы прямо- 
угольных координатъ къ другой, тоже прямоугольной, имбютъ то удобство, что 

онф симметричны относительно угловъ; но, хотя этихъ угловъ числом девять, 
на самомъ дл только три произвольны; поэтому никогда не слфдуеть терять изъ, 

виду связывающих ихъ соотношенй. Эта связь между косинусами иБшаеть иногда. 
замфтить тождественность двухъ выражен; а потому старались найти тая фор- 
мулы, въ которыя входили бы только три постоявныхь; при выборВ такого рода 
формулъ руководилиеь требовашями различныхь вопросовъ механики и астроно- 

ми, гдЪ по преимуществу и употребляются эти новыя формулы. 

34. Эйлеромъ было замчено, что первоначальную систему прямоугольных, 

координать можно заставить совпаеть со всякою новою, имфющей то же начало, 

*) Тождество это указано въ первый разъ Эйлеромъ (см. прибавлен!е), 
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тремя поворотами на нфкоторые углы около трехъ нЪкоторыхъ осей, проходящихь 
зерезъ начало. Такъ, наприм®рь, можно повернуть координатную сиетему ХУЙ 
сначала на нфкоторый уголь) около оси д-овъ; получимъ новую координатную 

систему 2; У, 2,. Мы замбчаемъ, что при такожъ новоротв координата © н®кото- 

рой точки М пространства не м5няется, такъ что 

; (1) 1} 

что касается другихъ координать 2, у, то, на основани формуль $ 41 (Геометрия 
двухъ измфрев!й), имвемъ: 

=, 608$ — у, 5%, у, эт ф-ну, с05 $. (2) 
Поворачиваемъ теперь новую нангу систему на нфкоторый уголь @ вокругъ 

оси 2,; получаемъ новую систему координать 2;у.2., причемъ 

и— 

=. (3) 

а друм двф координаты у, и г, выражаются формулами: 

} У, = 9, 6050 — 2,50, 2, = У. 50% 0 -- 2, 6050. (Ф 

Поворачиваемь, наконець, послфднюю систему на н®который уголь ф окодо 
оби 2,; получимъ новую систему 2. у,2., причемь 

=, (5) 
вх, и у, выражаются формулами: 

2, = 2,608 — в 8т4, У, =, т ф-Н Уз 608$. (6) 

Такимъ образомъ имфемъ девять уравнешй, исключая изъ которыхъ 2, Ул, 21, 

п., У.) 2», получииъ три уравнешя сл6дующаго вида: 

2= Ах; + Ву, + Оз: 

у = А’, + Ву. + 0%, 

2 = А" В"у,-+ С"а., 

ть 

А = 205$ 005 — зтф 54 6080, 

В = —5т$ф 003 — с05ф этф с050, 

7 — т эт 6, 

А! = с0зф зтф-- эт ф 6034 с086, 

В' = —тф эт ф + 003$ 6084 603 0, 

С’ = — 2054 тв, 

"= зтф т 0, 

В"—= созф т, 

и 608 9, 
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Легко показать, что можно подобрать углы ф, $, 6 такъ, чтобы система коор- 

динать 2,узе: совпала съ системою 2’у’’ (См, формулы (В’) въ $ 28). Надо 
только положить А — а, В =В, (=1, А'= а... ит. д. Получаемъ для опре- 
дьленя этихъ угловъ формулы: 

ео 

от", =, ш$=— т. 
т 

Формулы Эйлера предполагают, что дв координатныя сиетемы совместимы. 

3. Общее преобразоване координат. 

35. Раземотримь, наконець, обний случай, когда измняетея и 

начало координатъ, и направлене осей. Положеше новыхъ осей 

О'Х', 0'У', О’ опредФляется 
координатами @, 0, с новаго 

начала 0’ и углами, обравуемы- 
ми новыми осями со старыми. 

Для того, чтобы выразить 
старыя координаты 2, У, 2 че- 
резъ новыя 2', у', 2’, введемъ въ. 
разсмотрёне вспомогательную 
систему О’хуг (ем. черт. 217), 

; начало которой совпадаеть съ на- 
Черт. 217, чаломъ новой системы О'Х’У’Й", 

& оси параллельны старымь ОХ, 
ОУ, ОЙ. Тогда, называя координаты точки относительно этихъ вспомо- 

тательныхь осей черезь т, у, 2, получимъ, на основан!и сказаннаго: 

д=а+%; ` 

у=е-у; 

8=с+ 8; 

до М +1; 

у=ах = В + т=; 

вах 44 Ут, 

тдв коэффишенты &, В, т, ®', 3, т,,... находятся по табличк® $ 98. 
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Отсюда получаемъ искомыя общия формулы преобразованя одной 
прямолинейной системы координать въ другую въ такомъ вид: 

д=а-н аж Ву 1, 

у=б-наз Ву т", 

пои вена" ут а". 

Полярныя координаты въ пространств%. 

36. Возьмемь прямоугольную систему координать ОХУЙ; тогда 
положеще нфкоторой точки М можеть быть опредфлено слёдующимь 

образомъ. Соединимъ точку М съ началомь координат (см. черт. 218) 

и обозначимь уголь, образуемый 
прямою ОМ съ осью 2 через 0. 
Проведемь черезь ось ОЙ и точ- 

ку М плоскость Р и обозначимь 

двугранный уголь между плоскостью 

Р п плоскостью ХОЙ черезъ +. 

Кром того, черезь р обозначимъ 
разстояне оть точки М до начала 

координатъ. 
Условимся длину р считать по- Черт. 218. 

ложительною и м$няющеюся оть ; 
0 до со. Утоль 0 можно считать измфняющимся оть 0° до 180°, 

уголь же ф—оть 0° до 360°. Числа р, 8, Ф опредфляють вполн% 

положеше точки, а потому эти числа называются полярными коорди- 
натами точки; р называется радёусомз векторомг точки М, 9—00л- 
зотою точки М, 6—дополненемь широты точки М. Плоскость Р 
называется меридёаномь точки М; плоскость ХОЙ называется иер- 

вымь мериданом». Точка О называется полюсомь координатной 

системы. 

Не трудно вывести зависимость между прямоугольными и поляр- 
ными координатами точки №. Проекщя прямой ОМ на ось 2-овЪъ 

равна координатв 2, откуда 

# =рс08 0. 
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Проекщя ОР прямой ОМ на плоскость ХОУ равна р 5 0; 

проектирул же ОР сначала на 06ь х-овъ, а потомь на ось у-овъ, 
мы получимъ: 

1 = 0М№М= 0Р 0089 = р8т0. 08 $, 

у= МР = ОРзтф = рзт 6. 8 $. 

Изь этихъ формулъ легко по даннымъ прямоугольнымь коорди- 

натамъ вычислить соотв тственныя полярныя. 

Возвышая въ квадрать и складывая, получимъ: 

а у - 8 = 0757? 0. 608 ф-+ р? 5? 0 эт Ф-Е р? 608% 0 = 

= 60° 87130 (608 ф-= вт? ф)- 660836 = р? (82190 -+- 080) = р; 

слфдовательно, 

р= + Ил уча. 

Для опредфлешя координать @ и ф поступаемь слёлующимь 
образомъ: 

а? + у = рт? 0 (608 ф = т? $) = р йе 0, 

откуда 

Е Сене рат 0 = + у; 

принимая же во вниман!е, что 

2 08 0 = &, 

получаемь: 

8 = Е еы Уи". 
Е 

Для у на 2, получимь: 

У _о8т 0. т Ф 
4 р5тО, 008$ =. 
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Разстоян!е между двумя точками. 

37. Заданы координаты двухь точекь М и М координаты 

точки М пусть будуть 2, у, г, а координаты точки Ма, 9, 2 
требуется найти разстояше между 
этими точками. 

Проведемъ черезъ точку № три 
плоскости, проектирующия эту точ- 
ку на оси координать; тая же 

три проектирующия плоскости про- 
ведемь и черезь точку М ' (см. 

черт. 219); тогда эти шесть плос- 
костей образуютъ между собою 
прямоугольный  параллелепипедъ, 
лагональ котораго есть искомое раз- 
стояше ММ’. Ребра этого параллелепипеда МГ, МТ/, МТ/ парал- 
лельны осямъ координать ОХ, ОУ, ОЙ; на основанйи доказанной въ 

$ 10 теоремы, квадрать дагонали параллелепипеда выражается такъ: 

ММ? = МТ МТ МТ. 
Остается найти длину реберь параллелепипеда. Разсмотримъ 

ребро МТ, параллельное оси ОХ. Легко замфтить, что оно равно 

равстоянйо между двумя плоскостями, проектирующими точки М и М! 
на ось ОХ, другими словами, это ребро равно разстояншю №№" между 
проекщями № и №' точекь М и М’. Разстояще №М№' есть сумма 
или разность разстоянй ОМ и ОМ": разность въ случа, если 

точки № и №’ лежать по одну сторону начала координат, и сумма 
если по разныя. Въ первомь случав 06% координаты 2 и 2’ одного 
знака, & во второмь разныхъ знаковъ; слфдовательно, во вефхъ, 
случаяхь разстояне №№’ равно разности координать 2'—4, взятой 

съ тВыъ или другимъ знакомъ. Итакъ, мы получаемь: Мл = ММ№= 

= (2’— 2)?. Точно также покажемь, что МГ/? = (у’— 9) и 
МГ? = (2 — 2); слФдовательно, искомое разстояше опредфлится 
черезь координаты данныхъ точекь по такой формулЪ: 

Черт. 219. 

МИ’ = Уз) у —). 
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Если одна изъ точекъ, напримфрь точка М", совпадаеть съ на- 
чаломъ координатъ, то 

Я= у =0 0 

и разстояще любой точки М оть начала координать О’ будеть: 

ОИ =ум-чу+а. 

Примьрз. Найти разстояше между двумя точками: М'('=-2, 

у = — 13, #=0и М (т 7, у=—1 2=-+8). 

ММ! = У —(-р+[-8—С 0—8] 
И 123+ 83 = +И289 = 11. 

38. Если мы разстояню между двумя точками М и М’ припи- 
шемъ нзкоторое направлеше, напр. идущее оть точки № къ точкз М’, 

то можно получить какъ длину 8 разстояя ММ’, такъ и косинусы 
угловъ а, В, т, которые это разстояще образуеть съ осями координать, 

проектируя ломанную ОММ' и замыкающую ОМ' на оси координат: 

#-8 608 а =, у-+8 608 В = У, #8 608 1=#', 

откуда 

8 у—у я — а д— 
608 & = ‚ 608 5 0081 С 

5 

39. Что касается случая косоугольныхъ координатъ, то, называя черезъ ^, |, у 

углы между осями УОЙ, 2ОХ, ХОУ и полагая х'— х—=а, у —у=фи 

#'—2=с, получимъ, на основан соображений $ 9: 

= НИФ-И-Е-2 $ 603 ^- 2 са 605 в-- 2 аб 605 у. 

Также могутъ быть, на основан!и соображен того же $ 9, получены с0з а, 08,6051. 

40. По координатамь двухь точекь М, и М, найти координаты 

точки М, дфлящей разстояе между ними въ отношенш м: я. 

Проектируя точки М, (2, У, 2,) и М, (2,, у,, 2,) на о6ь х-овъ, 

получимь двф точки №, (2) и №, (2,). Проекшя № (2) точки М 

($, у, 2), Влящей въ данномь отношения разетояте М, М,, будеть 
ДЪлить ВЪ томъ же отношени разстояне М№,№,; слфдовательно, 
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координата 2 точки №, или, что одно и то же, координата 2 точки М 
выразится по формул: 

ве. м 21 (см. 8 10 Геом. дв. изм.). 
тв 

Проектируя подобнымъ образомь точки №,, М, М, на ось у-овъ, 

получимъ: 

— У, + пу 
У— ту» 

и, наконецъ, проектируя на ось 2-овъ, получимъ: 

—_ Иа: — #8 

тв ° 

Если мы желаемь указать точку М вн% отрфзка М,М,, для 

которой было бы 
ММ, _т 
ИИ, —»’ 

то, на основани соображенй $ 35 (Геом. дв. изм.), получимъ: 

тт, — па, › _ ту, —пУ, „ _ та, — па, 
т—т ' т—п ' т— т 

ж = 

Плоскость. ы 

41. Основная теорема. Какъ бы ни была задана плоскость въ 

пространств®, координаты точекъ, лежащихъ на ней, удовлетворяють 
всегда нЪкоторому уравненшо первой 
степени. Й 

Для доказательства теоремы раз- 
смотримъ всф возможные случаи по- 
ложешя плоскости въ пространств%. 
Начнемь съ простёйшихъ. Заданная 

плоскость совпадаеть съ одной изъ 
координатныхь плоскостей, напр. съ Черт. 220. 

плоскостью ХОУ (см. черт. 220). 
Возьмемъ на заданной плоскости Р (ХОУ) рядь точекь М, М', и 
т. д. Координаты ихъ будуть; 
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Для точки М: 2 = + ОМ, у=- ММ, = 0. 

Для точки №: 2 О№, у №М', #=0. 

Итакъ мы видимъ, что тдф бы на заданной плоскости Р (ХОУ) мы 
ни взяли точку М, координата ея 2 будеть удовлетворять уравнен1ю 
#=0, что и требовалось доказать. 

Точно также покажемъ, что если заданная плоскость Р будетъ 
совпадать съ плоскостью ХОЙ, то координаты любой точки М по- 
добной плоскости будутъ удовлетворять уравненю у = 0, и, наконець, 

есля заданная плоскость Р совпадаеть съ плоскостью УОЙ, то 6у- 

деть удовлетворено уравнеше х=0 координатами 2 любой точки, 
лежащей на ней. 

42. Если плоскость Р задана параллельно координатной плос- 

кости ХОУ (ем. черт. 221), тогда, очевидно, координаты всфхъ ея 

Черт. 291. Черт. 222. 

точекъ удовлетворяють уравненю #=с, тв постоянное число с по- 

ложительно, если плоскость Р лежить выше плоскости ХОУ, и, на- 

обороть с< 0, если плоскость Р’ лежить ниже плоскости ХОУ. 

Абсолютная величина с есть не что иное, какъ разстояйе отъ плос- 
кости Р до плоскости ХОУ. 

Подобнымь же образомь, если задана плоскость, параллельная 

плоскости ХОЙ, то координаты ея точекъ удовлетворяють уравне- 
ню у=б, въ которомь > 0, если плоскость встрфчаеть ось у-овъ 

съ положительной стороны, и р< 0, если она пересфкаеть ось у-овъ 

съ отрицательной стороны. Наконець, плоскости, параллельной плос- 
кости УОЙ, соотвфтствуеть уравнеше 2 = 4. 

43. Раземотримъ теперь тоть случай, когда заданная плоскость Р 
параллельна оси координать ОЙ. Пусть 1.1/ будеть лишя пересфчен!я 
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заданной плоскости Реъ плоскостью координать ХОУ (см. черт. 222). 
На основан соображенй геометрии двухъ измфрен!й мы замфчаемъ, 
что координаты любой точки № прямой 11/ удовлетворяють уравне- 

ню первой степени 
Аз-н Ву 0 = 0, м 

отнесенному къ двумь координатнымь осямь ОХ и ОУ въ плос- 
кости ХОУ. Уравнене (*) можеть быть разематриваемо, какъ при- 

надлежащее не только слфду 1.1/ плоскости Р, но и самой плос- 

кости Р, параллельной оси ОЙ. Въ самомъ дфлЪ, какую бы точку М 
мы ни взяли на этой плоскости, координата 2 ея волн произвольна, 
что же касается координать 2 и у, то он совпадають съ таковыми же 
координатами точки № —основаюя перпендикуляра, опущеннаго изъ 
точки М вдоль по плоскости Р на плоскость ХОУ; точка же № 

лежить на слфдЪ 1.1/ и, слфдовательно, ея координаты удовлетво- 

ряють уравнен1ю (*). Итакъ мы видимъ, уравненио (*) удовлетво- 

ряють координаты любой точки М на заданной плоскости Р, па- 

раллельной оси ОЙ. 

Подобнымь же образомь можно показать, что если заданная плос- 
кость Р параллельна оси координать ОУ, то координаты всёхъ то- 
чекь М, на ней лежащихь, удовлетворяють н%которому уравнению 
первой степени: 

Ах Ва- 0, =0. ®) 
= 

Уравнене (**) есть не что иное, какь уравнеше слфда заданной 
плоскости Р на координантной плоскости ХОЙ. 

Наконець, если заданная плоскость нараллельна оси координать 
ОХ, то уравнеше ея будеть ъ 

Азу + Ву (, =0. о 

Это уравневе есть уравнеше слфда, образуемаго на координатной 
плоскости УОЯ заданною плоскостью. 

44. Обращаемся теперь къ самому общему случаю, когда плос- 

кость задана въ пространств® какъ нибудь. Положене любой плос- 

кости Р относительно координатной системы можеть быть задано 

разстоящемь ея оть начала координать, которое считается, какъ 
извфстно, по перпендикуляру ОХ, опущенному изъ начала коорди- 
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нать О на плоскость Р (см. черт. 223), и углами, составляемыми этимъ 

перпендикуляромъ съ осями координать. Пусть будетъ р длина пер- 

пендикуляра ОМ и обозначимь углы, составляемые этимъ перпен- 
дикуляромъ съ осями координать ОХ, ОУ, ОЙ черезъ (р2), (ру), (г). 

Возьмемъь на плоскости Р нфкоторую 
р точку М, соединимъ ее съ основан!- 

емъ № перпендикуляра р прямою 
ММ, кром% того, проведемь прямыя 
МТ, и ГК, параллельныя осямь 07 

2 кух и ОУ, причемъ точка К лежить на 
а у; оси ОХ. Тогда, обозначая координаты 

точки М черезъ х, у, 2, будемъ имфть: 

&=0ОК, у=иГ, = ГМ. 

Проектируя многоугольникь ОКЁММ на перпендикулярь ОМ№, по- 
лучимъ: 

ОМ = ОК с08 (рх) + КГ, 08 (ру) -+ [М с08 (ря) =. 

= ММ (0$ (р, ММ). 

Прямая ММУ лежить въ плоскости Р, слёдовательно, уголь 

(р, ММ) = 90° и с0з (р, ММ) = 0, откуда получимь слфдующее 
уравнене: 

р = #008 (р) = у с0з (ру) -+ # с08 (р=), (4) 

которому удовлетворяють координаты 2, у, 2 любой точки М задан- 
ной плоскости Р. Уравнене (А) первой степени относительно ко- 
ординать 2, у, 2, что и доказываеть справедливость теоремы для 

разсматриваемато общаго случая. Итакъ, высказанная основная теорема 

доказана вполн%. 

Слъдетее. Если заданная плоскость проходить черезъ начало 
координать, то длина перпендикуляра р равна нулю, и уравнеше, 

соотвфтствующее такой плоскости, имфеть видъ: 

2608 (рх) + усоз (ру) = 260$ (ра) = 0. 

Въ этомъ уравнен!и подъ углами (р2), (ру), (р2) разум®ются углы, 
составляемые однимъ изъ направлен й перпендикуляра къ данной плос- 
кости съ осями координать. 

Черт. 223. 
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45. Обратная теорема. Всякое уравнеше первой степени отно- 
сительно координать вида 

Аж-- Ву+ Ся 0=0, (1) 

опред®ляеть нфкоторую плоскость въ пространств%. 

Мы докажемь теорему вполнф, если покажемь, что черезъ умно- 

жене на нфкоторый множитель Ё это уравнене можеть быть при- 
ведено къ виду: 

2 608 а-- у с08 Ва с081=р, (2) 
тд 

608 а -= 608 ЗВ - 608 7 = 1. 

Вь самомь дфлё, умножая уравнеше (1) на В, получимъ: 

АВ + ВВу + ОВ = — ПВ. (3) 

Такъ какъ послёднее уравнеше должно совпадать съ уравне- 
зчемъ (2), то должно быть: 

АВ = 008 а, ВВ = 008 В, СВ = с05\, —-ОЕ=р. 

Возвышая первыя три равенства въ квадрать и складывая, по- 
лучимь: 

(Аз-+ В*-+ (3) В? = 608 а -+ 08 В-+ 608 } =1, 

откуда 
1 

Уз В: 03. 
Углы же а, В, 1 и величина р опредфляются слфдующими равен- 

ствами: ь 

В == 

А В 
Е: ЕЕ и ЕТ 

6 2 
608 туже" РУ © 

Знаки надо брать во вефхъ формулахъ или верхн!е, или нижн!е, 
притомъ такъ, чтобы для р выходила положительная величина. 
Принимая во внимане, что уравнеше (3), происходящее оть умно- 
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женя уравнешя (1) на нфкоторый постоянный множитель, совер- 

шенно равносильно уравненио (1), ибо удовлетворяется, очевидно, 

тфми же значен!ями координать 2, У, 2, Что и уравнеше (1) и, сл%- 

довательно, должно опредфлять то же геометрическое мфето, что и 
уравнеше (1). Уравнеше же (3) равносильно съ уравнешемъ (2), 
ГД а, В, Тир опредфляются по формуламь (4), и, слфдовательно, 

это уравнеше опредфляеть плоскость, находящуюся въ разстояши р 
отъ начала координать, причемь перпендикуляръ, опущенный изъ 
начала координатъ на эту плоскость, составляеть съ осями коорди- 
нать углы «, В, т. 

Олпдстве Т. Если два изъ числа коэффищентовь А, В, С 
равны нулю, то плоскость, опредфляемая уравнешемъ (1), парал- 

лельна одной изъ координатныхь плоскостей и можеть совпадать съ 
посл$днею при д=0. 

Ольдстве 11. Если одинъ изъ числа коэффищентовь 4, В, С 

равенъ нулю, то плоскость, опредфляемая уравненемъ (1), парал- 

лельна одной изъ координатныхь осей; причемъ эта ось будеть ле- 

жать въ ней, если Д=0. 

Слъдстве Ш. Плоскость, опредфляемая уравневемъ (1), про- 
ходить черезъ начало координать, если коэффищенть 0 =0. 

46. Итакъ мы видимь, что коэффищенты А, В, С при коорди- 

натахъ 2, у, 2 въ уравнени плоскости пропоршюнальны косинусамь 
угловъ ®, В, 1, составляемыхь перпендикуляромь къ плоскости съ 
осями координать; на этомъ основанши коэффищенты эти называются 

ууловыми. 
Зависимость между косинусами: 

608? а -+ 608 В-+ 608 1=1, и 

даеть возможность, зная числа, которымъ пропоршональны эти ко- 

синусы, найти самые косинусы, какъ это только что было показано. 

Углы а, В, 1 суть не что иное, какъ углы, составляемые задан- 

ною плоскостью Р’ съ координатными плоскостями УОй, ХОйихОУ. 

47. Для того, чтобы построить плоскость, заданную уравнешемъ, 

достаточно построить три какя нибудь точки, лежация на этой плос- 
кости. Удобнфе всего искать точки, въ которыхъ заданная плоскость 
пересфкается съ осями координать (см. черт. 224). Пусть будеть 



— 4171 — 

задана нфкоторая плоскость 

Ах-- Вун0а=--р=о0. (1) 

Найдемь координату 2 точки М, въ которой плоскость (1) пе- 
ресфкаеть ось 2-овъ. Такъ какъ точкамь, лежащимъ на оси 2-овъ, 

соотвтствують равныя нулю значения дру- 
тихъ координать у, #, то мы получимь 

искомое значене х, положивъ въ уравнент 

(ру=0, г=0: 

Аж- В.0-0.0 = —Д, 

откуда 
р 

= — = а. Черт. 224. 

Точно также получимъ координату у точки М’, въ которой плос- 
кость (1) пересфкаеть ось У-овъ, полагая въ уравнени (1) #=0, 
#=0: 

И, наконець, получимъ координату 2 точки М", въ которой плос- 
кость (1) пересвкаеть ось 2-овъ, положивь 2=0, 2=0: 

Итакъ мы видимь, что 

ОМ =а, =0ОМ'=5, ОМ" = с. 
Но 

р р р 
= в’ в 6’ = с} 

подставляя эти выражешя въ уравнеше (1), получимъ: 

р р 
Аа 2=0; 

сокращая на Г, получимъ: 

я 
-- 
а 

Д. А. Граве. 27 

=1, (1) 
= 

+ 



—418 — 

уравнене плоскости, выраженное въ отрзкахъ а, 6, с на коорди- 

натныхь осяхъ. 
Указанный способъ построешя плоскости, заданной уравнешемъ, 

непримфнимъ, если коэффишенть )=0, ибо тогда уравнению плос- 
кости удовлетворяють координаты начала (%=0, у=0, 2= 0), такъ 

что плоскость проходить черезъ начало координатъ, и, слдовательно, 
съ этимъ началомъ сливаются вез три точки, въ которыхъ плоскость 
пересфкаеть координатныя оси. Въ этомъ случа лучше веего строить 

плоскость по слфдамъ ея на двухъ изъ координатныхъ плоскостей. 
Вь самомь дфлф, пусть уравнене заданной плоскости будеть: 

Аж - Ву бя =0. 

Найдемъ уравнеше слфда ОГ, плоскости Р на плоскоети ХОУ 
(см. черт. 225). 

Такъ какъ для всфхъ точекь плоскости ХОУ 2=0, то, под- 
ставляя въ уравнен!е заданной плоскости вмфето 2 нуль, получимъ урав- 

ь нене 42 -- Бу=0, которое п будеть 

опредФлять на плоскости ХОУ пря- 

мую ОГ, проходящую черезъ начало 
координать, по которой плоскость Р 
пересфкаеть плоскость ХОУ. Подоб- 

нымъ же образомъ, подставляя въ урав- 
ненше заданной плоскости у=0, по- 

„лучимь уравнеше 42 -+ 0е=0, опре- 
дЪляющее слфдъ ОК плоскости Р на 

плоскости ХОЙ. Двумя полученными прямыми ОГ н ОК, проходя- 

щими черезь начало координать, положеше плоскости Р вполн% 
опредфляется. 

48. Вь $ 45 мы видъаи, что умножешемь обфихъ частей уравненя 
Аз-= Ву -+- С: = — Г ва нЪкоторый множитель Ё уравнеше это приводится 

КЪ ВИДУ: 2 605 & у с05 В + 26081 = р, называемому нормальнымь. Покажемъ, 

какъ опредфлить множитель Ё въ случа® косоугольныхъ координат. 

Еели оси координатъ косоугольны и составляють углы У0й, 2ОХ, ХОУ, 
которыхъ косинусы суть №, в, у, то для опредфаешя множителя А надо будетъ 
взять равенство 

А—(1— №?) 08° ан (1 — в?) 08° В+ (1 — У) 605? 1-5 2 (ву —Х) с08 В 6091 

Черт. 295. 

-Н 2 (\\ — в) 605 1603 а-+ 3 (№№ — У) с0за 603 В, 
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(си $ 30), ть 
Вы У 

А=| вх 
Ул, 1 

и подставить въ это равенство АА, ВЕ, СЁ выЪето соза, с0з В, сот, (См. $24 

Теом. дв. изм.). Тогда получимъ: 

= — № фр? — У -+ 2, 

1 

— =У20’ 
тд 

29 = и. [@ — 22) 42-4 (1—2) В? -- (1—5) +3 (—^) ВО 

20% —в) СА 0 —УАВ]. 

49. Если двф плоскости, заданныя уравнешями: 

Ах -- Ву+бу-р =0 

А з- Ву а 0, =0, 

будуть параллельны, то онф пересфкуть каждую изъ координатныхъ 
плоскостей по двумъ параллельнымь прямымъ. Этимъ замфчанемь 

можно воспользоваться, чтобы написать услов!я, которымъ должны 
удовлетворять угловые коэффищенты двухъ параллельныхъ плоскостей. 
Вь самомъ дфлф, разсматриваемыя плоскости пересфкають плос- 

кость ХОУ по прямымъ: А+ Ву+-)=0, А Ву, =0; 

поелёдн!я прямыя будуть параллельны, если А: А, = В: В,. По- 
добнымъ образомъ мы замфтимъ, что усломемъ параллельности сл%- 

довъ данныхъ плоскостей на плоскости УОЙ будеть: В: В, =0: С, 

и, наконець, слфды на плоскости ХОХ будуть параллельны, если 

ЛА:А, =0С:0,. Отсюда заключаемь, что услошемъ параллельности 1 1 ) ъ 
двухъ плоскостей будеть пропоршональность ихъ угловыхъ коэффи- 
щентовъ: 

Я 
И: 

Задачи на плоскость. 

50: Задача. Найти общее уравневше плоскостей, проходящихъ 

черезъ данную точку. 

Пусть будеть задана нфкоторая точка М., координаты которой 
27* 
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пусть будуть 2, У, 2. Общее уравнеше плоскости имфеть видъ: 

Аж -- Ву+Са--П=0. (1) 

Для того, чтобы эта плоскость проходила черезъ точку М,, необхо- 
димо, чтобы координаты точки №, удовлетворяли уравнению (1), 
т. е. чтобы было 

Аз, = Ву +бь-н 0 =о0. (2) 

Это уравнеше есть услоше, которому должны удовлетворять 
коэффищенты уравневйя плоскости А, В, С, О, чтобы эта плоскость 

проходила черезъь точку М,. Услове (2) даеть возможность выразить 

одинъ изъ коэффищентовь уравненя черезъ друге. Такъ, напримръ, 

можно выразить коэффищенть ДР: 

р= — (Аж + Ву, 0»,). 

Подставляя полученное для Г) выражеше въ уравнен!е плоскости, 
получимъ: 

Аз-- Ву+С=— (Аж, Ву, + С») =0, 

или окончательно: 

А(—%) + В(у— 9.) +0 (#—в)=0. (3) 
ЗдЪеь коэффищенты А, В, С совершенно произвольны, М%фняя 

ихь, будемъ получать всф возможныя плоскости, проходящёя черезъ 

точку М,. 
Произвольностью коэффищентовь можно воспользовальея, чтобы 

заставить плоскость, проходящую черезъ заданную точку М,, удовле- 

творять еще какому нибудь условто: напр., чтобы эта плоскость была 
параллельна нфкоторой заданной плоскости 

Ас ВС я, =0. (4) 

Для этого надо взять коэффищенты 4, В, С вь уравнеши (3) 

пропоршональными, или, еще проще, равными угловымъ коэффи- 

щентамь А,, В., С, заданной плоскости (4). Такъ что, оконча- 
тельно, уравнеше плоскости, проходящей черезъ точку №, (2,, У, 20) 

и параллельной заданной плоскоств (4), можеть быть написано такъ: 

Ао (#— 2) -= Ву (у— у.) +0. (&— 2) =0. 
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Примтрз. Провести черезъ точку (-- 1, —2, — 3) плоскость, па- 

раллельную плоскости 42 — Зун а = 1. 

'Уравнеше искомой плоскости будеть: 

4(5—1) —3(у-н 2) -+ (2—3) =0, 

пли 

4% — Зу+8=1. 

51. Задача. Провести плоскость черезь три данныя точки. 

Для того, чтобы плоскость А2-+ Ву-- С: р =0 проходила, че- 
резъ три данныя точки М’ (2', у’, г), М" (2', у", ="), М" (%", у", 2"), 
необходимо, чтобы координаты этихъ точекъ удовлетворяли уравнению 
плоскости, т. е. чтобы было 

Аж -н Ву 0я-д=0, 

Аж" -- Ву" ("5 д=о, (“) 

Аи -н Ву" Са" 0 =0. 

Изь этихъ уравнен!й первой степени, если точки М’, М”, М" не 
совпадають и не лежать на одной прямой, можно опред®лить три 

отвошешя з — С подставляя затфмь три числа, полученныя для 

этихъ отношенй, въ уравнеше 

А В С 
тату я1=0 7+2 | (1) 

получимь окончательно уравнеше плоскости, проходящей черезъ три® 
данныя точки М, М", М". 

Примтрз. Провести плоскость черезь точки: М’ (1, 1, 1); 

М" (2, —1, 0); М" (0, 4, —3). 

Возьмемъ общее уравнеше плоскости въ такомъ вид: 

ар бу а =1, (1) 

тд 

Е. 
Ч. = 
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тогда услоше (*) будеть имфть видъ: 

4. 1--6.1-0.1=1; а, -5.(—Т)-+6.0=1; 

9.06.4 с.(—З=1, 

или, что одно и то же: 

аб +с=1, 24—6=1, 46—36 =1. (59) 

Ршая эти уравненя относительно 4, 2, с, получимъ:. 

ЕЕ ЕВ ПЕ 
ЕЕ 

подставляя же послфднйя значеня въ уравнеше (1), получимъ: 

Мн б — д 8#=1 Е Ее 
или 

1155 бу +=. 

Это есть уравнене искомой плоскости, проходящей черезъ заданныя 
три точки. 

52. Черезъ исключен!е коэффищентовь А, В, С, Г) изъ четырехъ уравнений (*) 
и Аз Ву 0: р = 0 получается уравнеше плоскости, проходящей черезъ 

три заданныя точки, которое можно представить въ слдующемъ вид: 

2, у, 8, 1 

Ре 
ат", 2", 1 

а", у", =", 1 | (См. прибаваене). ` 

—50; 

53. Задача. Найти точку пересфченя трехъ плоскостей. 

Заданы три плоскости уравненями: 

Аз +Ву+0Е-р =0, 

(1) А.=-- Ву+-бС. 8-0, =0, 

Ах Ву-+бв- 0, =0. 

Координаты искомой точки пересфчен!я этихъ трехъ плоскостей 

должны удовлетворять всЁмъ тремъ уравненямъ (1) и, слФдовательно 
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для рёшеня предложеннаго вопроса приходится р%®шить три урав- 

неня (1) первой степени относительно трехъ неизвфетныхь 2, уиг. 
Напримфрь, три плоскости: х-+у2=1, +2у+2=1 и 

у а 1 пересЪкаются въ точкф, координаты которой суть #==0, 

у= зе=5- 

Вь томъ случа, когда система (1) заключаеть въ себф противо- 
р№ще, другими словами, когда одно изъ уравнен!Й системы противо- 
р&чить другимъ, то нфть такихъ координать 2, у, 2, которыя-бы 
удовлетворяли тремъ заданнымь уравненямъ. 

1) Вь систем: х--у=0, 2+у=1, 2=2 второе уравнеше: 

&-—-у==1 противорфчить первому: 2-ну=0. 

2) Вь систем: зн у=0, унк2=0, + 2у+2=1 послднее 

уравнеше: з+ Зу-+2=1 противорфчить уравненю: 2 2у+2=0, 
получающемуся оть схожешя первыхь 

двухъ. 
Въ этихъ двухь примфрахъ нЪтЪ об- 

щей точки переефченя трехъ плоско- 

стей. Въ самомъ дФлЪ, въ первомъ при- 

мфрв дв изь заданныхь плоскостей: 
#у=0 и э-+у=1 параллельны 
между собою; что касается второго при 
мфра, то въ немъ заданныя плоскости 
пересфкаются по двЪ по прямымъ, парал- 

лельнымь между собою (См. черт. 226). 
Можеть случиться, что одно изъ уравневйЙ системы будетъ ел®д- 

стыемъ двухъ другихъ; напримфръ: х-ну=0, ун&=0, з—2=0; 

здфеь третье уравнеше получается черезь вычиташе второго изъ 

перваго и, слфдовательно, это третье уравнене удовлетворяется тфии 

значешями координать, которыя заразъ удовлетворяють двумъ пер- 
вымъ уравненямъ. Другими словами, точки, лежащя на пересьче- 
ни двухъ первыхь плоскостей, лежать также на третьей плоскости, 
сяфловалельно, всф три плоскости пересфкаются по одной прямой, 
такъ что въ этомь случаЪ существуеть безчисленное множество то- 
чекъ, общихъ тремъ плоскостямь; всё эти точки составляють нфко- 
торую прямую. Наконець, можеть случиться, что ве три уравнешя 
суть слВдетв!я одного изъ нихъ и, слфдовательно, равносильны этому 

Черт. 226. 
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одному; напримфръ: х-ну-+-2=1; 22-2у--2.=2; З5-Зу32=8; 
тогда вс три плоскости совпадають. 

54. Если даны четыре плоскости въ пространетвъ, то мы получимь услове 
ветрёчи ихъ въ одной точкв слёдующимь образомъ: Пусть уравненя заданныхь 

плоскостей будуть: 

А, -- Ву + С-- О, =0, А, Ву Сё- Г, =0, 

Ах Ву С, О, =0, Ах-- Ву-- 0,2 О, =0. 

Находя координаты точки ветрёчи трехъ изъ числа этихъ ‘плоскостей и под- 

ставляя ихъ въ уравнеше четвертой, получимъ искомое услове, которое и будетъ, 

селЪдовательно, результатомъ исключен!я изъ четырехъ уравненй трехъ величинъ 

2, У, =. Это услове можеть быть представлено въ слдующемъ видЪ: 

А, В, С, Т, 
4,, В,, 0, Т, 
А,, В, С,, 1, 
Аь В, С. 1. 

55. Задача. Найти уголь между двумя плоскостями. 
Двугранный уголь между двумя плоскостями Ри Р’, уравнен!я 

которыхь пусть будуть: 

Аж + Ву+0а--д=о (Р) 
@) Ае-- Ву =0, (Р) 
равенъ углу У между перпендикулярами, опущенными изъ начала 
координать на плоскости Ри Р’. Обозначимъ для краткости черезъ 
а, В, т углы, составляемые перпендикуляромь къ плоскости Р съ 
осями координать, а черезъ а’, 3', 1’ соотвфтетвенные углы другаго 

перпендикуляра. На основав и соображешй $45 мы замфчаемъ, что 
косинусы Угловъ а, В, тина, |, 1 выражаются черезъ угловые 
коэффищенты уравненй (1) при помощи формулъ: 

==. 

Я , А! 
ИА п” — = Вт 0", 

088 = — р › 6088" Ре ту 0} = Уд", 
а бы: пана Е, 

= У? - В*-+ (0 =у4- Ва 0% 



— 425 — 

Вь $ 29 выведено выражеше для косинуса угла между двумя 
направлениями. Обозначая искомый уголь между плоскостями черезъ 
У, получимъ: 

608 У = с08а 608 а! + 6088 08 В! -+- 6081 6081. 

Подставляя въ послфднее равенство написанныя выше выраже- 

ня косинусовъ, получаемь слёдующую формулу: 

АА'-- ВВ'- 0С' 

9 = уз б.у" 
Сльъдстве Т. Если заданныя плоскости взаимно перпендикулярны, 

то У=90°, с0з У =0. Отсюда получаемь услове перпендикуляр- 
ности двухъ плоскостей въ слфдующемь вид%; 

АА! -+ ВВ' + СС'=0. 

Олпдстве 11. Принимая во внимане тождество: 

(АЗ -н В*-+ (3) (АТ-- В+ С") — (АА'-- ВВ' +00 = 

= (ВС'—СВ')*-+ (СА'— АС"), (АВ'— ВА’, 

получимъ такую формулу: 

у_ Иова, 
У 4*- В*-+ (°.У д В 0" 

т 

Для того, чтобы вывести условя параллельности двухъ плоско- 
стей, необходимо приравнять нулю числителя послёдней формулы, 
что даеть равенство: 

(ВС'—С В -=(СА’— АС) + (АВ'— ВА =0 
Сумма трехъ квадратовъ дЙствительныхь чисель не можеть рав- 

няться нулю иначе, какъ если вс три квадрата порознь равны нулю, 
что даетъ: 

Вб'—СВ'=0, СА'— АС'=0, АВ'— ВА! =0. 

Послёдя услошя равносильны съ выведенными уже нами 
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раньше: 

Даже 
д бе Е» 

Примтрь. Найти коэффищенть С' уравнен!я плоскости: 22--4у-= 
+02=1, такь чтобы эта плоскость была перпендикулярна къ плос- 
кости: #—у-+22=3. 

Необходимо и достаточно, чтобы коэффищенть С’ удовлетворяль 
условпо перпендикулярноети: 1.2+(—1) 4+2.0=0, откуда 
В 

56. Босинусъ угла между двумя плоскостями въ косоугольныхь координатахь 
выражается по формуламъ: 

1 00, 9% (,99 8 У Ч ав+0 О 

тд 

20 = [а— 2) 42+ ав ва) @-+-2 (в -ЮВ0-+ 

+2 0%— в) бл 3 Ор —у) АВ] (см. $ 48), 
а 20' получается изъ выражешя для 20 замфною коэффищентовъ уравнешя пер- 

вой паоскости коэффищентами другой; значен!е-же числа А указано въ $ 48. 

57. Задача. Найти растояше точки до плоскости. 

Покажемъ предварительно, какъ найти разстояще между двумя 

параллельными плоскостями. Такъ какъ угловые коэффищенты въ 

уравненяхь двухь взаимно параллель- 

г ныхъ плоскоетей пропорщюональны, то мы 

всегда, чрезъ дфлеше одного изъ уравне- 
Ве в на нфкоторое число, Можемь пред- 

: ставить уравнен!я двухъ параллельных 
<> плоскостей такъ, что угловые коэффиц- 

енты въ обоихъ уравнешяхъ будуть оди- 
наковы; 

Аж-- Ву Св--д=0 (1) 

Ах -+ Ву ба-- )'=0 о (2) 

и уравненя будуть отличаться только постоянными членами. Въ 
$ 45 мы видфли, что разстояше ОМ (ем. черт. 227) оть начала ко- 

Черт. 227. 



— 427 — 

ординать до плоскости 

(Р) Аж- Вунба--р=о 

выражается такъ: 

Пе Е 
= Уд В+ 0 

Разстояще же ОМ№’ до другой плоскости 

(Р') Аж- Ву+-0а- 0'=0 

выражается такъ: 

ОМ = 

ЖЗ 
М = о. 

= У - В - 0 

Разстояе между плоскостями Ри Р’ равно 

2—7’ 

Ук В* 0 

тд знакъ долженъ быть взять такой, чтобы разстояше №№’ выхо- 
дило положительное. 

Обращаемся теперь къ нахожден!ю разстоян!я точки №, (2, У, 2), 

лежащей вн% плоскости Р, уравнеше которой есть 

Аж- Вун(в-—)=0. (1) 

Черезъ точку М, проводимъ плоскость Р, 

А (#—4,) + В (у—у,)-+ 0 (2—=) =0, (2) 

О0№—0м№ 

параллельную плоскости Р; уравнеше (2) этой послфдней плоскости 

можеть быть переписано такъ: 

Аз- Ву- (= 10, =0, (2) 
д% 

— Л, = Аж, + Ву, + Оа,. 

Искомое разетояше 8 точки М, оть плоскости Р равно разстоянио 
между плоскостями Ри Р,; слфдовательно, 

2—1, Аз, Ву Са, + П ое А ый 
= Уд - В+ 63 = Уд В+ 0 (3) 
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Итакъ, если мы желаемъ найти разстояне точки М, до плос- 

кости Р, представленной уравнешемъ (1), то нужно подставить ко- 

ординаты точки М, вь первую часть уравнен!я (1) и затёмь ре- 
зультать раздвлить на 

= +08, 
Знакъ въ формулф (3) выбирается такъ, чтобы 8 выходило положи- 

тельнымъ. 

Примтрз. Найти разстояве точки М, (2=1, %=1, &=1) 
до плоскости: 92 12у+ 82—46. 

5 9.1-12.1+8.1—46 —_ий 17 т 

— У 19:8 —9289 11° 

58. Въ случа косоугольныхь координать разетояве точки 2И, (2, Из» 2) ДО 
плоскости 42 -+ Ву-+ Ог-- Д = 0 выразится по формул 

т Аж Вуз -- Ср 

У29 , 
тдв 20 иметь значеше, указанное въ $ 48. 

59. Задача. Провести между двумя параллельными плоскостями 

Р’и Р" новую плоскость Р. параллельную заданнымь, разстояня 
которой до плоскостей Р" и Р' находились-бы въ отношени ти. 

Пусть уравнен!я заданныхь плоскостей будуть: 

Аз-- Ву Св-- 0'=0(Р’'), Аж-- Вун Са 0" = 0, (Р") 

Уравнеше искомой плоскости пусть будеть 

Аз- Ву-0=+-р=0. (Р) 

Разстояше между плоскостями Ри Р' равно: (Г’—1) В; раз- 
стояне-же между плоскостями Ри Р" будеть: (Д—Г") В. 

Условя задачи требують, чтобы было 

(2-32). =т 
(р'—р) Е т 

отеюда, сокращая на Ё, получимь для О слфдующее выражеше 

—_ дт- От 
И тв “ (1) 
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Если мы захотимъ найти уравнен!е плоскости, параллельной двумъ 
заданнымь, лежащей внф пространства между ними и отношене раз- 

стоянЙ которой до заданныхь плоскостей Р" и Р' равно т: п, то 

получимъ: 

Р'т— 0" 
=—. (2) 

т—п 

Ольдстве. При т=я получаемь по формул (1): 

0-5 
2 

р = 

и, слдовательно, уравнене плоскоети, проходящей по средин® между 

двумя параллельными плоскостями, иметь ВИДЪ: 

р-р" 
Ах- Ву а--—5— 5 = 

Это замфчаше въ дальнфИшемъ будетъ играть важную роль. 

Прямая лин!я. 

60. Всякая прямая лин я въ пространств» можеть быть раз- 
сматриваема, какъ пересфчене двухъ плоскостей; поэтому въ Анали- 
тической Геометри принято прямую лин!ю 1, задавать двумя уравне- 

ями первой степени 

Ал-- Ву 0 0=0, (1) 

А'ж-- В'у ('в-- 0’ =0, (2) 

опредфляющими двф плоскости Ри Р’, въ пересфчени которыхъ 
лежить разсматриваемая прямая 1. 

Такъ какъ черезь всякую прямую можеть быть проведено без- 

численное множество плоскостей, и прямая вполн® опредфляется лю- 
быми двумя изъ числа этихъ плоскостей, то мы замфчаемъ, что пря- 
мая лин!я можеть быть задаваема на безчисленное множество спо- 
собовъ, получающихся оть различныхь преобразован, которымъ мы 

можемъ подвергать систему уравнешй (1) и (2). Одинъ изъ наиболве 
часто употребляемыхъ способовь преобразованя состоить въ рёшени 
уравненй (1) и (2) относительно двухъ изъ числа координать, напр., 
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относительно 2 ‘и у. Въ послфднемъ случа®, прямая 7, будеть опре- 
дфляться слфдующими двумя уравненями: 

= ар (3) 

у=6=-4, (4) 
тд, очевидно, 

„_8В0'— 08”, _ТВ-ВР , _ Аб СА 
АВ-ВА’Р АВ ВА» АВ ВА’ 

—РА' — 47 
Ч— АВ" ВА" 

Плоскости (3) и (4) выбраны такъ изъ числа плоскостей, проходя- 
щихъь черезь заданную прямую Г, что плоскость (3) параллельна, 

оси у-овъ и предетавляеть изъ себя плоскость, проектирующую дан- 
ную прямую на плоскость ХОЙ (см. 

черт. 228); плоскость же (4) есть 

плоскоеть, проектирующая прямую 1. 
на плоскоеть УОЙ. 

Уравнешя (3) п (4) могуть быть 
еще разсматриваемы, какъ уравненя 
двухъ прямыхъ: первое изъ нихъ есть 
уравнеше проекщи 1” прямой 1 на 
плоскости ХОЙ, & второе опред ляеть 

Черт, 228. проекцию //' заданной прямой на плос- 

кости УОЙ. Отсюда мы видимъ, что 

а есть тангенсь угла, составляемаго съ осью  проекщею +1/ данной 
прямой на плоскости Х ОЙ, а В есть тантенсъ угла, соетавляемаго съ 

тою же осью проекщею на плоскость УОЙ. Если мы въ уравне- 
няхь (3) и (4) подставимь «=0, то получимь: 2=р, у=4, чо 

намъ покажеть, что р и 4 суть координаты на плоскости ХОУ той 
точки К, въ которой эту плоскость встрфчаеть заданная прямая /1.. 

Итакъ мы видимъ, что обпия уравненя прямой, которыя могуть 
быть представлены въ вид (3) и (4), содержать четыре произволь- 

ныхъ параметра 4, 6, р, 9. 

Указаннаго рёшенйя относительно д и у произвести нельзя, если 
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АВ'— ВА!'=0. Вь этомъ случа заданная прямая лежить въ плос- 
кости, параллельной плоскости ХОТ. Въ самомъ дфл, въ этомъ 

От 
случа№ существуеть пропорщя е = Е = №, тдЪ Ё обозначаеть общую 

величину отношенй. Отсюда А’= А®, Б'= В. Уравнен (2) обра- 

щается въ слфдующее: 

Е (Ах-- Ву) +0'в=1. (®) 

Умножимъ теперь уравнеше (1) на № и вычтемь изъ уравненя (*), 

тогда получимъ: 
(('— (№) а=р— АР, 

0 
2 ЕЕ (5) 

что подтверждаеть высказанное. Въ этомъ случав дЪйствительно пря- 

мая 1, лежить въ плоскости (**), параллельной плоскости ХОУ п, 

какъ легко замфтить, не опредфляется 

своими проекшями 1// и 1/' (ем. черт. 

229) на плоскостяхь ХОЙ в УОЙ, ибо 

любая прямая на плоскости (**) имфеть 

однф и 15 же проекщи Г/ и 1/ на 

плоекостяхь ХОЙ и УОЙ. Если мы вее- 
таки захотимь опредфлить прямую ея 

проекщями на двухъ изъ координатныхь 
плоскостей, то надо будетъ рфшать урав- Черт. 229. 

нешя (1) и (2) заданной прямой отно- 

сительно другой пары координать; напримфръ, относительно 2 и, 2, 
или относительно у и 2. 

Примпры. Т) Дана прямая: х+уз2=1, 22 Зу+г=1. 

Умножаемъ первое уравнеше на 2 и вычитаемъ изъ второго; тотда 

получимъ: 

откуда 

у—8= —1, ни у=8— 1; 

изъ первато уравненя: 

д=—уфа-+1=— (2—1) —а-+1= — 28-2, 

откуда окончательно имфемъ: 

х=— 22+ 8, у==— 1, 
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такъ что 
а=—9, 6=1 р=З; 4=Ы—1. 

2) Задана прямая: х-ну-на=1, 2%-= 2у+а=1. 

Эти уравнен!я не могуть быть рфшены относительно 2 и у, ибофиу 
изъ нихъ исключаются. Въ самомъ дфлф, умножая первое уравнене 

на 2 и вычитая изъ второго, получимь 2=1... (*), отсюда первое 

уравнеше обращается въ х-ну=0... (**); уравнешя (*) и (**) могуть 
быть представлены въ слфдующемъ видф: 2 = —у-+ 0, 2=0, у-+1. 

Поелфдея уравненя представляють не что иное, какъ результать р%- 
шеня заданныхь уравнен!й относительно хи 2. 

Задачи на прямую. 

61. Задача. Найти обпия уравненя прямыхъ, проходящих че- 

резъ данную точку. 

Пусть дана нфкоторая точка въ пространств® М, (+., У», 2). 
Уравнен!я любой прямой Г, проходящей черезъ заданную точку, мы 
получимъ, если напишемъ уравненя двухъ какихь нибудь изъ 
числа плоскостей, проходящихь черезь точку М,. Въ самомь дфлф, 
уравнен1я 

А (#— 2) + Ву— у) +0 (#—&)=0, 

А’(5 — ж.) + В'(у— у) 0'(#— а.) =0, (1) 

опредфляють н®которую прямую 1, проходящую черезъ точку М,. 
Мьняя величину коэффищентовь А, В, С, А', В' и С’, .мы полу- 
чимь различныя прямыя, проходящя черезъ заданную точку. Можно 
получить уравненйя прямой, проходящей черезъ заданную точку, въ 
болфе простомъ вид, если взять обпия уравнешя прямой въ такомъ 
видЪ: 

&=ав-р, у=в-1. (*) 

Если прямая проходить черезь точку №, то координаты т,, 9, 2, 

должны удовлетворять уравненйюо (*), т. е. должны имфть мфсто 
равенства: 

2 = + р; У = +0; =) 
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исключая изъ уравненй (*) и (**) риа, получимгь: 

#— 1, =а(—&), уу =). (2) 
Послёдая уравнешя могуть быть переписаны такъ: 

д У &—8 - 9 5 9 7 о. ©) 

Итакъ мы видимъ, что обиыя уравнешя (2) прямыхъ, проходя- 

щихь черезъ заданную точку, заключають два произвольныхъ пара- 
метра а и $. Легко показать, что уравненя (1) могуть быть при- 
ведены къ виду (2'’). Въ самомъ дфлф, умножая первое изъ уравне- 

нй (1) на С’, а второе на С’ и вычитая, получимъ: 

(Аб — 40) (#— в.) (В — Вб') (уу) =0, 
откуда 

2—*% У—% 
В07— 0—0 Аб» 

точно также получимъ: 

ЕЕ Эт? 
0А'—Аб АВ-ВА" 

Итакъ, окончательно, уравневя (1) могуть быть представлены въ 

такомъ видз: 
#—я 9—9 _#Ы— 

в (8) 
тд 

1= ВС'—СВ', т=ОА'—АС', п= АВ'—ВА.. 

Вь виду частаго употребленя уравнешй прямой въ вид% (3), полезно 
указать законъ составлешя коэффищентовъ 7, т, я. Если мы усло- 

вимся значекъ ' ставить падъ вторыми буквами, то мы замфтимъ, 
что коэффищенть й изъ коэффищента тт, а послфдай изъ 1 полу- 
чаются при помощи такъ называемой круговой подстановки буквъ. 
(Круювою называется такая подстановка, при которой мы букву .4 38- 
м%няемъ черезь букву В, В черезъ С', а С опять черезъ 4). Уравне- 
ня всякой прямой всегда и на безчисленное множество способовъ 

могуть быть написаны въ вндЪ (3), ибо за точку М, мы можемъ 

Д. А. Граво. 28 
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принять любую изъ точекъ, лежащихь на заданной прямой. Возь- 
мемъ, напримфрь, прямую: г--у-+2=3, 252 —у-+1=0 и ука- 

жемъ произвольную точку на этой прямой, наприм$рь, ту, для ко- 

торой 2=0, тогда изъ второго уравнеШя получимь: у=1, а изъ 

перваго: 2=2. Итакъ, точка (0, 1, 2) лежить на заданной прямой. 

Вь данномъ случа: А=1, В=1, @=1, А4'=9, В'=1, 0'=0. 
Слфдовательно, уравнен!я заданной прямой имфють видъ: 

20.91. 8—2 

А Заре: 

62. Покажемъ теперь, какъ на практик дфлать приведене 

уравнетй прямой лини къ указанному въ предыдущемь параграф 
виду. ^ 

Пусть уравнен!я заданной прямой будуть 

д— Зу+ 18—1=0; 4%-нунЕ2=0. 

При помощи этихъ уравнен!й можно выразить одну изъ коорди- 
нать, наприм®рь 2, черезь друйя у и 2. Въ самомъ дфлф, исклю- 
чая изъ уравненй у, получимъ: 

185 42-55 = 0, 
откуда 

13 

4 

Исключая подобнымъ же образомъ изъ обоихъ уравнен! , получимъ: 

295 = 4у-н 13 =0, 
откуда 

Но 



63. Задача. Найти уравнешя прямой, проходящей черезъ дв® 
заданныя точки. 

Уравнешя 

&— 5% _У—% ой 

.- щ\ СИ и 

какъ мы уже видфли, опредфляють прямую, проходящую чрезъ 
точку М, (4%, у, 2,). Покажемъ, какъ опредфлить произвольные 

коэффищенты /, %, ® подъ тфмъ услошемъ, чтобы прямая (1) про- 
ходила черезъ другую точку М, (2, у, 2,). Для того, чтобы точка М, 

лежала на прямой, необходимо и достаточно, чтобы ея координаты 

2, У, е, удовлетворяли уравнению (1), т. е. чтобы было: 

ЗА 9—9 0 ° а) 
т т 

Исключая величины 1, %, ® изъ уравнешй (1) и (1/), получимь 

2—4 _У—% ЕЕ 2 (2) 

д— У 8—5 

Уравнения (2) могуть быть разсматриваемы, какь уравненя пря- 
мой, проходящей черезъь двф заданныя точки М, и М,, если мы въ 

нихъ 2, у, 2 будемь считать перемфнными координатами, соотв®т- 

ствующими разнымь точкамъ на прямой, & числа 2,, У,› 2, 1, У, 2: 
заданными координатами точекъ М, и М,. 

Примтрз. Провести прямую черезъ точки 

М. (2, =0, у=—1, &=2) и М, (2, =1, у, =8, 8, =0). 

Уравнене искомой прямой будеть: 

28* 



или окончательно: 

64. Задача. Найти углы, образуемые прямою съ осями координать. 
Пусть будеть задана прямая лин 1 уравнен!ями 

2—1 _У—\%\ _#— № 
ве (9 

тд% 2, У, 2 координаты нфкоторой точки, на ней лежащей. По- 

кажемъ, что числа 7, т, п пропоршональны косинуеамъ угловъ, со- 

ставляемыхь прямою Г, съ осями координать. Въ самомь дфлф, 

возьмемь на прямой 1, нёкоторую другую точку №,, координаты ко- 
торой т,, У,, 2, будуть удовлетворять уравненямъ (1): 

ыы 2. а ОГ ве №8 (1) 
т п 

Если теперь обозначимь черезь а, В, 1 углы, составляемые на- 
правлешемь прямой 1), идущимъ оть точки М, къ точкё М,, сь 
положительными направленями осей координать, то будемъ имфть: 

2, — д. = М,М, 608 а, у, — у, = М.М, 6088, 

#, — 2 = М.М, 6081; 

подставляя полученныя выраженшя для разностей координать въ 

уравненя (1’) и сокращая на М, М,, получимь: 

208а _ 088 _ 081 а 
фе аи ка ЗЫ (2) 

Уравнен1я (2) показывають, дЪйствительно, что коэффищенты 
1, т, п пропорщональны косинусамъ угловъ 2, В, т прямой 1. съ осями 

координать, и потому эти коэффищенты называются умовыми. Изъ фор- 

муль (2), принимая во вниман!е соотношене с03* а-+с08? 8-08} = 1, 

получимъ: 

608а = 1 $ 608 В = Е 
=Уй- ит =УЙ-- т? из’ 
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в 

2 = Уи яя 
Если уравнен!я прямой написаны въ такомъ видф; #=42-нр, 

У=62-на, то ихъ можно переписать, какъ мы видфли раньше, такъ: 
&—2,=а@—2), У-%=0 (2—2), 1% 3, У, 2, координаты 
нфкоторой точки на прямой. Представляя послёдыя уравненя въ 

видз пропорщи, имфемъ: 

откуда видимъ, что 

1 _т_п 
вт 

такъ что въ этомъ случа® 

608 а г =, 608В = Е р 
УИ Я-Ь У 1, 

1 
СО = м. 

=иИм-й-1 

Наконець, если прямая будеть задана уравненями общаго вида: 
Аз-н Ву-- Сбз--р=0, А'з-- Ву-- О'2- 0'’=0, то мы получимъ 
косинусы угловъ, составляемыхь ею съ осями координать, основы- 
ваясь на соотношеши: 

7 т п 
ВО'—СВ'’ ОА'— А" АВ'—ВА! ` 

Примтрь. Пусть уравнешя прямой будуть: 2-ну=2, #=4. 

Эти уравненйя мотуть быть переписаны такъ: 

АЕ бек 

т 

откуда мы замфчаемъ, что 
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1 1 ее 1 
=—-=, 6088 = = 

== У1-=1 50-3 8 =у1-1-0 у?’ 

608 1=0; слёдовательно, «=45°, В = 135°, 1 = 90°. 

605 а 

65. При косоугольныхъ координатахь будуть дая вычисления угловъ прямой 
съ осями координать служить соображения $ 48; придется только въ выражени 
для © выбето А, В, С въ данномъ случа® писать 1, 2%, я, 

66. Задача. Черезь данную точку провести прямую, составляю- 
щую данные углы съ осями координать. 

Положимь, что черезь точку М, координаты которой пусть бу- 
дуть 2, У,, 2, требуется провести прямую, составляющую съ осями 
координать углы а, В, 7. Общя уравнешя прямой, проходящей че- 
резъ точку М., будуть такйя: 

2—9, У, 8-8 
7 тт , 

тдВ 1, т, п пропорщональны косинусамь угловъ а, В, т. Уравненя 
прямой, проходящей черезъ точку М, и образующей требуемые углы 

съ осями координать, напишутся такъ: 

#—4, _У— _#—& 

68а — 6088 081 

67. Задача. Найти уголъ, образуемый данной прямой съ данной 
плоскостью. 

Раземотримъ уголь, составляемый прямою 

2-46 — У 9 
ЕЕ И $51) 

съ плоскостью 

Аж-- Ву-(а-- д=о. (2). 

Найдемъ сначала координаты пересфченя прямой (1) съ плос- 
костью (2), для чего надо р®шить три уравненя: (1) н (2) отно- 
сительно 2, У, 2. Для того, чтобы это сдфлать проще, преобразуемъ 

уравнеше (2) слфдующимь образомъ: 

А (#— 4.) В (у— у.) + 0 (&— 5) = [ь, (3) 
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тд% 
Л, = — (Аж, + Ву, + С», + 2). 

Кром того, обозначая для краткости черезъ р общую величину отно- 
шешй пропорщй (1), получимъ: 

%—1=1р, У—у=тр, 8—& =. 

Подставляя въ уравнен!е (3), получимъ: 

в(А1- Вт-н Сп) = 2, 

Отсюда окончательно: 

РЕ 2,1 
= Ар Вт и, 

ее, ОА 
У Ду Вт би, 

Л. в 

2—5 + Ду Вт + бп" 

Разематривая полученныя выраженшя для координать искомой 

точки, мы замфчаемъ, что эти координаты обращаются въ безконеч- 
ность, если 

А1-- Вт Сп=0. (4) 

Уеслоше (4) можно разематривать, какъ услоше параллельности пря- 
мой съ плоскостью, ибо, если это услоше выполняется, то точка пере- 

сфченшя прямой съ плоскостью уходить въ безконечность, и прямая 

дФлается параллельною плоскости. Замфтимъ кстати, что на прак 

тикф, если уравнен1я прямой будуть заданы въ общемъ видз: 

Ах -- Ву С'а- ['=0 
Ате -- В"у = ("я р"=0, (5) 

10 для нахождешя точки пересфченя этой прямой съ плоскостью (2) 
нЪть надобности приводить уравненя прямой (5) къ виду (1), & 
нужно прямо рфшать уравненя (5) и (2) относительно 2, у, 2. 

Обращаемся теперь къ нахождению угла Г прямой (1) съ плос- 
костью (2); прежде всего замфчаемъ, что этоть уголь есть дополне- 
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ше до 90° угла между прямой и перпендикуляромь къ плоскости, & 

потому 3 У равень косннусу угла между перпендикуляромь къ 
плоскости и прямою. Обозначая черезъ а, В, т углы, составляемые 

заданной прямою (1) съ осями координать, а черезь ©, В’, 1’ углы, 
составляемые перпендикуляромь къ плоскости (2), получимъ слёдую- 
пя пропорщи: 

608 а _ 608 В 6081 608 9! 6088 _ 6081. 

о Е ака ааа: 
Отсюда получимь: зт Т=с0з (угла между заданною прямою и пер- 
пендикуляромъ къ плоскости) = с08 о. с08 ©! -+ с08 В с08 В'-+ 6081 081! = 

А7-- Вт-н Оп 

= Уд В 0%. УР-ет-. 

Когда прямая (1) параллельна плоскости (2), то У =0, и, сл6- 

довательно, т У =0, откуда А1-- Вт-- Си=0, что мы видёли 
уже раньше. Найдемъ теперь условя перпендикулярности прямой (1) 

къ плоскости (2): 

УВ" — Ст) (01— Ап (Ат— В/} 
608 У = пы ВЕН ы 

=У4?- В+ 03. УР-тя- ия 

Если 7=90°, то с0з У=0, и, слфдовательно, должно быть: 
В —Ст=0, 01— Ап=0, Ат— В =0, что можно представить 

въ видв слфдующей пропорщи: 

4-80 
том 

Итакъ, для перпендикулярности прямой и плоскости требуется 

пропоршональность угловыхъ коэффищентовь прямой и плоскости. 

Услошя перпендикулярности прямой къ плоскости проще вывести 

изь сл»дующихь соображен1й: когда прямая (1) перпендикулярна къ 
плоскости (2), то углы а, В, 1, образуемые ею съ осями координать, 
равны угламъ а’, 8', 1' перпендикуляра къ плоскости съ тфми-же осями, 

Т.е. а=а, В, 1=1, а тогда изъ пропорцёй (5) и (6) полу- 
заемъ непосредственно искомыя услов!я перпендикулярности прямой 



къ плоскости: А В [03 

68. Уголь прямой съ плоскостью при косоугольныхъ координатахъ находится 

при помощи соображен!й, аналогичныхь съ изложенными въ $ 56. 

69. Задача. Найти уголь между двумя данными прямыми. 
Пусть заданы двф прямыя: 

2—2 У 
1 т т (1) 

2 я-а вЫ. (2) 
т уз 

Разсмотримъ прежде всего, когда прямыя (1) л (2) перес$каются 

между собою. Еели двф заданныя прямыя пересфказтся между со- 
бою, то онф лежать въ нфкоторой плоскости: 

Аз- Ву+0=-О=о0. (3) 

Такъ какъ прямая (1) лежитъ въ плоскости (3), то и точка 5,, 
у,, 2) лежить въ той-же плоскости; слфдовалельно, уравнеше (3) 

можеть быть написано такъ: 

А (2—4) + В (уу) +С @—=)=0. (4) 

Такъ какъ 06% прямыя (1) п (2) лежать въ плоскости (4), то 

можно сказать, что онф параллельны этой плоскости, что выражается 
условями: 

(5) А+ Вт--От=Ои 47, -- Вт, +Сп=0. — (6) 

Уравненшя (5) и (6) могуть быть переписаны въ вид слфдую- 

щихь пропоршй: 

А В С 
тп, —пт шт тбШЩт И’ 

слфдовательно, уравнен!е (4) можеть быть написано въ такомъ вид: 

(тп, — тт) (2—2) = (1—1 п) (у— у) 

= (т, —т 2.) (2—=)=0. (1) 



© 
— 448 — 

Такъ какъ вторая прямая (2) лежить тоже въ плоскости (7), то 

координаты 2,, у,, 2, точки, лежащей на ней, должны удовлетво- 

рять уравненю (7). Подставляя эти координаты вм%сто 2, у, & въ 
уравнене (7), получимъ окончательно условие: 

(т, п, —п,т,) (2, — 2.) + (п, 1, — 1 п) (у,—)-- 

+ (т, —т, 1,) (а, —=.) =0, (*) 

которому должны удовлетворять заданныя числа 

2 Ус Вау Янь 9,813.45 Жь, Ш У, 9, 

для того, чтобы заданныя прямыя (1) и (2) взаимно пересфкались. 

На практик, еели приходится рёшить вопросъ, пересфкаются-ли 
дв% данныя прямыя, проще всего поступить такимъ образомъ: р%- 
шить три изъ четырехъ заданныхь уравнен!Й относительно г, у, # 
затфмъ подставить полученныя выражен!я для этихъ координать въ 

четвертое уравнен!е; если оно посл% этой 

подстановки обратится въ тождество, то 
прямыя пересфкаются; въ противномъ- 
же случаЪ не пересфкаются. 

Обращаемся теперь къ опредфленню 
угла У между направленями заданныхъ 

двухъ прямыхъ (1) и (2). Проведемъ изъ 
начала координать два направлешя [и 

Черт. 280. !, параллельныя направленямъ задан- 

ныхъ прямыхъ 1, (1) и 1/ (2) (см. черт. 
230); тогда, обозначая черезъ о, В, 1 углы, составляемые направле- 
шемь / съ положительными направлешями осей ОХ, ОТ, 047, & 

черезъ о/, В', 1’ углы, образуемые направлешемъ [” съ т®ми-же на- 
правленями осей, получимъ дв® пропорщи: 

608% _ 6088 _ 6081 т. 08а! _ 6088" _ 6081 
т п й т’ э" 

откуда, принимая во внимане, что уголь между двумя заданными 
прямыми УТ’ есть не что иное, какъ уголь 10/7, получимъ: 
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И-тт-ви 

=УР-- тт. У + т? 
608 У 

Изъ этого выражевшя косинуса получимъ слфдующее услове пер- 
педикулярности двухъ прямыхъ: 

Ин тт! -н ви =0. 

Услоше-же параллельности будетъ: 

тм 
ТТ т" 

70. Случай косоугольныхъ координатъ трактуется по $ 56. 

71. Общее уравненёе плоскостей, проходящих» через заданную 

прямую. 
Пусть будуть 

Аж-- Ву+ ба 0=0 

А’е-- ВС р=о0 (и) 

уравнен1я, опредфляюция заданную прямую. 

Обозначая для краткости 

Аж-- Ву+ 0 О=а, Аж Ву С'я-- 0'=В, 

можемь переписать уравненя (1) въ такомъ видЪ: «а=0, В=0. 

Уравнене любой плоскости, проходящей черезь прямую ®« = 0, 

В=0, можеть быть написано такъ: о —8=0.... (2), гд® Ё есть 

совершенно произвольный параметръ. МЪняя параметръ №, будемъ 
получать различныя плоскости, проходяция черезъ прямую (&=0, 
— 0). Что плоскость проходить черезъ прямую (1), слдуеть изъ 

того, что это уравнеше (2) удовлетворяется координатами любой 

точки, лежащей на прямой (1); другими словами, т%ми координа- 

тами, которыя удовлетворяють заразъ двумъ уравнешямь «0 и В=0. 
Этоть параметрь 2 опредфлится, если заставимъ плоскость проходить 
черезь заданную прямую и, кромф того, удовлетворять еще какому- 
нибудь добавочному условию. - 

1) Чрезъь заданную прямую провести плоскость, проходящую 
черезъ нфкоторую точку М, (2, У,, 2%), не лежащую на заданной 

прямой. 
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Обозначая 

Аж -н Ву -н Са, -+ДР=аь, А’ Ву С", д =, 

замфчаемъ, что а, и В, суть ифкоторыя числа, отличныя оть нуля, 
ибо точка 2.) У,, 2, не лежить на прямой «а=0, В=0. 

Остается въ уравненши а — #3 =0 коэффишенть # подобрать такъ, 

чтобы было а, —1,=0, откуда =, такъ что окончательно 

уравнеше плоскости, проходящей черезъ заданную прямую и задан- 
ную точку, будеть имфть видъ: а8, — ав = 0. 

2) Провести черезъ заданную прямую «=0, 8=0 плоскость, 

перпенкулярную къ плоскости 

А"т-н В"у -- ("= р" =0. @ 

Услове перпендикулярности плоскостей « — #8 =0 и (*) можеть 
быть написано въ такомъ видЪ: 

(ААА!) А" (ВВ!) В" (С—#0') ("=0, 

откуда окончательно: 

АА"-- ВВ" 00" 

Е дед ВО" 
3) Черезъь заданную прямую «=0, 8==0 провести плоскость 

параллельную другой заданной прямой: 

2—1, _у—у 
бар то (“) 

Услове параллельноети плоскости « — 48 —0 и прямой (**) мо- 

жеть быть написано такъ: 

(А— А!) 1-- (В В") ть (@—0') п =0, 
откуда 

А1-- Вт-- Сп 
И = ЕВЕ = 

72. Задача. Проектировать заданную точку назаданную плоскость, 
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Пусть задана точка М, (%., У,, 2.) и плоскость 

Аж- Ву+Са--д=о0, (1) 

Уравнешя искомаго перпендикуляра, опущеннаго изъ точки №, на 

плоскость (1), пусть будуть: 

ых рр / МАИ ен 
1 т в › (2) 

тд% 7, т, в нёкоторые, пока произвольные, коэффищенты. Прямая (2) 
должна быть перпендикулярна къ плоскости (1), п, слфдовательно, 
должно быть 

т я 
А. `В’ 0 

откуда получимъ окончательно уравнен!я перпендикуляра въ слфдую- 

щемь видЪ: 

Е У РН Е а вь 8 
Найдемъ теперь координаты основаня перпендикуляра, или, дру- 

тими словами, координаты проекши точки М, на плоскоети (1). 

Уравнеше (1) можно написать такъ; 

А (2— %) + В (у—%)-0 (&— 2) = Вь 

тд 

р, = — (Аж + Ву, +-С-н 0); 

на основан!и извёстныхь свойствъ пропорщи, получаемъ; 

2—2 У 2% т ты 

А (#—2,) = В (у—у)-+С (@&—^) р 
д В+ 0? ЭВ 0 
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откуда координаты искомой проекши будуть: 

Ри | 
ЕВ ЕЕ ЕГО 
т Р.В 
У де В 07° 

8 2.6 
ЕЯ ан 08 

Разстоян!е 8 проекщи оть заданной точки М,, или, что одно и 

10 же, длина проектирующаго перпендикуляра, или разстояше точки М, 
до плоскости (1) опредфляется такъ: 

8= + (2—2, (у— у) - @ — =.) = 

1, — (Аж, Ву, -н Са, 2). 

== Уд? - Вз- 0 =И4- В+ 0 ’ 

послёдняя формула для разстояня точки М, оть плоекости (1) была 
уже выведена нами изъ другихь соображен1И. Знакъ передъ корнемь 

У 4? - В*- 03 

выбирается такъ, чтобы результать быль положительный. 

Примтрз. Пусть дана точка М, (7, =1, у=2, „=— 3) и 
плоскость: 32 — у-+ 42 — 1=0. Уравнешя проектирующато перпен- 

дикуляра будуть 2—6. У. Е 8 
3 —1 4 

Координаты же проекщи будуть: ` 

1.8 со. 18.(=1) } 12.4 
ЕЕ НОЕЕЕА ед они 

73. Задача. Проектировать заданную точку на заданную прямую. 

Дана точка М, (т, У, 2.) и н®которая прямая: 

д—я, _У—у, _=—& 1 г 1 > 1, (1) 

тдф, очевидно, 2, У,, 2;, [, т, п числа заданныя. Требуется на- 
писать уравнене плоскости, проектирующей точку М. на прямую (1). 
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Такъ какъ искомая плоскость должна проходить черезъ точку М,, 
то ея уравнеше можеть быть написано такъ: 

А (х— 2) -- В (у— у) С (2— =) =0, (2) 

тд® остается опредфлить коэффищенты А, В, С подъ тфмъ услов- 
емъ, чтобы плоскость (2) была дЪйствительно перпендикулярна къ 

прямой (1); для этого должно быть: 

0 
Гот в. 

Слфдовательно, уравнеше искомой плоскости будеть окончательно 
имЪть видъ: 

1 (2—2) т (у—\)-нп (2—2) =0 (3) 

Координаты искомой проекщи заданной точки на заданной пря- 

мой опредфлятся рёшешемъ относительно 2, у, 2 уравнений (1) и (3). 
На практик%, если прямыя заданы уравненями, не приведенными 

къ виду (1), можно, не приводя ихъ къ этому виду, искать плоскость, 
которая-бы была перпендикулярна къ двумъ плоскостямъ, опредфляю- 
щимъ прямую. 

„Примьръ. Пусть требуется провести черезъ точку М,, коорди- 
наты которой суть 2, =1, у,=1, 2=1, плоскость, перпендику- 

лярную къ прямой: 

уча =1, ху 3==2. (1) 

Для опредфленйя угловыхъ коэффищентовь этой прямой исклю- 
чаемъ сначала одну изъ координать, напр., 2, а потомъ другую; 

напр., у; тогда получимъ два уравненя: 

у 28=1н —#8=0. 

Отсюда, рёшая относительно 2, получимъ: 

такъ что уравнен!я заданной прямой могуть быть написаны въ та- 

комъ вид%: 2—0 у 0 

т 



= Ве 

Уравнеше перпендикулярной плоскости, проходящей черезь точ- 

ку (1,1, 1), будеть: р 

(#——2(у—1-+(@—1) =0 и — Зу-на=0. (2) 

Для нахожденя точки пересфчен!я плоскости (2) съ прямою (1) 

р№шимъ уравненя (1) и (2) относительно 2, у, 2; получаемъ: 

1 1 1 
Е Ижс 

Разстояве заданной точки (1, 1, 1) до заданной прямой (1) бу- 
деть не что иное, какъ разстояне между точками (1, 1, 1) и 

т вы | 
3 3? 3/? 

опредфляемое по формул: 

а = (1-3) = =. (1-5 УВ 

74. Задача. Опустить изъ данной точки пернендикуляръ на дан- 
ную прямую. 

Пусть дана точка М, (2, у, 2) и прямая Г, опредфляемая 
уравненями: 

Аз-- Ву+0в-0=0 
№ И () А'е- Ву ('в- 1'=0 

Перпендикулярь М,№М, опущенный 
изъ точки М. на заданную прямую 1», 

можеть быть опредфленъ, какъ перес#- 

Черг. 281. чеше слфдующихъ двухъ плоскостей: 

плоскости Р, проходящей черезъ точку 
М. и прямую Г, (ем. черт. 231), и плоскости ©, проведенной изъ точ- 

ки М, перпендикулярно къ прямой Г. Уравнеше плоскости Л будеть: 

(Аж-- Ву-Ся-н 2) (А'ть-н Ву. С'.- 0’) = (Аж-н 

—= Ву, + С»ь-- 0) (А'ж-- Ву 0'=- 0) =0. (2) 
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Уравнене же плоскости © можеть быть написано такъ: 

(В6'—СВ') (1—4) (0А'— А') (у—у)-= 
- (АВ'—ВА') (2—2) =0. (3) 

Уравнен!я (2) и (3) опредфляють искомый перпендикуляръ. 
Примтрз. Найдемь уравнене перпендикуляра, проектирующаго 

точку М. (1, 1, 1) на прямую 11 

жуча=1, + 2у38=2. (1) 

Уравнеше плоскости Р, проходящей черезь прямую Г›, будеть: 

жучж=—1—Й (2 2у-32—2)=0; 

подставляя сюда координаты точки №., получимъ: 

1-1-1—1— (1+2+38— 2) =0, 

1 
такъ что =. Слфдовательно, уравнеше плоскости Р будеть: 

22 зу 28 —2— (1-н Зу38—2) =0, 
или 

#—8=0. (2) 

Уравнеше плоскости О уже найдено для этого примфра въ $ 73. 

Найдемъ это уравнеше иначе. Плоскость О проходить черезъ точку Мо, 
слфдовательно, ея уравнеше имфеть видъ: 

А (2—1) В(у— С @а—1=0. (3) 

Эта плоскость должна быть перпендикулярна къ обфимъ плоскостямъ, 

опредфляющимь прямую (1). Выражая условя перпендикулярности, , 
получимь два уравнешя 

Д.1-+8.1-+0.1=0, А.1-+ В. +0.3=0. 

Отсюда 
А=0, В=—9С, 

Подставляя, получимъ 

С(&— 1 — 20 (9-0 (а—1=0, 
или окончательно 

(2—П—2(у—П-(а—1=0. 
Д. А. Граве, 29 
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Итакъ, искомый перпендикуляръ опредфляется уравненями: 

д—8=б0их—2у-з=0. 

75. Задача. Найти кратчайшее разстояще между двумя задан- 

ными прямыми. 

Пусть будуть заданы: прямая Г, уравнен!ями: 

2—4 9—% 8—5 

78 ть т @) 
и прямая Г/ уравнешями: 

#4: 9—9: 8—1 

й т т“ (2) 

Черезъ прямую Г, проведемъ плоскость Р параллельно другой 
прямой 1/; для этой цфли надо въ уравнени: 

А (2—2) -+ В (у—9,)+С (в—в)=0 (3) 
коэффищенты А, В, С опредфлить изъ двухь слфдующихь условй: 

.41, + Вт, + Сп, =0, Ай -+ Вт, + бп, =0, 
откуда 

тд 

б=т, я, — т т, О=щ А — Ат, ВЕт —т, 4. 

Итакъ, окончательно уравнеше плоскости Р будеть имфть видъ: 

5 (1—1) +0 (уу) (2—5) =0. (4) 
Кратчайшее разстояще №№' (см. черт. 232) между двумя задан- 

ными прямыми равно разстояню любой точки, лежащей на пря- 

мой 1/, до плоскости Р. Взявъ, напримёрь, на прямой 1/ точку 

(т,, у:,,2,), получимь искомое разстояне между прямыми въ та- 
комъ видЪ: 

д 5 (21—42) +9 (у, —%)- А (2, —&) 

Буфф № 
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Что касается до уравненй общато перпендикуляра №№" двухъ 

заданныхь прямыхъ, то этоть перпендикулярь можемъ опредфлять, 
какъ прямую пересфчен!я двухъ плоскостей, проведенныхь черезъ 

заданныя прямыя перпендикулярно къ плоскости Р. Уравневя по- 
слфднихь двухь плоскостей опредфлятся безъ всякаго затрудненя 
на основани уже приведенныхь раньше соображенй; эти два урав- 

= 
Черт. 282, Черт. 288. 

нен!я и будуть уравнешями прямой кратчайшахго разстояня №№! 
(см. черт. 233). 

Примтрз. Найти кратчайшее разстояне между прямыми: 

(1) +у+==1Т изу 32=2; (2) 2—у=0из=1. 

Черезъ прямую (2) проводими плоскость Р: 

&—У—й (8—1 =0, 

параллельную прямой (1), уравнене которой можно написать такъ: 

0 2—0 у! 5 
о =-1 

Для опредфлен:я & получаемъ уравнеше 

1.1+(—1)(-2) +(-.1=0; ву #=3. 

Слфдовательно, уравнене искомой плоскости Р есть 

—у—38+3=0. (3) 

Остается найти разстояще до плоскости (3) оть любой точки пря- 
мой (1), напримфръ, оть точки (0, 1, 0). Искомое разстояше будеть: 

0—1—3. 0-3 2 

УЕ И" 
29* 
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Найдемъ теперь уравнен!я общаго перпендикуляра. Проводимъ че- 

резъ прямую (1) плоскоеть перпендикулярно къ плоскости Р (3); 
получаемь плоскоеть: 

ж-уж8—1—й (ху 3—2) =0, 

или, что одно и то же: 

а— = (1—2 уаз =—1+9=0. (4) 
Услоше перпендикулярности двухъ плоскостей (4) и (3) будетъ: 

(1—4) —(1—2#)—3(1—34) =0; 7 

откуда, = тв слфдовательно, уравнеше (4) принимаеть видъ: 

1 4у+а=4. (5) 

'Уравнеше (5) будеть однимъ изъ уравненйЙ искомаго перпендикуляра; 
другое уравнеше получимъ, если проведемъ черезъ прямую (2) пло- 

скость, перпендикулярную къ плоскости Р (3). Въ самомъ дЪлЪ: 

&—у— (8—1) =0; (6) 

надо подобрать ® такъ, чтобы плоскость (6) была перпендикулярна 

къ плоскости (3), т. е. чтобы было: 

1,1 (—1 (-9-(=3) (2 =0, 

2 > 
откуда #5 такъ что второе уравнеше искомаго перпендикуляра 

будеть: 
9% —Зу2==2. 

Примтрз. Найти уравненя кратчайшаго разстояня между двумя 
прямыми. 

Е 1 д—у—в8=0 я 

ву Зе +2—0| 0). 48—38 +1=0] (8). 
Проведемъ черезъ прямую (2) плоскость, параллельную прямой (1). 

Общ видъ уравненйя плоскостей, проходящихъ черезь прямую (2) 
есть 

42 — 38 +1—#(%—у—а- 3) =1. (3) 

Для того, чтобы плоскость (3) была параллельна прямой (1), надо 
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подобрать параметръ & такимъ образомъ, чтобы не существовало точки 
ветрфчи плоскости (3) съ прямою (1). Координаты точки встр®чи 
плоскости (3) съ прямою (1) опредфлятся черезь рёшене относи- 
тельно 2, у, 2 трехъ уравнен!: (1) п (3). Выразимъ изъ уравнешй 

(1) уи 2 черезь 2, получимъ: 

3 1 1 1 

а а 
Подставляя полученныя выражения у и 2 въ уравнеше (3), получим: 

42—23 (- 2+3) 
6 2 

1— А ж-н ь 1 3) =0 +1 ( 5 2+5-+6 2 5+3) =, 

или 
18 8 
32 в (2-3) =0, 

или я 

(18 — 34) 2 — 94 =0. 

Поелфднее уравнеше даеть координату х искомой точки пересфчен!я. 
Для того же, чтобы поелфдней точки не существовало, необходимо, 

чтобы 2 въ уравнеши пропадало, т. е. чтобы было 

18 — 8 =0, 

откуда опредфляется Х, принадлежащее плоскости, параллельной пря- 
мой (1) и проходящей черезъ прямую (2). 

ДальнЪйшее рьшене задачи то же, что и въ предыдущемъ примфр%. 

76. Покажемь еще выражене для разстоян!я между двумя пря- 
мыми, уравнешя которыхъ даны въ видф: 

(1) = 8 р, у=ба-ни([) а =а ау, у=Ия-у. 

Веякая плоскость Р, проходящая черезь прямую 1, опредфляется 
уравнешемь вида: 

(ви —р)—К(у——9)=0; 
эта плоскость параллельна прямой 1/, если выполнено услове: 

и! — 16! — (а — №) =0, 



откуда 

такъ что уравнеше плоскости Р принимаеть видъ: 

(6 —6') (#— аз —р)—(а—ч') (у—&—0)=0. 

Разстояще какой нибудь точки прямой 1/, напримфръ, точки 

(р’, а’, 0'), въ которой она пересфкаеть плоскость ХОУ, до этой 
плоскости выражается такъ: 

:_-_@—=#)@—#)—(@—@) (4—4) 
Уе—а--6—и =} ° 

Это и есть искомое кралчайшее разстояне между двумя данными 

прямыми. 

77. Задача. Найти объемъ тетраэдра, вершины котораго находятся въ точкахъ: 

М, (в, 9,21), М, (2, уу, 2), М, (0, 9,23), М, (ка Уь, 2). 

Уравнеше плоскости, проходящей черезъ точки 1/,, 2И,, 1И., есть: 

уу еь 1 
2:, Уз, 2» 1 = Ах (ё-0=0 
дз» Уз, #з, 1 рес х 
т, у а 1 

тдВ 

У» 25 1 2 2, 1 2, у, 1 21, Ул, 21 
А=— у, 2, ||, В» в» 1|,О=-— |» у», |, Оз | У, 2 |, 

Ув 2, 1 2, #1 2, У», 1 2, Уз, 2 

А, В, С прехставляють удвоенныя площади проекщй на плоскости координать 
треугольника М, М, М, (ем. $ 34. Геом. дв. изм.) 

Уз В+ 0 

будетъ удвоенная площедь самого треугольнике М, М, М,. Площадь же тетра- 
эдра будетъ равна: 

о 
г 34: ВО. ъ, 
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тд / — разетояше отъ точки 2{, до плоскости треугольника М, М, М, и 

Аз. Ву, 0.5) 

Уве ° 
Са®довательно, ушестеренный объемъ тетраэдра равняется; 

= 

2, у, 1 
х., Уз, 2, 1 
хз, Уз, 2, 1 
2, У 2 1 

Аз, Ву, -+ С. -+П= 

Равенство нулю послдняго опредъяителя есть СЕВ того, что четыре данныя 

точки лежатъ въ одной плоекоети. 

78. Задача. Вычислить объемъ тетраэдра, образованиаго четырьмя данными 
плоскостями. 

Пусть уравнешя плоскостей, образующихь тетраздръ, будуть: 

Ах Ву 02 Ш =0, 

Ат + Ву +0 +0! =0, 

А"х + В"у С": +1" =0, 

А"ае-- Ву 0". О"! = 0. 

Искомый объемъ найдемъ, вычисливъ координаты вершинъ и подставивъ найден- 

ныя выражешя въ формулу предыдущаго параграфа. 

Результатомъ будет ушестеренный объемъ тетраэдра, данный выраженемъ: 

(аВ’ с'р" 
<в’с”) атвтот сатв"б) са", 

въ которомъ стояния въ скобкахъ величины обозначають опредвлители (ем. при- 

бавлен!е). 
Опредлитель, стояпий въ числителЬ, а съ нимъ и искомый объемъ, обраща- 

ютея въ нуль, когда четыре данныя плоскости проходять черезъ одну точку; 
знаменатель же обращается въ нуль, когда три изъ данныхь плоскостей паралдель- 
вы одной прямой. Опредфлители въ знаменателв суть миноры числителя, взятые 
относительно элементовъ 1). 

Задачи. 
1. Найти точку пересёченя трехъ плоскостей: 

35—49 72—10=0; 22—у—2-+7=0; + Зу— 52+ 10 =0. 

Отв. (—1,2, 3). 
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2. Провести плоскость черезъ три точки: 

(0, 1, 4), (2, 3, 6), 1, —1,—4). 

Отв. 2% —ЗунЕ—1=0. 

3. Найти уготъ между двумя плоскостями: 

22 УЗ у+ И? г—17=0; Уза-+у+А=0. 
Отв. 30°. 

4. Найти разетоян!е отъ точки (1, 1, 1) до плоскости: 

2х — бу 92-56 =0. 

Отв. 1. 

5. Между плоскостями: 

25 + Зу—21=0и 22+ 3у— 210 =0 

провести воеемь плоскостей, параллельныхъ заданныхь и равно отстоящихь другъ 
оть друга. 

‘Отв. См, $ 59. 

6. Показать, что прямая лишая, проходящая черезъ начало координать и ©0- 
ставляющая съ осями углы а, В, 1, опредфляется уравнешемъ: 

Я -Ну- 27 = (2603 &- ус0зВ + 20081}. 

Отв. Данное уравнеше можеть быть написано такъ: 

(2 605 В — ус0з а}? + (у6051 — 2 6038) + (2608& — 008 1) =0; 

слЪдовательно, оно выражаетъ прямую: 

В 
са 008 В 2081 * 

7, Найти уголъ, составляемый прямою: х-н2—3=0, у-+ 4—0 

въ плоскостью: 2 — бу— 182=2. 

Отв. 45°. 

8. Пересфкаютсл-ли въ пространств прямыя, опредваяемыя уравненями: 

25 и у#—1=0 
28-у—#—17=0 | й— 32—16 =0]* 

9. Найти уголъ между прямыми: 

6 —у—2=6 и 2-1 у 1 

2 5 25 ну—2=4 
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10. Черезъ прямую: 2-5 Зу-= 32 —1=0; 32 —Зу2— 2 = 0 

провести плоскость, параллельную прямой: 2х —уня— 3=0; #=0. 

11. Составить уравнене плоскости, проходящей черезъ начало координать и 

черезъ дно взаимнаго пересёченя плоскостей: 

Аж-- Ву О-- ОФ=0и Аж Ву (8- 0'=0 

и опредфлить услов!е, при которомъ искомая плоскость дьлить пополам уголь между 

данными плоскостями. 

р} 42 В+ 0 
ия (5) = 0" 
12, Составить уравнеше плоскости, проходящей черезъ дв® параллельныя пря- 

мыя, коихъ уравневя суть: 

. См. Геом. дв. изм. $ 47. 

ха ув 2-е ва У #6 

1 т тт т %- == 

Отв. (х —а)[т(е— с) —п (6—5) -+.... =0. 

13. Показать, что уравневе плоекости, проходящей черезъ точку (о, В, Ти 

дающей на осяхъ 2 и у соотвтетвенные отрзки @ и В, веть 

ЕН А 
а = (+5 ). 

14. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ точки (1,—1, 2) на прямую: 

#&=у=2г. 

74 
Отв. а 

15. Составить уравнешя прямой, проходящей черезъ точку (а, 6, с) и состав- 

ляющей данный уголь съ плоскостью ` 

Ах -- Ву С: =0. 

Отв. Задача неопредфленная, такъЪ какъ безчисленное иножество прамыхь мо- 

жеть удовлетворять даннымъ услов!ямъ. 

16. Что выражаеть уравнение: 22 — у? = 22? 
Отв. Четыре прамыя лин. 

17. Опредьлить условше, при которомъ три уравненя: 

&=еу-- $2, у=ае-нож, 2== фе -ау 

выражають одну прямую линйю, и показать, что уравненя этой прямой суть 



слбдующи: 

Отв. Искомое услове есть: а? -Н 6? + с? + Забе =1. 
18. Черезъ начало координать и черезъ диншю взанмнаго пересфченя двухъ 

плоскостей: 

2 сз а-Ну с03 В--2 6051 —р=0, 4 608 а, НУ 0$ В,-Н2 60$ 1,— р, = 0, 

проведена плоскоеть; перпендикулярно къ ней, и черезъ ея пересчен!е съ коорди- 
натною плоскостью 2у, проведена другая плоскость. Составить уравнен!е этой по- 
слдней. 

Отв. (р, с08 #— р 603 а,) + (р, с0з В—р 603 В,) у 2—0, 

тв 

(р, 8 & — ров а, + (р, 608 В —р 003 В, + Х (р, 603 1— Р 00 1.) = 0. 
19. Дано уравнеше плоскости: 

4 605 а у 608 В- = 605 1=8. 

Воспользоваться этимъ уравнешемъ для доказательства слфдующей теоремы. 

Еели треугольникъ проектируется на каждую изъ трехъ прямоугольныхь коорди- 
натныхь плоскостей, то сумма пирамидь, которымъ проекщя треугольника слу- 

жить основашями, и которыхъ общая вершина лежить на плоскости самого тре- 
угольника, равняется такой пирамидЪ, для которой основанемъ служить самъ раз- 
сматриваемый треугольникъ, а вершиною— начало координатъ. 

20. Составить уравневя прямой, соединяющей точки (а, 6, с), (&’, ®', с'), и 

показать, что эта прямая пройдеть черезъ начало координать, если существуеть 
такая зависимость: 

аа’ 5 ВИ с! = рр’, 

гдВ рир' суть разетоявя точекъ (а, 6, с) и (а', В', с') отъ начала координатъ. 

21. Показать, что уравнешя: ъ 

28-51 _У--Г #1 
&1 УЕ 21 

выражають собою четыре прямыя лини и что косинусъ угла, составаяемаго кото- 

рыми либо двумя изъ этихъ прямыхъ, равняется */.. 

23. Даны двЪ сабдующия плоскости: 

ш-- туета = ра тут =, 

ТВ Р-н -- п" = 1 и т +2 = 1. 

Требуется найти длину перпендикуляровъ, опущенныхь изъ начала координать на 
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двЪ таюя плоскости, которыя проходять черезъ линтюо перес®ченя данныхъ плос- 

костей и дъяять пополамъ уголь между ними. 
‚ й 

тв. И еР.. ТВ = ти" пи’. 
Уз--2® У—2% 

23. Имются ® плоскостей, изъ которыхъ никак!я дв пе параллельны между 

собою, никав!я три не параллельны одной и той-же прямой и никашмя четыре не 

проходять черезъ одну и ту-же точку. Показать, что эти плоскости взаимно пере- 

сбкаются по 5 (в— 1) прамымъ, и что эти прямыя пересфкаются между собою въ 

п (п—1) (п— 2) 

Т.2.8 

24. Составить уравнене плоскости, проходящей черезъ начало координать и 

составляющей равные углы съ тремя данными прямыми, тоже проходящими че- 

`резъ начало координать, 
25. Плоскость задана уравнешемъ: 1 + ту-н яг = 0. Требуется составить 

уравнешя прямой лини, лежащей въ этой плоскости и дБлящей пополамъ уголь 

между лин1ями пересечений данной плоскости съ координатными плоскостями 22 и 2у/. 

точкахъ. 

Отв. Искомыхъ лин двЪ, и он® опредвляются совокупностью уравненй: 

10 -- ту пе = О из Ия = уу. 

26. Прямая, уравневя которой заданы, пересфкаеть координатныя плоскости 

ВЪ трехъ точкахъ. Опредёлить углы между прямыми, соединяющими эти три точки 
съ началомь координатъ, Если же эти углы (а, В, 1) заданы, то показать, что 

‘уравнеше поверхноети, образуемой всевозможными положешями вышеупомянутой 

прямой, есть 

2 И юпа + уУ мов --2У мат = 0. 

О шар. 

79. Шаромз называется геометрическое м$®сто точекъ, равно удален- 

ных оть одной заданной, называемой центром» шара (см. черт. 234). 

Положеше въ пространств® и размфры шара будуть опредфлены 
задашемъ координать центра С’ (а, 6, с) и величины радуса =. 

80. Обозначимь черезъ 2, у, 2 координаты какой нибудь точки М, 
лежащей на заданномь шарф, не указывая, которой именно; тогда 
разстоян!е точки № до центра шара С’ выразится по формул: 

У — а) 9—8 =@— 0). 
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Приравнивая полученное выражене радтусу шара х, получим 

уравнеше шара въ такомъ видф: 

(х—а + (у— 6) (а—с)*=т. 

Если центрь шара лежить въ на- 
чалЪ координать, то уравнеше его 

‚хо ПРинимаеть болфе простой видъ: 

у —= т. 

81. Въ случаЪ косоугольныхъ координат, 

уравнеше шара имфетъ видъ: 

(2— а) + (у—6) (2—0) 3(2—а(и-=В)у-н 

—2(у—5)(#—®^-+2(#—@(#—Фь=” 

Черт. 284. 

(см. $ 48). Еели же начало координать въ центр шара, то его уравневе имфеть 

видЪ: 
дну 2. уу. у. 2. А 2.2. р =. 

82. Раскрывая скобки въ уравнеши шара, мы его приведемъ 
къ виду 

2 -ну-н 2? - Ах Ву+0а-)=о. (1) 

Справедливо также обратное заключен!е; а именно, что какъ бы 
ни были заданы коэффищенты А, В, С, Х; уравнеше (1) опред$- 
ляеть поверхность шара, который въ частныхь случаяхь можеть 
обратиться въ точку и даже сдфлаться мнимымь. Въ самомь дфлЪ, 
уравнене (1) можно написать въ такомъ видф: 

(2-5) += (+9) +2 = = . 0. 

Легко видфть, что послфднее уравнеше опредфляеть шаръ, центр 
котораго имфеть координаты: 

дай ый 
рес о санИС 

И, 
& радусъ равенъ 
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Если подкоренное выражене равно нулю, то шаръ обращается въ 
точку, а при 

А В 0* р> 4 й 

уравнеше (1) не опредфляеть никакого геометрическаго м®ета, или, 

какъ говорять, опредфляеть шаръ съ мнимымъ радусомъ. 

83. Такь какъ въ уравнеше шара входять четыре параметра 
А, В, С, Ъ, то эти параметры можно подобрать такт, чтобы уравне- 

н1е шара удовлетворяло какимъ нибудь четыремь условямъ. 

84. Напримбръ, можно потребовать, чтобы шаръ проходить черезъ четыре за- 
данныя точки (2., У,, 2,), (2., Уз, 25), (25, Уз» 23), (2, Ул 24). Уравнене иеко- 

маго шара можетъ быть представлено въ такомъ видф: 

тур, уг, 1 

дну" На", 2 уь я, 1 
| 2 дану", 2, У 2 1 

оу", 2, Ув, 2 1 
жа -Нуе На, Фе у 2, 1 

85. Въ пересфченш шара плоскостью получается всегда кругъ, 

который обращается въ точку, если сФкущая плоскость проведена на 

разстоящи оть центра шара, равномъ радусу его. Въ этомъь случа№ 
сВкущья плоскость обращается въ плоскость, касательную къ шару. 
Если же плоскость проведена на разстоянш оть центра шара, боль- 

шемъ его радуса, то эта плоскость не пересфкаеть шара, но иногда 

товорять условно, что и въ этомь случа плоскость переезкается съ 
шаромь по кругу съ мнимымъ радусомъ. 

Изъ всего сказаннаго слФдуеть, что, нодобно тому, какъ прямая 

лин я въ пространствв опредфлялась двумя уравненями первой сте- 

пени, кругь въ пространствё опредфлится двумя уравненйями: 

(в— а) (у— В (а—в=” (1) 

Аж Ву-+ в 0=0, (2) 

какъ лишя пересфченя н%Фкотораго шара (1) еъ плоскостью (2). 

86. Напишемь уравнене шара въ вид® 

(2 — а) (у— 6) (в—6—т"=0. 
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Обозначимь первую часть его черезь (7; такъ что 

0 = (#— а) (у— 6) (8— в)*— т. 

Мы видимъ, что 0 =0, если 2, у, 2 суть координаты какой 

нибудь точки, лежащей на шарф. Покажемь теперь геометрическое 

значене (7, если 2, у, 2 обозначають координаты какой нибудь 
точки, не лежащей на шар®. 

Выражене (2 — а)*+(у—65)*-+ (2 —с)* есть квадрать разетоя- 

ыя МС точки М оть центра шара, слфдовательно, 

= Иб*—в = (Мб, (М0—»). 

На основанн соображенй, подобныхь приведеннымь въ $ 54 
(см. Геом. двухъ изм.), мы замфтимъ, что 07 будеть равняться квад- 

рату длины касательной, проведенной изъ точки М къ шару въ слу- 
ча%, если точка М лежить внф шара; если же точка М внутри 
шара, то О’ будеть равно взятому съ знакомъ — произведен!ю отр%з- 
ковъ сфкущей, проходящей черезъ точку М. 

87. Найдемъь уравнене касательной плоскости, проведенной къ 

ве (2 — а) (у— 6) ("— с} =”. 

Общее уравневше плоскости, приведенное къ нормальному виду, 
есть 

2608 а-- ус В+ 80081—р=0. 

Остается выразить услове того, что указанная плоскость лежить 
отъ центра шара на разстояни, равномъ рад1усу. Услоше это иметь 

ВИДЪ ы 
4608 &-+ 6608 8-5 66081 —р=-=/г, 

Вычитая полученное уравнене изъ уравненйя плоскости, получимъ: 

(2 — 4) 08 а (у— 6) с08В- (в— с) с081 === 1; 

какъ и слфдовало ожидать, при заданныхъ углахъ а, В, т, получаются 

дв плоскости, касательных къ шару и параллельныя между собою. 
88. Задача. Провести черезь точку, лежащую на шарф, каса- 

тельную плоскость къ шару. 
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Пусть координаты заданной точки на шарф будуть: 2, Уз» 255 
тогда уравневе касательной плоскости будеть, очевидно, имфть видъ: 

(1—4) со «-+ (у— 6) 608 В- (#— с) с081= г; 

причемь должны удовлетворяться два условя: 

(2, — @) 08 «- (у, — 6) 088 -+ (&—с)с081=7, (1) 

(2%, — @)- (и — 6) (&— с) =”. (2) 

Возвышая уравнене (1) въ квадрать и вычитая изъ уравнения (2), 
получимъ: Ге о 

— [(2, — а) с0за-н (у — 6) со8В-+ (&— 6) 081 = 0. 

Послфднее равенство можно переписать такъ: 

(6083 ан 609% В -+ 60931) [(2, — а) -н (у, — 6)*- (в — с) — 

— [(2.— @) 08 «-— (у, — 6) с08В-+ (=, — с) сот = 0. 

На основави тождества Эйлера (см. $ 55, слёдетые 2), мы по- 

лучимъ: 

[(и›—6) с081— (во — с) сова] [(#,— с) с08а— (ль—@) 08 

= [(2, — а) 088 — (%— 6) с081* = 0. 

Отсюда получаемъ пропорцио: 

1—6 _ в с _ Уаыь Оу-(в 0) :39 
68а 6088 6081 У 07-0098 0091 
откуда 

ыы ‚5 и = 
сова = ы он} = ) соз1 — Г. 

Подставляя полученныя выраженя косинусовь въ уравнеше каса- 
ЧЕЛЬНОЙ, получимь окончательное уравнеше въ такомъ видф: 

(#— а) (%—а) + (у 6—6) (&—б=ю, 
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89. Задача. Черезъ заданную прямую провести плоскость, каса- 
тельную къ шару. 

Пусть уравненйя заданной прямой будуть: 

Аж- Ву+0=—0=0, Ах Ву С,=- 0, =0. 

Уравнене искомой касательной плоскости имфеть видъ: 

А%-- Ву+ 0—0 —^(Ал-Ву-+0.в-=0,)=0, (*) 

гдз ^ надо будеть опредфлить изь того услошя, чтобы плоскость (*) 

отстояла оть центра шара на разстояше х.. 
Для опредфленя ^ получается квадратное уравнеше. Если оба 

корня его вещественные, то черезъ заданную прямую можно провести 
двф дфйствительныя касательныя плоскости; если же корни уравненя 

совпадають, то данная прямая касается шара и лежить, слфдова- 
тельно, въ касательной плоскости къ шару; наконець, если корни 
мнимые, то заданная прямая пересфкаеть шаръ въ двухъ точкахь и 
черезь нее нельзя провести ни одной касательной плоскости къ шару. 

90. Два шара пересфкаются по кругу. Въ самомъ дфлЪ, пуеть 

2 + у 2 Ах-+ Вук0=-0=0, (1). 

уе А-- ВунО=- 0, =0, (2) 

будуть уравненя двухъ шаровъ. Лия ихъ пересфчен1я опредфляется 
двумя написанными уравнешями (1), (2). Систему уравнений (1), (2) 
можно замфнить ей равносильною, если, удержавъ одно изъ уравне- 
в, напр. уравнене (1), вмфсто уравненя (2) возьмемь уравнене, 

которое получается черезъ вычитане (2) изъ (1). Это новое уравне- 
не имфеть видъ: 

(А—4,) 2 (В— В,)у-+(С—0,)=-(2—2,)=0. (3) 

Уравнене (3) опредФляеть, очевидно, н®которую плоскость. Итакъ 

мы видимъ, что задача опредфленя лини пересфченя двухъ шаровъ 

(1) и (2) приводится къ задач пересфченя шара плоскостью. 
91. Приведенныхъ примфровь достаточно, чтобы показать, какъ 

должны рёшаться различныя задачи на касательныя плоскости и 
прямыя къ заданному шару. 
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91. Соображеня о-полюсахъ и полярахь лин! второго порядка, 
& также теорля взаимныхь поляръ обобщаются въ пространств для 

шара. Если мы поставимь себф цфлью провести черезъ точку М, 
(2, У,, 2,) плоскость, касательную къ данному шару, то вопросъ 
приведется къ нахождению координать точки касашя искомой каса- 

тельной плоскости. Обозначимь координаты искомой точки касаня 

черезъ 2., У, 2; уравнеше касательной плоскости будеть имфть 
ВИДЪ: м 

(2—4) (%—а) + (у—9 (%—В-(@—6) (&—в=”, 

Условемъ того, чтобы эта плоскость проходила черезъ точку М,, 
будеть 

(2, — а) (&—@- (у. —В) (и—В-(в—09(&—д=”. () 

Искомыя координаты 2., у, 2, удовлетворяють, кромф условя (*), 

еще уравнению заданнаго шара, а потому эти координаты принад- 
лежать точк® пересфчен!я заданнаго шара съ плоскостью 

@— (+9 --+@е-да-д==. () 
Послфднее уравнене (1) есть не что иное, какъ услоше (*), въ 

которомъ мы отбросили значки у 2, У., 2.. Итакъ, мы видимъ, что 
черезъ данную точку можно провести безчисленное множество плос- 
костей, касательныхь къ заданному шару, точки касашя которыхь 

будуть лежать на круг, по которому перес$каеть шаръ плоскость (1). 

Плоскость (1) всегда существуеть, какь бы ни было задано положе- 
не точки М,. Если точка М, лежить вн шара, то плоскость (1) 

пересфкаеть шаръ; если точка М, лежить на поверхности шарау то 
плоскость (1) обращаетея въ касательную плоскость, и, наконець, 

если точка М, лежить внутри шара, то плоскость (1) не перес*- 
кается съ нимъ. Плоскость (1) называется яолярной плоскостью 

точки М, по отношению къ шару; точка же М, называется ея 
полюсома. 

92. Найти полюсъ заданной плоскости по отношеню къ шару. 

Представимъ уравнен!е заданной плоскости въ видф: 

А(#—а)-+ В(у—В-С(=—@-0=9. 
Д. А. Граве, 30 
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Сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ поляры точки №М;, полу- 

чаемъ слфдующую пропорцио: 

Фи баый тт бо вывоз 
А Втейвной а р 

Отсюда искомыя координаты полюса выразятся такъ: 

р ПР иво. (8) 

93. Геометрическое м%фето полюсовъ плоскостей, проходящихь 

черезъ точку М,, есть полярная плоскость точки М,. 
Условемъ прохождешя плоскости черезъ точку М, является 

уравнене: 

А (2, —@-В(у—6)-С(а—в-+0=о. 

Исключая изъ этого уравнешя коэффищенты 4, В, С, Л при по- 
мощи уравнен!я (*), получаемъ уравнеше: 

(#— а) (1, — а) +(у—В (у. - (2—9 (а-д=т. 

94. Геометрическое мфсто полюсовь плоскостей, проходящихь 

черезъ прямую Г, ееть н®которая прямая 1. 

Если плоскость 

А(—@-В(у—В-С(а—@-д=о0 

проходить черезъ н®которую прямую Г», то коэффищенты А, В, 0, р 
имфють видь: 

АА,» В ИВ,; 6—0, В.Р, 

Подставляя эти выраженя въ уравнене (*), получимъ, черезъ исклю- 

чеше произвольнаго параметра №, два уравнен!я первой степени, 
которыя опредфлять прямую 1. Если прямая 1, не пересфкаеть шара, 
то прямая { проходить черезъ двф точки касашя касательныхъ плос- 
костей, проведенныхь къ шару черезь прямую 1. 

Задачи. 
1. Найти координаты центра и радусъ шара: 

ту и — жж 3у—1=0. 
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Отв. (1, — 1,0}; 3. 

2. Найти координаты точекъ пересфчен!я шара 

(2 — 3} + (у- 3) @ -- 7 = 25 

съ прямою, опредфляемою уравненями: 

82-5 Бу — 52 — 141 =0 

4 + бу 5—3 = 0. 

Отв. Искомыя координаты выражаются цфлыми числами. 

3. Когда ПЛОСКОСТЬ = == 52-5 пу -- р касается къ шару 2? + у -н 2 =? 

Отв. р =гУ 1 - т? я. 

4. Въточвахъ ветрёчи шара 22 + у?’ 2? =? прямою 5=а2-нр, у=2-Н4 
провести къ шару касательныя плоскости, найти прямую иХЪ перес5ченя и уголь, 

ими образуемый. 

5. Найти геометрическое бото точехъ касазя кахательныхь плоскостей, про 

веденныхь къ шару 2' + у?-+ 2 —х— у—2=0 параллельно оси 2-овъ. 

6. Найти уравневе шара, касающагося трехъ координатныхъ плоскостей прямо- 
‘угольной системы, 

Отв. 27 у 2 — 2ах — Зау — Заз + 3а? =0. 

Т, Найти уравнене шара, касакищагося трехъ осей координать прямоугольной 
системы. 

078. 1 у-А — 3х — ау — За + @=0. 

8. Опредьхить шаръ по четыремъ точкамъ: (0, 0, 0), (1, 1, 1) (1, 1,— 1), 
(0, —1,--1). 

9. Найти геометрическое мфето точекъ, разетоявя которыхъ до двухЪ данныхъ 
точекъ находятся въ данномъ отношеши. 

Отв. Шаръ. Е 

10. Найти геометрическое мфето точекъ, сумма квадратовь разстоянйй кото- 
рыхъ отъ п заданныхъ постоянна, 

Отв. Шаръ, имфющий центромъ точку, координаты которой суть среднее арие- 

метическое координать заданныхъ точекъ. 

11. Найти геометрическое мфето срединъ хордь шара, парзллельныхь данной 
прямой. 

Отв. Плоскость. : 

12. Найти геометрическое м®ето центровъ круговыхъ очен! шара плоско- 
стями, параллельными данной плоскости, 

Отв. Прямая, 

30* 
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Поверхности второго порядка. 

95. Поверхноетью второго порядка называется геометрическое 
м%сто точекъ, опредфляемое общимь уравнешемъ второй степени: 

(А) А Ау? Ая 2Вуз-+ 2Вуах-- Вуду 

2.5 2бу+20 8-Е =0. 

Мы будемъ полутать различных поверхности второго порядка, из- 
мвняя коэффищенты А,, 4,, А,, В, ит. д., причемьъ, кэкъ легко 
видфть, шаръ будеть одною изъ поверхностей второго порядка, ибо его’ 
уравневе получается изъ общаго уравнения (.4) въ томъ случа%, когда 

А, =А,=А, =1, В, =В,= В, =0. 

Прежде чбмъ перейти къ классификащи и изучению основныхь 
типовъ поверхностей второго порядка, необходимо указать нёсколько 

общихъ ихъ свойствъ. 

96. Теорема Т. Степень уравневя поверхности второго порядка 
не мфняется отъ преобразовашя координать. 

Вь самомъ дфяф, въ етатьф о преобразован координать мы ви- 

дфли, что формулы общаго случая  преобразовавя координать им- 

ЮТЬ ВИДЪ: 

= а-нах" Ву’ та’; у ба ут; 

жена уния". 

Изь этихъ формуль видно, что старыя координаты выражаются 
черезъь новыя при помощи линейныхь функщй оть новыхъ коорди- 

натъ. Подставляя эти выраженя въ уравнеше /(2, у, 2)=0, по- 
лучимь новое уравнеше Ё(2', у’, 2') =0, причемъ функщя Е (з', у", 2) 
будеть нфкоторый полиномъ относительно 2', у', &'. Покажемъ, что 
полиномъ Ё (2', у’, 2) будеть второй степени такъ-же, какъ и поли- 
номъ: { (2, У, 2). Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ преобразован!е линейно, 

то очевидно, что степень полинома { (2, у, г) оть этого преобразо- 

вав1я не можеть повыситься. Равнымъ образомь мы замфчаемъ, что 
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степень не можеть понизиться, ибо тогда обратное преобразовале 

оть новыхъ координать къ старымъ повышало-бы степень уравненя, 

что невозможно. Итакь мы видимъ, что какое-бы мы преобравоваше 
координать ни употребляли, всегда поверхность второго порядка бу- 

деть имфть уравнене второй степени относительно координать. 

97. Теорема 11. Поверхность второго порядка пересФкается вся- 

кою плоскостью но кривой второго порядка. 
Раземотримъ сфченя поверхности (4) нфкоторою плоскостью 

ах + бу з-д =0. (1) 

Примемъ плоскость (1) за новую координатную плоскость (2 у'); 
кром® того, примемъ въ этой плоекоети дв взаимно перпендикуляр- 

ныя прямыя за новыя оси 2-овъ и У-овъ, прямую-же, перпендику- 
лярную къ плоскости (1), за ось 2-овъ и преобразуемь уравнение (4) 
къ новымъ координатамъ, выбраннымъ указаннымь образомь. По пре- 
дыдущей теорем, уравнене поверхности (4) превращается въ сл#- 
дующее: 

А Дун А-а-а ВВ! у’ 

наб + Оу 20 в! Е! = 0. (4’) 

Плоскость (1) въ новой системф координать будеть плоскостью 

(2 У), и, елфдовательно, ея уравнене будеть 2'=0, откуда урав- 

нене кривой пересфчен я плоскости (1) съ поверхностью (.') полу- 

чимъ, если положимъ въ уравнени (.4') 2=0. Уравнене. искомаго 

сЪченя будеть, слфдовательно, имфть видъ: 

Аа АВ ба Оу" = 0, (В) 

Итакъ мы видимъ, что кривая пересфчен!я поверхности второго 

порядка съ плоскостью есть лишя второго порядка. Въ частномъ 
случаЪ уравнеше линш второго порядка можеть опредфлять одну 
точку; тогда плоскость (1) касается этой поверхности въ одной 
точк®. 

Если же уравнеше (В) не опредфляеть никакого геометричес- 

каго мфета (въ случа мнимато эллинса), то плоскость (1) не пере- 

сЪкаеть поверхности А. Если уравнеше (В) опредфляеть систему 
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двухъ прямыхь, то по этимъ прямымь встрёчаеть поверхность (.4) 
сЪкущая плоскость. 

98. Теорема 111. Прямая пересфкаеть поверхность второго по- 
рядка не болфе, какъ въ двухъ точкахъ. 

Возьмемь нфкоторую прямую 1 и проведемь черезь нее плос- 
кость Р. По предыдущей теорем», плоскость Р пересфкаеть поверх- 

ность второго порядка (4) по коническому сфчен!ю, и, слфдовательно, 
прямая не можеть имфть болфе двухъ общихъь точекъ съ коничес- 

кимъ сфчешемъ, что и требовалось показать. Если-же прямая им*- 
еть еще третью общую точку, то вся она лежить на поверхности 

второго порядка. 

Преобразуемъь уравнеше поверхности (4) къ новымь координа- 
тамъ, причемъ за новую ось 2-овъ примемь прямую //. Пусть посл 
этого преобразованя мы получимь уравнеше (4'). Для нахождешя 

искомыхъ точекъ пересфчешя поверхности второго порядка съ пря- 
мою 1, необходимо рёшить относительно координать 2’, у’, &' урав- 
неше (4’) и два уравневя прямой 1,, которыя въ данномъ случа 
будуть: 

2—0 и 40, 

лбо прямая 1, есть ось 2'-овъ. Для опредфлензя координаты 2’ точекъ 
пересфчешя прямой 1, съ поверхностью получаемь уравнене 

Ааа 20 = р! =0, 

откуда видимъ, что, вообще говоря, не будеть болфе двухъ точекъ 

пересфченя прямой 1, съ поверхностью (.4). Иеключеше предетавля- 
етъ случай, когда всё три коэффишента А’,, С", 0’ равны нулю.” 
Вь этомъ случаз 2’ совершенно произвольно, и вся 0еБ’ 2-овъ, т. е. 
вся прямая 1,, лежить на поверхности второго порядка. 

99. Теорема ТУ. Ироекшя коническаго сфчен1я на любую пло- 

скость, неперпендикулярную къ плоскости самото коническаго сфче- 
дя, есть новое коническое сЪчене того же рода. 

На любой плоскости Р, уравнене которой пусть будеть 

92 5 бу 2+9 =0, (1) 

мы можемъ указать коническое сфчеше, какь пересфчене плоско- 
сти (1) съ нфкоторою поверхностью второго порядка (4) (см. черт. 235). 
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Если оси координать прямоугольны, то мы получимъ уравнене 
проекщи коническаго сфченя, лежащаго въ плоскости Р, на плое- 

кость (2), если изъ уравнешя (А) исключимъ 2 при помощи урав- 

нешя (1); въ результатв исключеня получается уравнеше второй 

степени: 

А, 2-28, ху С, уз руд Е у И =0, 

и, сл6довательно, искомая проекщя есть н®которое коническое с$- 

чене. 
Покажемь теперь, что видъ коническаго сфчешя не измнится 

оть проектированя. Въ самомъь дфлЪ, если’ заданная ливя второго 

порядка была системой 

двухь прямыхъ, то, оче- 
видно, такова же будеть 

и ея проекщя; если за- 

данная линйя втораго по- 

рядка имфла центръ, то 

очевидно, что проекшя \ 
этого центра будеть цент- 

ромъ проекцщи самой кри- х 

вой и обратно, парабола, 
какъ кривая безъ цент- 

ра, будегь имфть проек- У 

щею тоже параболу; кро- 

м} того, если заданная 

кривая съ центромь была эллицеомъ, т. е. коническимь сЪчешемъ 

конечныхь размфровъ, то очевидно, что и проекщя должна имфть 
конечные размры и, слфдовательно, будеть тоже эллицеомъ; нако- 
нець, гипербола даеть въ проекщи также гиперболу. 

Черт. 235. 

Преобразован1е первой части уравненйя (А) при помощи 

разложен!я на сумму квадратовъь линейныхъ функщй. 

100. Предположимъ сначала, что по крайней мёр№ одинъ изъ 
коэффищентовь 4,, 4, А, не обращается въ нуль. Пуеть этоть не 
равный нулю коэффищенть будеть, напримфрь, 4,; тогда, умножая 

на А,, расположимъ первую часть уравненйя (А) по степенямъ 2: 
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(А, ЗА, (Ву В, +0,)— 

А, А, у* + А.А, -+2А,В, уз-- 

34, у+2А.С,=-- АЙ=0. 

Прибавляя къ первой части и вычитая изъ нея квадрать трех- 

члена: 
Ву + В+ С, 

получимъ: 

[Ае-н (Вуу-ь Вя--,) — (Вну-ь Вуз 0.) -- А, Ау = 

- А, 4,2 4-24, Ву + 2А.Озу-+ ЗА. О.в А.Е-нО, 

откуда окончательно 

(Ах -- Ву -- Вуз 0) + Ау? + Вуз -- Са ЗДу = 

= 2Ез-н Е, =0, (А) 
тв 

А=А, А, — В*, В=АВ, — В.В, О=А, А, — В*,, 

р= 4,0, — В.С, Е=А,С, — В,С., К.= АЕ — 0%, 

Вь случаз, если 

А,А, — В, = 0; АВ, — ВВ, =0, А.А, — В, = 0, 

такъ что три коэффищента: 4, В, С равны нулю, то разложене 
первой части уравненя (А) окончено, п тогда уравнен1е (4) прини- 
маеть видъ: 

(Ах-н Вуу-н ВЕ -- С, --2Дунз ЕР, =0, (В) 

Уравнеше (В) показываеть, что въ данномь елучаз, по выдфлени 

квадрата линейной функци 4,5 + Вуу-+ В, + С,, въ первой 
части уравненя (А) остается линейная же функшя 2Ду-н 2Её-+ Ё,. 

Итакъ, въ случа А = 0, В =0, С =0, получаемьъ первый классъ 
поверхностей второго порядка, уравненя которыхъ могутъ быть пред- 

ставлены въ такомъ видЪ: 

ав =о, 
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тд 

а = Ах + Ву + В+, В = Ру +2 Ея + Р, 

Переходимь теперь къ случаю, когда по крайней мфрь одинъ 

изъ коэффищентовь А, В, С' не равенъ нулю. Тогда, на основани 

разсужденй, приведенныхь въ плоской геометри, мы можемъ всегда 
функцию 

$ (9,2) = Ау? + 2Вуз -н Сан 2Ду-+ Ев -+ Р, 

разложенемь на сумму квадратовь привести къ одному изъ двухъ 
слфлующихь видовъ: 

ПР-+т=0,. 3) -+г-+-Р=0, 
причемъ первое разложене имфеть мфсто, когда АС — В* = 0, 

причемъ В = Ау-н Вё-+ О), 1 = 2М2-н М, гд% М=АЕ— ВО, 

№ = АЕ, — 0*. Очевидно, что для приведеня функщи ф (У, 2) 
къ виду 8*-- т, слёдуя способу, изложенному въ геом. дв. изм., 

мы должны умножить ве на А. Второй случай имфеть мфсто тогда, 
когда АО — В" = Г, 1д% Г, не равно нулю. На основанш соображе- 

в, приведенныхь въ плоской геометри, мы видимъ, что функшя 
$ (9, 2), по умножеши на А и на Г,, можеть быть приведена къ виду: 

18+ т-Р, 

тд№ 

8 = Ду+ Вз+0; т=[2-+-М; Р=1И- М% 

так что окончательно мы замфчаемъ, что уравнеше (А) можеть быть 
приведено къ одному изъ слфдующихь трехъ видовъ; 

19) а +В =0, 

2) Аа? = 8 + т=0, 

3) АТ? + ТР =о0. 

101. Остается показать, какъ поступать въ томъ случа, когда 
вс№ три коэффищента А,, А,, А, равны нулю. Тогда, очевидно, 

уравнеше (4) имфеть видъ: 

Вуз - Вуля-н Выжу + С.5-- Сун С,а-н е =0. (1) 
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Это уравнеше, очевидно, первой степени относительно каждой 
изъ координатъ. Въ самомъ ДВлЪ, его можно написать такъ: 

=(Вл--Ву+-0)-= Ву бу-- ба, 

причемъ коэффищентомъ при букв% 2 является трехленъ В, у-+-В,2--С,. 
Обозначимь его черезь Х. Подобнымь образомь коэффищенть У 

при у будеть трехчлень В,2-н В,2--С,, а коэффишенть Й при 2 
будеть: В,2- В,у-- С, *). Легко показать, что въ такомъ случа» ураз- 
неше (4) можеть быть представлено въ одномь изъ слфдующихь 

видовъ: 

ХУ -+ Ва? + 20 +5 =0, (2) 

ХИ + Ву? + 20'у + 5' = 0, (3) 

Уй- В" 20'х + 5" = 0. (4) 

Уравнеше (1) нельзя представить въ вид (2), если В, = 0. По- 

добнымь же образомъ его нельзя представить въ видЪ (3), если 

В,=0, и въ (4), если В, =0. Вь этомь легко убфдиться. Возь- 
мемъ, напримЪръ, 

ХУ = (Вуу-+ В,=--0,) (В, - В+ 0,) = 

= В, (Вуз -н Вже -н Вужу + Сх-н Су) В, Ва 

+ (8,0, = 8:6) ч-6,0;. Е 
Если В, не равняется 0, то въ написанномь тождеств® выра- 

жеше въ скобкахъ можно, на основаши уравнешя (1), замфнить 
Р . 

черезь — С. — 5. Посл подстановки тождество обратится въ урав- 

нене, равносильное уравненйюо (1), и, слфдовательно, уравнеше (1) 
можеть быть представлено въ такомъ вид%: 

ху=в,(- с„—5) + В, Вл (В,0,-+ В.б) +0... 

*) Черезъ Х, У, Й обозначены, очевидно, частныя производныя первой части 
уравненя (1) по 2, у, 2. 



— 415 — 

Это же уравнеше совпадаеть съ уравнешемъ (2). Ясно, что въ 
случа В,=0, заданное уравнене (1) нельзя привести къ виду (2), 

Такъ какъ по крайней м$р% одинъ изъ коэффищентовь В,, В,, В, 
не равенъ нулю, ибо тогда уравнеше (1) будеть первой степени, то 

очевидно, что веегда уравнеше (1) можно представить въ одномъ изъ 

видовь (2), (3), (4). 

Положимъ, что В, не равно нулю, и, слёдовательно, уравнене 
привелось къ виду 

ХУ + А+ 20 5=0. 

Обозначая линейныя функци Х, У черезъ а, В,, мы получимъ: 

а. 8, = Ва? 20=-- 9=0. 

Умножая на В и обозначая В2-+ © черезь т, получимъ: 

Ва. В, ++ Р=0, 

гв Р=АБ— 0*. Это уравнеше можеть быть переписано такъ: 

Вы в +иьр=о. 

Наконець, обозначая линейныя функщя в, ре =, 

получимь окончательное разложеше на сумму квадратовь въ такомь 
вид%: 

Ва? — ВР Р=о. 

`Примпры. 

1) я уз 8 -- Эжу-- 218 8 —1=0. 

2? -н 2(у-н =) -н у? -н 2уё-н 2 —1=0; 

прибавляя и вычитая квадратъ (у-+ 2)*, получимъ: 

(у =) — (у =) у-н 298 —1=0, 

откуда получаемъ 
(#-ну-2)—1=0. 
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2) д лу — 228 2%-2у— За =0. 

ж- 32(у-я+1 +2у—3а=0; 

прибавляя и вычитая квадрать (у — 2-1), получимъ: 

(ху -н 1) — у? 2уз — 2" — зу —1+2у— 32=0 

или 

(дур я 1) — уз Зуз— 2 —8—1=0; 

откуда окончательно 

(уе 1) — (у —2)—#—1=0. 

3) За -- Бу? -- ан бжу-- вжа-н 10у—65—Зун2==0. 

Умножаемъ предварительно на 3: 

(32)--2. 34 (Зу-- 3—3) -+ 15уз-- За + З0уз-н 6#—6у=0; 

прибавляя и вычитая квадрать (Зу-+ 32— 3)*, получимъ: 

(32 -н Зу-= 3=— 3)3-= 6 — ба? 12уз-+ 12у-+ 242—9=0. 

ДФлимь все уравнене на 3: 

3 (нуна — 12 -н 292 — 242 + 4уз+4у+88—3=0; 

умножая на 2, получаемъ: 

2.3 (дн ун=— 1) (27) = 

2.29 (28-2) — 42? + 168 —6=0, 

или 

6 (дну — 1) (Зу--2=- 2)*— 8 +82—10=0. 

Для на 2, получаемъ: 

3 (2-нуча— 1)%-=2 (уча 1} — 4 -48—5=0 

и окончательно 

3(и-нуа— 1-2 (у-ня-н 1) — (8 —1)*—4=0. 



— 417 — 

4) пу 18 у8—1=0. 

Злфеь = 

Х =у+ 8; У=ж-8; 

(у =) (2-2) = лун ла уз = == 1. 

Слфдовательно, заданное уравнен!е можеть быть написано въ та- 

комъ вид: 

(у =) («=== 

что также можно представить такъ: 

& з —#—2\2 (= вв) = =) ми 
а 

слфдовалельно, заданное уравнеше можно представить окончательно 

въ такомь видф:- 

(нае ы ) б пая с Васе] = 

5) 22— Вуз" —4ду--Зля— уз--5%—Пуча— 3 =0. 

По умноженши на 2 это уравнене можемъ написать такъ: 

(24) 2. 2) (- 2у я -) ях 

бу?-+ 22? — 2уз— 14у+ 2—6 =0, 

Придавая и отнимая > 

3 5\ 
— У то] , получаемь 

з 

(5— зу) буря 

+-478— 9—0. 

Умножая на — 10, можемъ представить это уравнене въ такомъ 
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ВилЪ: 

В 5 — 0 (2=— зу +8 #+ Э-+- ив. (109) (2#—) + 

10, 490 _ 
= 568+ =0, 

Придавая и отнимая (22—2)?, получимъ: 

3 5\ 3 
—10| 25 —зучьа-] + (10у— 222) — 52 + 

62-0, 

По умножени 3 имфемъ: 

353 м 
15 22 — У +5 8+5 —5(10у— 28-2) ео 

В. 5 3 63 3.237 «ея 
откуда окончательно 

15 (2 — зу +); — 6 (Буа 1) 

+7 8—1): — 110 =0. 

102. Итакь мы видимъ, что какъ бы ни было задано уравнене 

поверхности второго порядка, при помощи вышеуказаннато выдфле- 
ня въ первой части квадратовъ линейныхъ функщй, мы можемь его 
всегда привести къ одному изъ слфдующихь видовъ: 

1) +В =0, 

2) Та? + ® +т=0, 

3) Таз -- р -+Р-+-Р=о0. 

Соотвфтетвенно этому, поверхности второго порядка можно раз- 
ДВлить на три рода. 
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Поверхности второго порядка перваго рода: 

а +В=0. 

108. Раземотримъ сначала, тоть простёйший случай, когда линей- 
ная функщя В равна постоянному числу, другими словами, когда вс 
коэффищенты при координатахь въ этой функщи равны нулю. Полатая 
въ этомъ случаВ В = Р, мы замфчаемъ, что уравнене 

+Р=о0 (А’) 

не опредфляеть никакого теометрическато м®ста, если Р > 0, если-же 

Р=0, то уравнеше (.') опредфляеть плоскость «= 0; въ случа-же 
Р< 0, можемь положить Р=— р", гдф р н%которое дйствительное 

число, и тогда уравнене 

а — р*=0 

распадается на два: 

анр=Она—р=о0, 

п, слфдовательно, геометрическое м$сто, опредфляемое этимъ уравне- 
Шемь, есть система двухъ параллельныхь плоскостей а+р=0 и 

а —р=0. Наприм%рь, 

1 2-4 - 92? — 429-5625 —12у3— 25+ 4у—6я-+2=0 

по разложенш даеть: 

(д — Зу-+ 38 — 1} +1=0. 

Это уравнене, очевидно, не опредфляеть никакого геометрическахо 
мфета. > 

2) 2 -ну = -нажу-н 22а Зуз-наа-н зу 28а +1=0; 

по разложеши получаемъ: 

(2 у-а-н 1} =0. 

Заданное уравнеше, очевидно, опредфляеть плоскость 

инужЕ+1=0. 

3) ау #8 — Зулу —4=0; 
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по разложен!и получаемъ: 

(#—у+8):—& =0: 

Это уравнене опредфляеть, очевидно, двз параллельныя плоскости: 

доуа? =Обиз—у+=—2=0, 

104. Обращаемся теперь къ болфе общему случаю, когда В есть 
функщя, линейная относительно координать. Поверхность, опредф- 
ляемая уравненемъ 

—=8=0, (1) 

въ этомь случа есть такъ называемый параболически цилиндра. 

105. Покажемь сначала, что поверхность наша есть цилиндръ. 

Прежде всего мы замфчаемь, что на поверхности лежить прямая, 
опредфляемая системой уравненй 

и 0% 

ибо координаты каждой точки этой прямой удовлетворяють заразъ 

обоимъ уравнешямь а=0ив=0, и, слёдовательно, удовлетворяють 

также заданному уравнен!ю (1) поверхности. = 

Покажемъ теперь, что какою-бы плоскостью, параллельною раб 
(#—=0, В=0) ни нересфкали нашу поверхность, въ сёчени будуть 
всегда дв прямыя, параллельныя прямой (а=0, В=0); изъ этого 
мы и заключаемъ, что сама поверхность есть геометрическое м%сто 
прямыхъ, параллельных прямой (а = 0, 8 = 0), и, слфдовательно, 

нЪкоторый цилиндрь, образующёя котораго параллельны. прямой 

(&=0, В=0). Для того, чтобы убфдиться въ сказанномъ, докажемъ 
. предварительно такую лемму: 

Лемма. Уравнеше всякой илоскости, параллельной прямой 

(«=0, В = 0), можеть быть написано въ такомъ вид: 

1 + тв =0, 

тд 1, т, п ифкоторыя чиела. 

Въ самомъ дфлЬ, если число и не равно нулю, то уравнеше 

и а тв = 9 
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противорфчить совокупности уравненй 

а=0иВ=0, 

и, слфдовательно, не существуеть точки пересфчен!я прямой (= 0, 

В = 0) съ плоскостью 
«тп =0, 

что показываеть, что прямая и плоскость взаимно параллельны; въ 

случа$-же если п=0, то прямая (а = 0, В= 0) вся лежить въ 
плоскости 

а т =0, 

и, слфдовательно, можно сказаль и въ этомъь случаф, что прямая 

параллельна плоскости. 
Итакъ, пересфчемъ нашу поверхность 

а+в=0 

илоскостью 
- ит в =0. 

Лин!я пересфчен!я будеть опредфляться двумя уравненями 

а тв = 0, ®+В=0 

или 

а а 
т т т т 

а==-=у,, К 

тд й 
п 

В, =4т-+ т 

Итакъ, лин!я пересфчен!я поверхности <’ В==0 плоскостью 

и + т-в=0 

будеть представлять систему двухъ параллельныхь прямыхъ Ги 

(см. черт. 236) 

Д. А. Граве. 31 
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.... .@-т8-п=0, Е -+УЕ, 

1 ЕВ 
И ыь дат п =0, а=„-—ИЕ,. 

06% прямыя Г, и 1/ параллельны одной изъ образующихъ цилиндра 
а = 0, В—=0, ибо уравневя обфихъ этихъ прямыхъ могуть быть 

написаны въ такомъ вид: < 

=, В=А, 

тдВ Ё и Ё, суть н$фкоторыя постоянныя, незави- 

сяция оть координать, числа. Числа № и, нолу- 

чаются черезь рёшеше уравнейй прямыхь Ги 
Т/ относительно & и В. 

106. Покажемъ теперь, что въ сфчеши нашего 

цилиндра всякою плоскостью, не параллельною об- 
разующимъ цилиндра, получается парабола. 

Черт. 236. `Возьмемъ плоскость 1 =0, причемь функ- 

щя т предполагается такою, что она не можеть 

быть представлена въ вид® 

[и тЗ-нв=0. 

Вь самомъ дфль, выборь функши т возможень на безчиеленное мно- 
жество способовъ; стоить только на прямой а = 0, В = 0 выбрать 
какую нибудь точку и черезъ эту точку провести плоскость, состав- 
ляющую съ прямою «=0, В=0 какой нибудь уголъ, отличный оть 
нуля, напримфръ, хоть 90°. Тогда и получимъ плоскость, уравнене 

которой 1=0, навфрное, не можеть быть представлено въ вид% 

а-= тв =0. 

Вь сфченш заданной поверхности а*-+ 8 = 0 плоскостью 1=0 

получается геометрическое мфето, опредфляемое системой уравненй 

а? в =@ит=о0. (°) 

Если мы изъ послёдней системы исключимъ какую нибудь изъ ко- 
ординатъ, напримфръ, 2, то получимь одно уравнеше, заключающее | 
только дв координаты т и у. Это уравнен!е будеть опредфлять кри- 
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вую линию, представляющую проекцию лини сфчен!я заданной по- 
верхности а*-- 8=0 плоскостью 1=0. Такъ какъ уравнеше 1=0 

имфеть видъ 
ал = бук се-0=0, 

то для произведения сказаннаго исключен1я изъ посл дняго уравнен1я 

можно будеть выразить 2 черезь х и у. Получаемъ 

== — 4“ й. 
Е 26 6 

Подставляя полученное выражене въ функши х и В, обратимъ по- 
слёдия въ линейныя функ а, и В, оть одн®хъ только буквъ хи у. 

Итакъ, исключая изъ системы (*) букву 2, получаемъ уравнеше: 

= Же 
а" +в =0. (ыы) 

На основани изложеннаго въ геометр!и двухъ измфренй, мы заклю- 

чаемъ, что послёдняя представляеть на плоскости ау параболу. 

Итакъ, мы видимъ, что разсматриваемый цилиндръ есть дфйстви- 

тельно параболичесый и, слёдовательно, ветрфчается всякою плос- 

костью, не параллельной образующей, по параболамъ, ибо проекщя 
подобнато сфчешя на плоскости ху всегда парабола. 

Необходимо еще остановиться на весьма важномъ обстоятельств®. 

Если въ функщяхь а, и В, входять въ обфихь 06% перемфнныя 
хи у, то необходимо показать, что прямыя @, =0 и В, =0 пере- 

сфкаются, ибо въ обратномъ случав уравнеше (**) опредфлило-бы 
не параболу, а систему двухъ прямыхъ. 

Вь самомъ дфлЪ, если плоскость 7 = 0 не параллельна прямой 

а=0, В = 0, то три плоскости ы 

а=0; В=0;1=0 

встрёчаются въ одной точкф М, вершин% трехграннаго угла, обра- 

зованнаго ими. 

Два ребра разсматриваемаго трехграннаго угла, опредфляемыя 

системами (я =0, 1=0), (8=0, т=0), встрёчаются въ вер- 
шин М, а потому и проекщи этихъ реберъ 

и =0, В =0 
з1* 
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на плоскости ху должны встрчаться въ точкё №М— проекщи точки 
М и, слёдовательно, уравнене (*) дфйствительно опредфляеть па- 
раболу, & не систему двухъ прямыхъ. 

Если функщя 1 = 0 не заключаеть координаты 2, то пришлось бы 
исключать въ предыдущихь разсуждешяхь не координату 2, & какую 
нибудь другую, напримфрь, 2, что будеть соотвЪтетвовать разсмотр%- 
ню проекщи сфчев!я на плоскости у2. 

107. Покажемъ теперь, что средины всфхъ хордъ, параллель- 

ныхь нфкоторому направлению, лежать въ одной плоскости, назы- 
ваемой Фаметральной. Въ самомь дЪлф, про- 

ведемь черезь какую нибудь изъ хордь задан- 
Е] наго направленя плоскость, параллельную о6- 

№7 разующей (#=0, В=0); пусть уравнеше этой 

у плоскости будеть а + т? +»=0. Эта плос- 

И кость, какъ мы видфли, пересфкаеть цилиндръ 
по двумь образующимь Г и 1 (ем. черт. 237). 
Средины хордь заданнаго направлешя, лежа- 

щихь вь плоскости 1 -н 8 +п=0, находятся 

Черт. 237. на прямой 1/', лежащей въ указанной плоскости 

по ередин& между прямыми Г. и Г/ и парал- 

лельно этимъ послднимъ; мы легко замфтимъ, принимая въ с00бра- 
жене выведенныя уравнев!я прямыхъ сфчешя Г. и 1/, что прямая 

ТЛ будеть имфть уравненшя 

1 
а тв =0, «= о (® 

Геометрическое мфсто прямыхъ Г/, лежащихь на плоскостяхъ, па- 
раллельныхь между собою и проведенныхь параллельно образующей 

(а=0, В=0), а также параллельно заданному направлен!ю хордъ, 
будеть искомая даметральная плоскость для хордъ заданнаго на- 
правленя. Для опредзленя уравнен!я искомаго геометрическато мета 
необходимо изъ уравнешй (*) ‘исключить произвольный параметр #. 

Уравнеше а = эт» КАКЪ не заключающее параметра п, и сть иско- 

мое уравнене д1аметральной плоскости, соотвфтствующей тому на- 
правленно хордъ, для которато уравнеше плоскости, проведенной 

черезъ образующую («=0, 8 =0) параллельно этому направленю 
хордь, будеть @-- 8 = 0. 
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108: Еели мы поставимъ себф теперь задачу опредфлить и т, 
вр 

или, лучше сказать, ихъ отношене „, такъ, чтобы двё плоскости 

т. 1«-= т =0 были взаимно перпендикулярны, тогда мы 

получимъ такъ называемую злавную дзаметральную плоскость на- 

шего цилиндра. 

Такъ какъ уравнеше, выражающее услове перпендикулярноети, 

будеть первой степени относительно отноше я м то мы, р№шая 

это уравнеше относительно 5 и подставляя полученное значене въ 

уравнене ® == от» ПОлучимь уравнен!е главной д1аметральной плос- 

кости, Эта плоскость будеть плоскостью симметраи заданнаго цилиндра 

и теометрическимь м®стомь осей параболь, получаемыхь въ пересф- 

ченш поверхности плоскостями, перпендикулярными образующимъ. 

Примпрь. Разсмотримь параболическй цилиндръ, опредфляемый 

уравнентемъ, 
(— у 38 — 1) + 2у—в+3=0. 

Прямоулольния, чблявуюния, сло, олдязфзноле, РНННеНЕИ, 

ука 1 39—23, 

тдВ № и №, различныя числа, между которыми сущеслвуеть только 
одна зависимость: #*-- , =0, такъ что, наприм$ръ #=1, #, = —1 
изи =, #, = —4, ит. д. Существуеть безчисленное множество 
паръ чисель и #,; каждой опредфленной пар% соотвфтетвуеть одна 

вполнф опредфленная образующая. 
Возьмемь теперь какую нибудь прямую въ пространств, .на- 

примфръ, 
—3у+3=0 | 

д+у—8=0 (1) 

в будемь разсматривать хорды, параллельныя этой прямой. Укажемь 
дламетральную плоскость, дфлящую эти хорды пополамъ. Для этой цфли 
проведемь черезь образующя (а=0, 3=0) плоековть а =0 
параллельную заданной прямой (1). Для этой цфли надо будеть Е 
опредфлить коэффишенты Ги % въ уравнени 

1(5—у- 3=— п (29—23) =0, (2) 
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чтобы послфдняя плоскость (2) не ветрфчалась еъ прямою (1), дру- 
тими словами, чтобы систему трехъ уравнений (1) и (2) нельзя было 

рфшить относительно трехъ координать 2, у, 2. Выражая при по- 
мощи уравнений (1) хи 2 черезъ у, получим 

=2у—3, я =ху=3Зу—3. 

Подетавляя въ уравнеше (2), получимь 

1(Юу—13)-+т(—у-+0)=0, 
откуда 

(107 — тж) у — 137 -= бт = 0. 

Чтобы поелфднее уравнеше нельзя было рёшить относительно у, 
1 

2т— 90 > № 
слфдовательно, уравнеше искомой даметральной плоскости имфеть 
ВИДЪ: 

необходимо положить 101 —т= 0, откуда получаемъ 

1 
д—у38—1 ЕЕ 

Найдемъ теперь плоскость симметри. Для этого надо будетъ опре- 

дЬлить отношене р ТАКЪ, чтобы двф плоскости 

1(—у3а—Ю-т(3у—#-3)=0, 

1 
Уваж 

были взаимно перпендикулярны. Переписывая посфдня два уравне- 

Ня въ такомъь видф 

16 (—1- эт) у- (31 —т)а-+.... =0, 

х—у- 38 ,... =0, 

можемъ написать услове перпендикулярности въ такомъ видф: 

7.15 (—7-2т). (— 1) - (81—жт). 3 =0, 

ИЛИ 

1—5 = 0, 



откуда 

Искомое уравнене плоскости симметр!и имфеть слдующий видъ: 

: 5 
д—у3=—1 =эа* 

Поверхности второго порядка второго рода: 

То + + т= 0. 

109. Остановимся при изучения поверхностей этого рода, подобно 
тому какъ мы дфлали для поверхностей первато рода, сначала на 
томъ простёйшемъ случа, когда, по выдфлени двухъ квадратовъ, 

остается въ первой части уравненшя постоянное число, другими сло- 
вами, когда въ функщи т обращаются въ нуль вс коэффищенты 

при координатахь, такъ что 1 = Р, гдЪ Р постоянное число. Уравне- 
не поверхности въ этомъ случаз имфеть видь: 

Та в Р=0. 

Если Г и Р числа положительныя, то это уравнеше не опред- 

ляеть никакого геометрическаго м%ста. Напримфръ, 

(— у а) - (2у-а — 1-3 =0. 

110. Въ случаз Р = 0 уравнеше 1? + В? —=0 при 1, > 0 опре- 
дфляеть прямую «—=0, 8=0, при 1 же отрицательномъ, двё плос- 

кости, ибо, полагая = — ̂?, получимъь В — ^?а* =0. Это уравие- 
н1е можеть быть написано такъ: 

вм). @-м=0, 
и, слфдовательно, опредфляеть двз плоскости ВН Аа =0, В—Аа=0, 

пересфкаюпияся по прямой «=0, в=0. 
Резюмируя сказанное для случая Р=0, мы замфчаемьъ, что въ 

этомъ случа получается всегда равенство нулю или суммы двухъ 
квадратовь линейныхъь функщй, или разности такихъ квадратовъ, 

Въ первомъ случа‘ получается прямая, во второмь дв плоскости. 
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Въ самомъ дфлЪ, если, напримфрь, задано уравнеше 

(= Зу-н За 4) + (у—21}=0, (1) 

то понятно, что ему удовлетворять координаты только такихъ точекъ, 
которыя лежать на прямой пересфченя двухъ плоскостей 

д 2у + 3-+4=0 (2) 

у—#+1=0, (3) 

и заданное уравнеше (1) ни какими другими точками сказанныхь 
двухъ плоскостей не удовлетворяется. СлФдовательно, это уравнен!е 

опредфляеть прямую лин!ю. 

Если бы въ заданномь уравнени квадраты были съ разными 
знаками, то есть, другими словами, если бы было задано уравнене 

(2-- 2у-н За-н 4) — (у—#- 1} =0, (4) 

то происходить совсмъ другое: первая часть можеть быть разложена 

на два множителя: 

[(«-н зу 3-4) + (у—=-1)]х 

Хх [(и-= у 38-4) —(у—=- 1] =0, 

или 

(2 зу 2у-+5) (ху 4=- 3) =0. 

Произведение можетъ равняться нулю, когда одинъ изъ множи- 

телей равенъ нулю, причемъ другой можеть и не обращаться въ нуль, 
такъ что въ этомъ случав должно быть одно изъ двухъ: или 

ш- Зу зу 5 = 0, (5) 
или же 

фу 483 =0. (6) 

Сл\довательно, заданное уравнеше (4) опреджляеть двф плос- 

кости (5) и (6). 

111. Итакъ, мы раземотрёли случаи, когда 1 и Р’ оба положи- 
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тельны и когда Р—0. Во вефхъ остальныхь случаяхъ уравнен!е 

Те + -Р=0, (1) 

опредфляеть чилиндре, причемь при 1 > 0 цилиндрь будеть эллии- 

тическй, & при Г, < 0—ииперболически. 

Въ самомъ дЪлЪ, если мы пересфчемъ поверхность плоскостью 1=0, 
не параллельною направленю (2=0, В=0), то лия пересфченя 

опредфлится уравнешями: 

е8---Р=о, 1=0. (#) 

Мы получимь уравнеше проекщи сфченя на плоскость (2, у/), если 

исключимъ 2 изъ уравнений (*). Рёшая уравнеше первой степени 1 = 0 
относительно 2 и подставляя полученное значене для 2 въ уравнен!е 
То? -Р=0, получимъ такое уравнеше 

Та + В + Р=О, 

ТД а, и В, линейныя функщи относительно двухъ только перемфн- 
ныхъ 2 и у. На основан изложеннаго въ геометри двухъ изм$- 

ренй, мы замфчаемъ, что при 1/> 0 разсматриваемая проекщя бу- 
деть эллипсъ, а при 1, < 0—гипербола. 

Итакъ, мы видимъ, что сфчеше поверхности (1) всякою плос- 

костью 1=0, не параллельною направленю («=0, 8—0), будеть 

всегда эллипеъ, если 7/> 0, и всегда гипербола, если 1 < 0. 

112. Покажемъ теперь, что поверхность 

1 + + Р=0, (1) 

цилиндръ. Будемъ пересфкать ее плоскостями; параллельными на- 

правленю (=0, в=0); уравненйя такихъ плоскостей будуть 

в + тт = 0. 

Линя пересфченя опредфлится двумя уравнешями 

Тез += Р=Он а тп = 0. 

Эта система можеть быть преобразована такъ: второе уравнеше 
оставимъ безъ перемфны, изъ перваго же исключимъ функцио В при 

помощи второго; тогда получимъ систему: 

[ан т8 нп =0, Пей (кат) +Р= 0. 



— 490— 

Второе уравнеше изъ числа послфднихь можно преобразовать такъ 

а И О 
т р т 

откуда 

ый 
А 

тд% 

_тУ=Ё(Рт- т) — РВ. 
Е. Чат? = 8 

Итакъ мы видимь, что ‘плоскость а--тв-ни=0 пересфкаеть 
поверхность по двумъ прямолинейнымъ образующимъ, параллельнымь 
направлен (#=0, В=0), уравненёя которыхъ 

т 
а-- тЗ-нв=0, а= — А + А, 

т 
а тв = 0, ИЕ Е. (см. черт. 238). 

113. Покажемъ теперь, какь найти д!аметральную плоскость, 

дфлящую хорды заданнаго направленя пополамъ. Черезь любую изъ 

заданныхь хордъ проводимь плоскость 

[9 + тв =0, 

параллельную направленно (и—=0, В=0). На основаши  еообра- 

женй уже извфстныхь, середины хордъ, лежащихъ въ“ плоскости 

а тЗ+п=0, лежать на прямой 

ти а (*) 

Итакъ, мы видимъ, что уравнеше д1аметральной плоскости, д%- 

лящей хорды, параллельныя плоскости (2-= тв -н и ==0 пополамъ, 

получится черезъ исключене параметра ® изъ двухъ уравнен!й (*). 

Это уравнеше будеть 

]та — 18 = 0. 
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Мёфняя величину коэффищентовь (, т, мы будемь получать вее- 

возможныя даметральныя плоскости. Веф эти плоскости будуть про- 

ходить черезъ прямую («=0, В=0), ибо координаты послфдней пря- 
мой удовлетворяють уравнению Гита — 8 =0. Прямая (а =0, В=0) 

есть такъ называемая 0сь цилиндра. Отношене п Можно подобрать 

такъ, чтобы маметральная плоскость была перпендикулярна къ плос- 

кости «78 —0 (2). Для этой цфли придется написать услове 

перпендикулярности плоскостей (1) и (2). Это услове даеть квадрат- 

ное уравнене для отношеня тя, слфдовательно, у эллипти- 

ческато и гиперболическато цилиндровъ существують дв% д1аметраль- 

Черт. 238. Черт. 239. 

ныя плоскости, или плоскости симметри. Эти плоскости суть не 

что иное, какъ геометрическое мЪфсто осей эллипсовъ и типерболъ, 

получаемыхь въ сфчени цилиндра плоскостями, перрендикузярными 

образующимь (см. черт. 238 и 239). 

114. При раземотрън!и цилиндровъ до сихъ поръ выкладки были 
тождественны съ выкладками, относящими къ линямъ второго по- 
рядка на плоскости. Разница восток, лишь въ геометрическомъ тол- 

кованш формуль, а также въ томъ, что для онредфлен!я плоскостей 
симметрии условше перпендикулярности надо писать уже въ иномъ 
вид, 

115. Прямая АВ, имфющая уравнеше «—=0, 8=0, можеть быть 

разематриваема, какъ геометрическое мфето центровъ эллипсовь и 

гиперболь, лежащихь въ указанныхь перпендикулярныхь сфченяхъ. 

Геометрическое м®сто центровъ свчен!й поверхности второго порядка 
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параллельными между собою плоскостями называется даметроме по- 

верхности. 

ДЛаметрь поверхноети, перпендикулярный къ направленно соот- 

вфтственныхь сфкущихь плоскостей, называется 0сью` поверхности. 
На основании этого опредфлешя мы замфчаемь, что прямая АВ 
(«=0, В=0) есть ось цилиндра. Покажемъ теперь, какъ найти 
дламетрь, соотвётетвующий сфкущимь плоскостямъ, параллельнымъ 
плоскости 7 = 0, проведенной не параллельно образующимь, Пере- 

сфчемъ нашу поверхность какою нибудь изъ плоскостей указаннаго 

направлен!я, наприм®рьъ плоскостью у =, гд№ # нЪ®которое произ- 
вольное постоянное число. Уравнеше проекши сфчешя на плоскость 

ху, какъ мы видфли, будеть 

Таиз В Р=О0, 

гд№ линейныя функщи а,, В, не что иное, какъ результалы исклю- 
ченя 2 изъ функщй х и В при помощи уравнешя т = #. Коорди- 
наты центра проекши сфчен!я на плоскость ху опредфляются, какъ 

извфетно изъ геометрия двухъ измфренй, при помощи уравненй 

а=0, В, =0. Эти два уравненйя, какъ не заключаюцщия координаты 2, 

могуть быть разсматриваемы, какъ уравнешя перпендикуляра СС,, 
проектирующато центрь С’ сфчен!я плоскости 1—0 на плоскость 2/; 

координаты же искомато центра С получимъ, рЪшая относительно 
2, У, г три слфдующихь уравнешя: 

== Жррак=20, совр: 

Итакъ, м%фняя №, будемъ получать центры различныхь сфчен!й ци- 
линдра плоскостью 1=*. Геометрическое мфсто этихъ центровъ есть 
прямая «—0, 3=0, ибо уравненёя этого мфста получаются“ черезъ 
исключене # при помощи уравнешя 7 = 0 изъ уравненй а, = 0, 
В, =0. Очевидно, что черезъ подобнаго рода исключене получаются 

обратно функши а и В (ем. черт. 240). 
Итакъ, мы видимъ, что ‘ось цилиндра а=0, 8=0 есть въ то же 

самое время даметръ, соотвфтствующий всевозможнымъ направленямъ 

параллельныхь сфченй. 

116. Покажемъ въ заключеше, что ось цилиндра есть геометри- 

ческое мфето его центров. 

Центромъ поверхности второго порядка называется такая точка, (', 
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что вс хорды ММ! поверхности (ем. черт. 241) дфлятся этою 

точкою С’ пополамъ. 
Итакъ; покажемъ, что каждая точка оси цилиндра можеть быть 

разсматриваема какъ центръ его. Возьмемъ на оси какую нибудь точку, 
напримфръ, ту, въ которой пересфкаеть эту ось какая нибудь плоскость 

1=0. Покажемъ тогда, что точка (а=0, В=0, т=0) есть центръ 
поверхности, Проведемь черезъ эту точку любую прямую; уравнен1я 

этой прямой могутъ быть написаны такъ: 

=, В=#1. (1) 
Мфняя Ё и №,, получимъ всевозможныя 

Черт. 240. Черт. 241. 

хорды, проходящия черезь разематриваемую точку. Точки сфченя 
цилиндра хордою (1) опредфлятся при помощи уравнешй 

Тв Р=о, а=Ё, В=Ёд. 

Послвдняя система можеть быть замфнена слфдующею: 

т (7-4) + Р=О0,; а=Ё, В=Ал. 

Изь этихъ уравнешй видно, что получаются дв точки ефченя ци- 

линдра хордою (1). Одна точка опредфляется уравнешями 

ть. 
авео. сы Ут ’ 

1 

& другая уравненями 

&=й, ВЕ, 1 Узиетр < 
й 

Конечно, 0б% точки сущеетвують только тогда, когда подъ корнем 
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стоить положительная величина; если подъ корнемъ выходить отри- 

‹цательное число, то хорда не пересфкаеть поверхности. Всяюй же 
разъ, когда хорда ММ! пересфкаеть поверхность, средина О'’этой 
хорды опредфлятся уравнешями 

а= #1, В=#1, -Т=О (см. черт, 241). 

Уравнен!я эти равносильны такой систем уравненЁй: 

2—0. НО 0: 

Итакъ, мы видимъ, что. точка «=0, В=0, т=0 есть дЪйствительно 
центръ поверхности, что и требовалось доказать. Такъ какъ функщя т 
совершенно произвольна, то, слфдовательно, эллиптичесый и гипер- 
болическ!й цилиндры суть поверхности съ безчисленнымь множествомъ 

центровь, геометрическое мфето которыхъ есть ось. 

117. Подобнымъ же образомъ изъ поверхностей перваго рода могли 
бы разсматривать двф параллельныя плоскости, какь поверхность 

второго порядка съ безчисленнымь множествомь центровъ, геометри- 
ческое мфсто которыхъ есть плоскость, лежащая по серединф между 
заданными двумя плоскостями. 

118. Итакъ мы видфли, что уравнене: 

++ Р=о 

при < 0 опредфляеть гиперболическ!й цилиндръ. Полагая [.=—^*, 

получаемъ уравнене въ такомъ видз 

В— ^* = Р=0. 

Отбрасывая Р, получаемъ уравнене 

в — № =0, 

опредфляющее дв® плоскости 

В ^\=0 и В Да=0. 

Эти дв% плоскости представляють систему такъ называемыхь асимито- 
тическихв плоскостей. 

Гиперболичесяй цилиндръ состоить изъ двухъ отдфльныхь полъ, 

заключенныхъ въ двухъ противоположныхъ двугранныхь углахъ между 
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ассимптотическими плоскостями. 06% полы гинерболическаго цилиндра, 
раеходясь приближаются къ асимптотическимь плоскостямъ. 

М»$няя знакъ у коэффищента Р, получаемъ другой цилиндръ, ©0- 

пряженный съ первымъ и расположенный въ другихъ двухъ дву- 
транныхъ углахъ между асимптотическими плоскостями, 

Асимитотичеся плоскости представляють собою теометрическое 
мфсто асимптоть гиперболь, получаемыхь въ сфчеви цилиндра раз- 
личными плоскостями. 

Примтуз. 

(2 — зу За-н 1) — 3(у + =) —4=0. 

Квадраты съ разными знаками, слфдовательно, заданная поверхность 
гиперболичесвй цилиндръ. Уравнене можно переписать такъ: 

1 4 
— $ (#— зу За + 1) + (у+2)-3=0. (1) 

Согласно нашему обозначению, въ данномъ случа® 

1 4 
=, а=ж— у +88 = 1; руна, РЕт. 

Асимитотическя плоскости опредфляются уравнешемъ 

(2 — Зу-н 3 +1} —3(у-н 2) =0, 

которое получается изъ заданнаго, отбрасывая членъ —4. Уравнешя 

этихъ плоскостей суть: 

х— у + За+1— УЗ (у-+я)=0, 

д — Зу+3е-+1-+ уз (у+а=0. 

Возьмемъ какое нибудь направлеше хорды; пусть, напримфръ, заданы 

хорды, параллельныя прямой 

—1 УЗ &+1 

2 = т р (2) 

Чтобы получить д1аметральную плоскость, дфлящую хорды, парал- 
лельныя прямой (2), пополамъ, проведемъ черезъ прямую а = 0, 

В =0 плоскость, параллельную прямой (2). Это будеть одна изъ 
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маметральныхь плоскостей; ея уравнене есть: 

1х — зу - 3+ Эчнт(у+а)=0. (3) 

Если мы подберемъ такъ отношеше ы ‚ чтобы уравневе (3) опре- 

дфляло плоскость, параллельную прямой (2), то ея сопряженная д!а- 

метральная плоскость, опредфляемая уравненемъ 

Шт (1 — 2у - 38 + 1) — Куна) =0, 

будеть искомая даметральная плоскость, дфлящая разсматриваемыя 

хорды пополамъ. Чтобы найти требуемое отношене п › перепишемь 

систему (2) въ видь 

#1 УЗ + 
р: 4 < 

тд черезь и обозначена общая величина отношен!й. Отсюда 

&=2и +1 у=4и-+3, = фи. (4) 

Каждому значеншю перемфннаго м соотвфтствуеть опредфленная точка 

на прямой (2). Чтобы найти точку встрфчи прямой (2) съ дма- 

метральной плоскостью (3), необходимо подставить выражешя орди- 
нать (4) въ уравнеше (3) и затёмъ рёшить посл®днее относительно и. 
Сдфлавь сказанную подстановку, получаемъ уравнене 

1(2и 1 — 8и — 6 — Зи — З-+ -ж (3% - 2) =0, 

откуда ` 
и (— 91 + 3т) — 7/1 эт =0. (5) 

Если мы желаемъ теперь { иж подобрать такъ, чтобы д1аметральная 
плоскость (3) была параллельна прямой (2), другими словами, чтобы 
она не встрёчалась съ этою прямою, необходимо { и т выбраль та- 
кими, чтобы уравнене (5) нельзя было рёшить относительно и, что 
возможно лишь въ томъ случаф, когда коэффищенть при % равенъ 

нулю, и, слфдовательно, и пропадаеть. Итакъ, получается уравнеше 

; — 9+ 3т = 0, 
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Искомая ламетральная плоскость опредфляется, слфдовательно, урав- 

ненемъ, 

—3 3 (2 — Зу-+ За 1) — (у+а) =0. 

Найдемъ теперь плоскости симметри нашего цилиндра. Уравнешя 
двухъ сопряженныхь даметральныхь плоскостей суть 

1 (5 — зу 3+ -+т(у-+а=0 (6) 
6 

ут — зу ка + Ду 2) =0 | 

Обозначая > — и, напишемь уравненйя (6) въ вид® 

и (1 — ?у Зак 1) + (у-а=о0, 

(2 — Зу- За П - Зи (у =) = 0, 

или еще такъ 

и. ж- (1 — зу (1 + 3 =-..... =; 

ж-+ (Зи — 2) у- (Зи + 3)=-+..... = 

Услове перпендикулярности имфеть видъ: 

и. Р-н (3и — 2) (1 — 2) -+ (Зи -+ 3) (1- 3) =0, 

или 
20 1 ы 

з — = = и? + 3 и- 3 0, 

откуда ео 
—10=у97 

Чета 

Слфдовательно, плоскости симметрн опредфляются уравнен1ями: 

- 2— Зу + За + 1+ (—10= 197) (ужа) =0. 

Легко замфтить, что эти плоскости взаимно перпендикулярны. 

Д. А. Грае. 32 
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119. Подобно тому, какъ въ $ 161 геом. двухъ измфревй мы 
доказывали, что оси гиперболы дФлять пополамъ углы между асимито- 
тами, такъ и для гиперболическаго цилиндра можно доказать, раз- 
сужденями, вполнф аналогичными приведеннымъ въ упомянутомъ па- 
раграф, что плоскоети симметр!и дфлять пополамъ двугранные углы 
между асимитотическими плоскостями. 

120. Резюмируя сказанное о цилиндрахъ, мы видимъ, что вы- 
кладки тожественны съ тфми, которыя мы производили въ геометр!и 

двухъ измфренй. Это слфдуеть изъ того, что всё разсужденя о ли- 
няхь второго порядка, тамъ приведенныя, могуть быть разсматри- 
ваемы, какъ относяпияся къ цилиндрамьъ, съ образующими, парал- 

лельными оси 2-овъ, построенными на кривыхъ лин яхь второго по- 
рядка, лежащихъ въ плоскости 2у. 

121. Переходимьъ теперь къ изучению вида и свойствь поверх- 

ностей второго рода, въ случа®, когда функшя 7 въ уравненя 

Таз += 0. 

не приводится къ постоянному, а есть, при нашемъ способ® разло- 
жен1я на сумму квадратовъ, линейная функщя относительно 2. Въ 

этомъ случа получаются поверхности, называется зараболоидами. 

122. Уравнеше параболоидовъ представляется въ вид® 

Ти? ® +т1=0 С) 

на безчисленное множество манеровъ: а, В, т могуть быть кая 
угодно линейныя функши оть координать, лишь бы только между 
этими функщями не существовало тождественназю линейнаго соот- 

ношен1я вида ы 
Ла р8 Ну р= 0, 

тд% ^, в, >, р нёкоторыя числа; другими словами, необходимо, что- 

бы ни одна изъ функшй о, 8, т не могла быть выражена линейно 

черезь друмя. При такомъ разложен!и на’сумму квалратовъ линей- 
ныхь функц, какое положено въ основу нашего изучейя лин и 

поверхностей второго порядка, сказаннаго исключительнаго случая 
быть не можеть, ибо а заключаеть три координаты: 2, У, 2, 

8 — только двф: у, 2, а т—только одну: 2, и, слфдовательно, =, заклю- 

чая въ 060% координату 2, не можеть тождественно равняться н®ко- 
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торой линейной функщи оть В и 1, этой координаты не заключаю- 

ЩИХЪ. 
Въ случа, если 

‚ т = Ая -+ #,В --&,, 

то ясно, что заданная поверхность будеть не параболондъ, а ци- 
линдръ, ибо уравнене (*) перепишется тогда такъ: 

о + В + фа- №8 & =0. 

или С я 

В (а (+ 2+ 

Обозначая теперь линейныя функши 

0. 3 Гы 

41 4 

Ё авт зароь а,, Вы 
& число 

з 2 ОИ 
№ — 47+ 5 РЬ, 

получимъ уравнене цилиндра 

Та, + В+ Р, =0. 

Если заданы функши а, В, т, то легко увидфть, существуеть-ли 
между ними линейное соотношение; если 1 =, + #3 -+ ®,, то урав- 

нене 1=0 опредфляеть плоскость, параллельную прямой перес*- 
ченя двухъ плоскостей «—=0, В=0, въ случа если №, не= 0, и 

плоскость, проходящую черезь прямую а«=0, В=0 въ случаЪ 
#, =0. Слфдовательно функщя 7 лишь въ томь случа не выра- 
жается линейно черезь двЪ друйя а и В, когда плоскость 1 = 0 

пересвкаеть прямую «=0, В=0 вь одной точк®, что имфеть м%- 

сто, очевидно, когда система уравнен!й 

«= вучжся-д,=0 

В=а,т-н бу неа 9, =0 

1=4,2 + ву + сад, =0 
82 
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даеть для 2, у, 2 одно рёшенше. Итакъ, между функщями ®, В, т 
тогда не существуеть линейнаго соотношен!я, если опред®литель 

ис, 
а; 6, с, 
а, 6; с, 

не равенъ нулю. 

123. Для изучешя вида поверхности 

Та? +  +т=0 

будемъ пересекать ее различными плоскостями. Раземотримъ сначала 

сфченя, получаемыя въ плоскостяхъ, параллельныхь плоскостямъ 
а=0, В=0, 1=0. Общее уравнеше плоскости, параллельной «=0, 

есть «=, гдф Ё есть какое нибудь постоянное число, не указывая 
какое именно. Вь сфченш поверхности плоскостью а = # получается 
лин1я, опредфляемая системой уравненй 

Та? В +1 = 0, а-+ {. (*) 

Видоизмняя систему (*), получимъ: 

в + (у-= 2) = 0, «= 4, 

Сумма линейной функщи т съ постояннымьъ числомь 174? будеть 
новая линейная функщя, которую назовемъ черезъ 1,; тогда 1-Н .74°==1, 

и, ел$довательно, уравнен1я кривой нашего сфченя будуть +1, =0, 

а=®. Итакъ, въ сфчеши получается такая же линйя, какъ въ сё- 
чени параболическато цилиндра 8?--1, = 0 плоскостью «=, не па- 

раллельною образующимъ цилиндра, слдовательно, искомое сфчеше 
есть парабола. 

124. Мы сказали, что плоскость «= не параллельна образую- 

ющимъ цилиндра. Это видно изъ того, что, если бы существовало 
обратное, то а выражалось-бы черезъ В и т, слфдующимъ образомъ: 

а = В в, + у = № -ны (1- 14) +», 

и, слФдовательно, между функщями а, В, т существовало-бы линейное 

соотношене. 

125. Подобнымъ-же образомъ сфчешя плоскостями, параллель- 

ными плоскости 8 =0, будуть также параболы. Можно сказать, что, 
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вообще, сфчеше поверхости 

Тез ® +т=0 

всякою плоскостью «-- т --»=0, параллельною прямой «=0, 

8—0, будеть парабола. 

Вь самомь дфлф, сфчеше опредфляется уравнешями 

Таз В 1-0, м + 8 +пт- 0; 

исключая изъ перваго уравненя 8 при помощи второго, получимь 

2 2 

Таз -- Р а Е 2 ЕТ 0: 
т? т: т 

Обозначая линейныя функщи 

козни: 1 9 2 

а. И, ТЕ р» 
т? 

черезъ а, и 1,, мы получимъ уравненйя сфченшя въ слфдующемъ вид® 

ат, =0, мт +. =0 

и, слфдовательно, сфчеше есть парабола, ибо оно получается че- 

резъ пересфчене параболическаго цилиндра а,’ -+ 1, =0 плоскоетью 

+ тз+”"=0, не параллельной образующим. 

На основан этихъ параболическихь сфчешй и сама поверх- 

ность называется хараболоидома. 

126. Разсмотримъ теперь сфченя плоскостями, параллельными 

плоскостями т=0. Возьмемъ сначала саму плоскость 1=0. Сёче- 

ще въ этой плоскости опредфлится двумя уравнеями 

1=0, Да + #® +т=0, 

или такими: 
ТЕ а 

Второе изъ послфднихь уравненй при Г/> 0. распадается на 

два совмфетныхъ: 
а=0, 8=0 
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и, слфдовательно, въ сфчеши получается точка М (ем. черт. 242), 

опредфляемая какъ пересфчене трехъ плоскостей «= 0, В 0 1=0. 
Въ случаВ-же //—= — №? уравнеше — Аа? + ?=0 распадается на 

два слфдующихъ: 

В № =бОив— №м=0 

и, слфдовательно, въ сфчени поверхности плоскостью ^ = 0, полу- 

Черт. 242. Черт. 248. 

чаются дв прямыя ММУ и ММ№' (см. черт. 243), которыя опре- 
дфляются уравнешями 

МХ... 1= 0, В-- а =0, 

ИХ"... 1=0, В м=0. 

068 прямыя ММ№У и М№' пересвкаются въ точк® М, опред$- 
ляемой уравненями «=0, В=0, т=0. 

Возьмемь теперь нфкоторую плоскость 1=*, параллельную плос- 
кости 1=0. Кривая сфчешя плоскостью 1 =0 опредфляется урав- 

ненями 
+=, Да --В-+т=0 

или такими: 

1=А, 2 +4=0. 

ПослФдня два уравнешя опредфляють линйо пересфченйя плос- 
костью 1=# нёкотораго цилиндра 1? 8—0. При 2>0 
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уравнеше 7’ + 8 - ® = 0 опредфляеть эллиптичесяй цилиндръ 
(если #< 0), а потому при 1/>0 поверхность 1? +В +т=0 

пересфкается плоскостями = по эллипсамъ, если только #< 0; 

если же ®>0, то плоскость = не пересфкаеть поверхности 
(см. черт. 242). 

При //< 0 уравнене 1.9? --&==0 опредфляеть гиперболи- 
чесый цилиндрь и, слфдовательно, плоскости 1=й пересвкають 

поверхность 
Таз = 8 +1=0 

по гиперболв (ем. черт. 243). На этомъ основанйи параболоидъ 

Та? 8 +т=0 

при //>0 называется эллиптическимг, а при Г. < 0 читерболи- 

ческим. 

127. Лемма. Если три линейныя функши а, В, 1 не связаны 
между собою тождественнымь линейнымь соотношенемь, то ураз- 

неше всякой плоскости соотвфтетвеннымь подборомъ коэффищентовъ 
1, т, п, 4 можеть быть приведено кь виду: 

«= твт-9=0. (*) 

Эта лемма вполнф соотвфтствуеть леммф, доказанной въ $ 110 гео- 

метр!и двухь измфрен!й. 

Пусть уравнене заданной плоскости будеть 

Ах -— Ву С=-- 0, =0, (1) 

требуется привести его къ виду (*). На основаши условя, `три 
плоскости 

а=@- буса 4, =0, 

В = 4,2 + бьу-нс,а + 4, =0, 

1=а,ж-н буса -- 4, =0 

пересзкаются въ одной точкф, координаты которой получаются черезъ 

рЬшене этихъ трехъ уравненйй относительно 2, у, 2. Соглаено 
условию, для 2, У, 2 получаются вполн® опредфленныя значеншя. 
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Ясно, что уравнен!я 

их буся-н 4, =а, 

дну неа --4, =В, 

ад-бу-нся 4, =т, 

въ которыхъ во вторыхъ частяхь вмфсто нулей подставлены буквы 

а, В, т, допускають также опредфленное рфшеше относительно 

2, У, г, причемъ эти послфдше выражаются линейными функщями 
оть а, В, т. 

Итакъ, получаемъ 4 
д= анти, 

У =а-н 3. и, 

8 = Ка - 8,8 -- Вт. 

Подставляя эти выраженя 2, у, 2 въ’уравнеше (1), представимъ 

его въ вид (*). 

Въ частномъ случаф, когда разложеше на сумму квадратовъ про- 
изведено такъ, какъ это положено въ основан!е нашей теорш, & 

именно: функщя а заключаеть три координаты: 2, у, 2, функщя 

В — только дв, напримфрь у, 2, а функщя т — одну, наприм%рь: 
2, то уравнеше 

т= Ре Е 

позволяеть 2 выразить черезъ 7. Вставляя это значеше 2 въ урав- 
нене 

8 = бу Н=-+ К, 

выразимъ у черезъь В п т и, подставляя, наконець, въ уравнен!е 

а= Аз-- Вун (вр 

выражене у п 2, выразимь также послёднюю координату 2 черезъ 

а, В, т. Подставляя полученныя выражен!я для 2, у, 2 въ уравне- 
ве (1), напишемъ его въ вид (*). 

Наприм%ръ, требуется представить плоскость 

21 —4уж1=—1=0 
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въ вид» (*), если 

а = 31 —у+#—1, В=у-+ 28, 1=#— 3. 

Изь поелфднихъ равенствъ имфемъ: 

ы ЕВ 8 
#&=1-3, у=В—21— 6, т 

Подставляя послёдн!я выражешя въ уравнеше 

2% —4у+18—1=0, 

получимъ 
2а — 108 + 391 + 116 =0. 

128. Найдемъ теперь уравнеше д1аметральныхь плоскостей па- 

раболоида. 

Уравнеше хордь любого направлен!я, не параллельнаго направ- 

леню «=0, 8 =0, могуть быть написаны въ такомъ вид: 

а=Н-Ь В=ЙЛ-А- (1) 

Вь самомъ дЪлЪ, одна изъ разсматриваемыхь хордъ имфеть урав- 

неншя: 

Гат п,1-- 90, =0, рат, ит 4, =0. 

Эта система черезь рёшен!е относительно буквъ а и 3 можеть быть 

приведена къ виду (1). 

Мы будемъ получать, очевидно, всевозможныя параллельныя между 
собою хорды, измфняя [ и [, и оставляя безъ перемны Ё и#,. Точки 
пересвченя параболоида съ прямою (1) опредфлятся изъ уравненй 

Те +1=0, а=йу-- 1, ВЕЙЛ-ЬИ. 

Эти уравнешя можно написать въ такомъ видЪ: 

а=й-1, В=йт-А, 

(иечевзуе-ьа(ЬН +5. а 14180, 
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или еще такъ: 

ЕН +, +3 
ае--Ь ВЕНА, = пе, 

тд% А н8которое выражене изъ коеффищентовь 1, №, №,, 1, й,. Сре- 
дина хорды опредфлится, очевидно, уравненйями 

ТИ, +3 
(0) а= 1-1, ВЕЙЛА,Т Пе а ° (3) 

МФфняя [и [,, будемь получать средины различныхь хордъ, па- 
раллельныхь прямой (х = Ау, 8 = 1). Уравнеше геометрическаго 

мфста срединъ хордъ мы получимъ, исключая изъ трехъ уравнен!й 

(1) и (2) два произвольныхь параметра Г и 7,. Получаемое въ ре- 

зультатв уравнене будеть уравнешемъ д1аметральной плоскости, дф- 

лящ пополамъ хордью параллельныя прямой (я=йт, В=А). 

Сдфлаемь сказанное исключене. Уравнене (2) можеть быть на- 
писано такъ: 

Ив) РИ +150, 
или 

ТАЙ ВО, +) +у=0. 

Принимая въ соображеше уравнене (1), мы получимъ результать 

исключен!я въ такомъ видЪ: 

1 ` 
ТА + ВВ +5=0. ы (3) 

Послфднее уравнеше п есть уравнеше искомой даметральной плос- 
кости. Уравнеше (3) показываеть, что всё даметральныя плоскости, 

параллельны прямой (< = 0, В = 0) и, слфдовательно, перескають 

параболоидъ по параболамъ. 
Для полученая такъ называемой главной д1аметральной плоскости 

или плоскости симметр!и надо выразить услов:я перпендикулярности 
плоскости (3) къ соотвфтственнымъ хордамъ (1). Услошя перпенди- 

кулярности дадуть два уравненя для опредфленя коэффищентовъ # 
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и {,, изъ которыхъ получаются для параболондовъ двф пары р®ше- 

ый для Кий, , что показываеть, что параболоидъ имфеть дв плос- 

кости симметр!и (см. черт. 244). 

129. Прямая ОА пересфчешя двухъ главныхъ даметральныхь 
плоскостей есть такъ называемая ось параболоида (см. черт. 245), 

Черт. 244. Черт. 245. 

т. е. даметръ, перпендикулярный къ соотвфтетвующимь сфчен1ямъ. 

Выведемъ общее уравнеше даметра для сЁчен!, параллельныхъ н%- 

которой плоскости 

Ах + Ву Ся) =0. 

Уравнене данной плоскости можеть быть представлено въ такомъ 
вид: 

и -- т т-=0 (1) 

(см. $ 127). Услоше же, чтобы плоскость (1) не была параллельна 
направлено (< =0, 8=0), приведеть просто къ тому, чтобы 

не считать коэффищенть ® равнымъ нулю. Итакъ, раземотримъ 
сфчеше параболоида плоскостью (1), причемъ ® не равно нулю. Мы 
знаемъ уже, что это сфчене будеть эллипеъ для эллиптическаго па- 
раболонда и гипербола для гиперболическаго. Найдемъ центръ сче- 

зйя параболонда плоскостью (1), а затёмъ, мфняя коэффищенть д и 
оставляя друме коэффищенты 1, т, п безъ перемфны, будемъ полу- 
чать центры различныхь сфчеый, образованныхъ параллельными 

плоскостями. Сфчеше плоскостью (1) опредфляется двумя уравне- 
зями (4) и (1); исключая изъ уравненя (А) функщю 1 при помощи 
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уравненя (1), получимъ: 

Таз в — в ей 
п в 

в—1=0. 

Такое исключене сдфлать веегда возможно, ибо коэффищенть ® 
не нуль. Послёднее уравневше легко написать въ такомъ видЪ: 

1. т\ й т 0 
В (— я + (8—2) п 4 п 0. (2) 

Послднее уравнеше (2) есть уравнеше цилиндра, въ сфчени кото- 

раго плоскостью (1) получается то же сфчеше, что и для параболоида. 

Центрь сфченя цилиндра (2) плоскостью (1) лежить, очевидно, на 
пересфчени плоскости (1) съ осью цилиндра 

1 т 
Ин 03 == 0. 

Итакъ, центръ сфченя параболоида плоскостью (1) опредфляется си- 
стемою трехъ уравненй 

1 т 
и тз-т-1=0, “=, = 

Для опредфлен1я искомаго теометрическаго мфста центровъ, т. е. 
для опредфлен1я уравнен!й д1аметра, необходимо исключить параметрь 

4 изъ трехъ приведенныхъ выше уравненй. Два же послфднихъ урав- 
нешя не содержать параметра д, & потому ихъ можно разсматривать, 

какъ результать исключен я, что даеть для искомаго дзаметра сл%- 

дуюцщия уравненя: 

Ре ор в= ты 
совы № 

Послфдейя уравненя показывають намъ, что всф дламетры па- 

раллельны н%Фкоторому направлению (==0, 8=0). Для нахождешя 

оси придется опредфлить два отношеня я п” изъ двухь условй 

перпендикулярности прямой («=0, 8—0) съ плоскостью (м + тв -- 

= т =0. 



—509 — 

Эти условя линейны относительно 1, т, ®, & потому изъ этихъ 

двухъ условй мы получимъ для отношенй |: ". одну пару значе- 

нй ^,, №. Такъ что уравнен!е единственной оси параболоида полу- 

чится въ такомъ видЪ: 

№ 3— № а=—“ 
ЭД’ а” 

130. Приведенныя разсуждевя претерифвають исключеше, & 
именно, когда уравненя заданной хорды 

[9 тж =0, 

ат в-тл- 9, =0 

не допускають рёшен1я относительно & и В, какъ мы это предпола- 

тали въ $ 128, что имфеть мфето, очевидно, когда и, — тй =0. 

Вь эгомъ случаЪ нахождеше даметральной плоскости упрощается, 

ибо уравнеше хорды можеть быть представлено въ такомъ вид: 

ВЕ Ь ТИ, (м. $ 60). 
Оставляя ® безъ перемфны и мфняя [и 7,, будемь получать па- 

раллельныя хорды даннаго направленя. Точки встрфчи хорды съ 

поверхностью параболоида опредфляютея при помощи уравненйя: 

То -- Каз + Зав =0, 

откуда 
М ча 

«=—1--А=УЁ. ` 

Средины хордъ опредфлятся уравненемь 

ЗАИР 
ИРД 

которое можно переписать такъ: 

Та - В (йа -н 1) =0; 

отеюда получаемъ окончательное уравнене д1аметральной плоскости 
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ВЪ ВиДЪ: 

[а + #8 = 0. 

131. При опредфленйи оси параболоида намъ приходилось раз- 
сматривать условя перпендикулярности ламетра къ соотвфтственнымь 

плоскостямъ. Пусть будеть : 

а = Аж-- Ву+ Са 0, В=фу-нса- @, 1=ев-т, 

Приходится разсматривать уеловЁя перпендикулярности плоскости 

1(Аж-- Ву-- Са-- 2) + т (ву-н ся 4) чп (2-1) =0, 

съ прямою 

Аж Вун 0 0=0, буса 4= 0. (*) 

Чтобы написать услоше перпендикулярноети указанной прямой 
съ плоскостью 

ТАх-н (В тбуу-+ (1 + те + пе) = + та-+ = 0, 

выразимъ два условя перпендикулярноети поелфдней плоскости съ 

обфими плоскостями (*), опредфляющими данную прямую. Эти условя 
имфють видъ: 

1А*- В (1В-- тб) + С (С + те-+ пе) = 0, 

6 (1В = тб) -= с (10 = те-н пе) = 0. 

Изъ этихъ двухъ уравневй, однородныхъ первой степени отно- 

сительно 1, т, п, можно будеть получить одну опредфленную пару 
з ы т 

значенй для отношенй а п вели только не равно нулю выра- 

жене (см. прибавлен!е). 

(Аз-н Вз-+- (3) (9? с?) — (В+ Сс =0. ® 

Послфднее же равенство можно переписать такъ: 

Аз (63 -н сз) + (Вве— 0 }=0. 

Для того, чтобы удовлетворить послёднему равенству, надо оба 
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члена приравнять нулю отдфльно: 

Аз (62+ с) =0, Вс —06=0. 

-А не можеть равняться нулю, ибо тогда въ уравнеше не входила бы 

координата х и, слфдовательно, оно опредфляло бы цилиндръ, обра- 

зующая которато параллельна оси 2-овъ, что противорфчить пред- 
положению. Слфдовательно, долженъ равняться нулю множитель 
(6+ с*); онь же будеть равень нулю, когда одновременно обра- 
щаются въ нуль 0 и с. Этоть случай также не можеть имфть мфета, 
ибо тогда получалея бы не параболоидъ, а параболическй цилиндръ. 

Итакъ, мы видимъ, что уравнеше (**) не удовлетворяется, и, сл$- 
рот 

довательно, для отношенй — и получаемь всегда опредфленную 
пт 

пару численныхь значенй, а потому параболоидь имфеть всегда, одну 

ось симметри, опредфляемую уравненями: 

ВЕ: 
паи." = 

132. Въ $ 130 мы дополнили наши разсужденя для нахожденя 
главныхь дМаметральныхь плоскостей, приведенныя въ 5 128, гдЪ 

указано было нами, что такихъ плоскостей каждый параболоидь 

имфеть двф, ибо условя перпендикулярности дають для произволь- 
ныхь параметровъ Ё и #, уравнешя дламетральной плоскости дв% 

системы значе. Существуеть, однако, оданъ видъ параболоидовъ, 
& именно параболондъ вращен!я, происходящий отъ вращен!я пара- 

болы вокругь ея оси, который имфеть не одну пару, & безчиеленное 
множество плоскостей симметр!и, ибо каждая плоскость, проходящая, 
черезь ось вращевя, будучи такъ называемымъ мериданомг по- 
верхности вращеня, есть въ то же время для этой поверхности плос- 
кость симметрии. 

133. Покажемъ, когда сказанное обстоятельство будеть имфть 
мфсто. Будемь разсуждать нЪ%еколько иначе, чмь мы это дфлали 
въ $ 128. Введемь нфкоторую вспомогательную величину и, причемъ 
координаты точки, лежащей на прямой, будемь выражать въ функ- 
Щяхъ оть этого м. Такъ какъ уравненя всякой прямой въ простран- 

ств, рёшешемь относительно двухъ изъ числа координать (см. $ 60), 
могуть быть представлены въ такомъ видф, что двф изъ числа этихъ 
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координать, наприм$ръ, 2 и у, выражены линейно черезъ третью, 2, 
то зададимъ 2 въ видф н$фкоторой, совершенно произвольной функщи 

первой степени оть и, наприм$ръ, 

8 = 9и-+ 4. 

Подставляя сказанное выражене 2 въ выражешя 2 и у, мы ихъ 
представимь въ подобномъ же вид: 

= д и- А, у= ди 4.. 

Понятно, что и всякая линейная функшя первой степени оть 

координатъ представится въ такомъ же вид: 

би + Н. 

Итакъ, всякая прямая линя въ пространствв можеть быть за- 

даваема тремя уравненями: 

д= 9 и-Н №, у= 9дзи-+ й,, в= 9и-- 1, (*) 

или же, болфе общимь образомъ, тремя слфдующими: 

а=[и-^, ВЕТИ-НВ, ТЕПИ-У. 0) 

Каждому значеню и соотвфтствуеть на прямой вполн® опредё- 

ленная точка, ибо, если уравнен!я прямой заданы въ видф (*), то 

они дають возможность прямо по значению и вычислить соотвётствен- 
ныя значеня трехъ координать. Подобнымъ же образомъ и система (**) 
опредфляеть по данному значеню % соотвфтственное значене коорди- 
нать, ибо, согласно нашему предположению, между функщями а, В, т не 
существуеть линейнаго соотношеня. Что касается коэффищентовъ 
9, 9, 9, №, й,, №, въ уравненйи (*), то ихъ геометричесый смысть 

очевиден изъ того соображешя, что систему (*) можно представить 
вЪ такомъ видз: 

д—В _У— В, _#—В 

9 9 9 

Если 9,, 9,, 9 будуть косинусами угловъ, то перемфнное и бу- 
деть представлять взятое съ тфмъ или другимъ знакомъ разстояше 

точки оть начальной (#,, #,, /). Итакъ, будемъ брать уравненя 

фо ан ананы 
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хордъ въ видф (**). Два значешя перемфннаго и, соотв®тетвующия 

точкамъ пересфченя хорды (**) съ поверхностью параболоида, опре- 
дфлятся изъ квадратнаго уравнен!я: 

(ши - *)* + (ти в) (пи-н >) =0. (1) 

Что касается коэффищентовъ 1, 1%, и, то ихъ можно называть 

угловыми, ибо, если мы не будемъ мфнять въ уравненяхъ (**) эти 

коэффишенты, а м®нять коэффишенты ^, в, у, то будемъ получать раз- 

личныя хорды, параллельныя между собою. Такъ, напримфръ, одну 
изъ числа этихъ параллельныхь хордъ получимь, полагая ^=0, 
р=0, у=0. Эта хорда, опредфляяеь уравненйями 

а—ш, В=ти, т= пи, 

проходить черезъ точку, лежащую на параболоид® и опредфляемую 
уравненями «=0, В=0, 1=0. 

Квадратное уравнен!е относительно и (1) можеть быть переписано 

ВЪ видЪ: 

т 
(Снт?) 2 (пл тр. 5 пи ный + у=0. 

ТРёшая это уравнеше относительно и, получаемъ: 

Та-еть+а 
и=— тыр И. 

Для средины хорды получимъ значеше и въ видЪ: 

в ` 

ы ы 2 

П-т? * 

ГАх-н ть -- 
#=— 

1384. Почему это такъ-—ясно изъ слФдующихь соображешй. По- 

ложимъ, что концы хорды опредфляются значенями и, пи,. Черезъ 

эти концы проходять двф параллельныя плоскости 

а= и, + ̂, «=, + ̂. (2) 

Кром этой пары, еще двз пары плоскостей проходять черезъ 

Д. А. Гразе. 33 
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концы хорды, но ихъ мы не будемь разематривать, ибо все, что 
будеть сказано относительно пары плоскостей (2), будеть также отно- 

ситься и къ тфмь. Средина хорды опредфлится въ пересфчени этой 

хорды съ плоскостью, параллельною плоскостямъ (2) и лежащею по 

средин% между ними. Уравнеше же такой плоскости имфеть видъ: 

(5%) - (и, -н^) 
@а= Е = 

(см. $ 59). Это уравнеше можно переписать такъ: 

и, и 
а=1- А+). 

2 
Итакъ, мы видимъ, что если концы хорды опредфляются значе- 

ями №; и и, параметра и, то средина хорды опредфляется значе- 
я ини 

шемъ этого параметра, равнымъ среднему арнометическому Рае 

Итакъ, мы дфйствительно были въ прав отбросить, для нахожденя 
средины хорды, И В. 

135. Возвращаясь къ нашему разеужденю, мы замфчаемьъ, что 
придется исключить, для полученйя геометрическаго мфста срединъ 
хордъ, параллельныхь между собою и, слёдовательно, получаемыхъ 
при измфненш величины коэффишентовь ^, №, у, эти послёдые 

коэффищенты при помощи уразнен!й (**) $ 133 и уравнешя 

п 

2 

Пт 

Это послФднее можно переписать въ такомь видЪ: 

Ах-н ть -= 
и=— 

и (И - т?) Треть =0, 

или т 

(ше ттич вн, 

но, на основаши уравнен!й (**), это послёднее уравнеше, по исклю- = 

чени ^, м, у, обращается въ уравнене дмаметральной плоскости: 

п 5=0 Ша-н тв-н 5 , 
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дфлящей пополамъ хорды, параллельныя хорд® 

Разсужден!я, приведенныя нами въ $ 128, относились къ пред- 

положению (=, т=, , и=1 и, понятно, допускали, какъ исклю- 

чительный случай, тоть, при которомъ » должно равняться нулю. 

136. Обращаемся теперь къ опредфлен1ю коэффищентовь 1, т, ® 

такимъ образомьъ, чтобы дламетральная плоскость была перпендику- 

лярна къ соотвфтетвеннымь хорламъ, другими словами, къ опред$- 

ленио плоскостей симметрии. 

Пусть функши а, В, 1 нмфють видъ, указанный въ 5 131. Тре- 
буется написать услоыя параллельности плоскости 

ТКАз-- Вуч- ба р)-- туса д) +5 =0 (1) 

съ прямою 

п(Ах + Ву+-0=-- 0) —Ц=-)=0, @) 

п(ву = сз -- д) — т(е= +1) =0. 

Уравнеше (1) можеть быть написано въ вид® 

Ах - (В ту + (МС = те)ё-+ ....=0, 

уравненйя же (2) могуть быть переписаны такъ: 

2—4, = 9—9 
8-8) =«И-=тВ) Ате— Аж Аб ` 

Отсюда условя перпендикулярности будуть: 

МА=ь[®(Ве—)-н =(И—тВ])], 

ИВ- тф = р(Ате — Аст), 

ШО = те = р Аб, 

тдф р н%ёкоторая, пока произвольная, величина. 
33" 
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Эти уравнен!я могуть быть написаны такъ: 

(РА — евр) т Вер пр(60— Вс) =0 

1.В т(— Агр) -+- пАер =0 

116 +тс—пАр=о0. 

Исключая изъ этихъ уравнен!й три величины (, т, п, мы полу 
квадратное уравнеше для опредфлен1я р. Если мы обозначимъ 
черезъ &, то получимъ для предфлен!я такое квадратное уравневае 

2 — [[(4*- Вз-- (3) не ]ен 

— ДА -+ с) + (6 — Ве =0. 

Это уравнеше имфеть всегда два вещественныхь корня, ибо 

ПАЗ Вэн СЗ) с — 41 АЗ 63) + (0-— Ве) >. 

такъ какъ это выражеше можно представить въ такомъ вид: 

(М + Мз—4ГВ, [ы) 

тдв 

М = Аз Вз- 03, М=6 +01, В= Ан с) + 

== (50 — Вс}. 

Но выражене (*) можно представить окончательно такъ: 

в в (м+м) чауими в), 
но 

ММВ = (68+ 60); 

слфдовательно, квадратное уравнеше для Е даеть два дфйствитель- 

ныхь значеня для &, & также, сл®довательно, для р. Каждому зна- 
ченшю р соотвфтствуеть плоскость симметр:и, которыхъ, вообще го- 
воря, будеть двф. 
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Что касается опредфлен1я коэффищентовъ {, т, и плоскости сим- 

метр, или, лучше сказать, двухъ отношенй я и =, то, когда р 

найдено, для опредФлешя этихъ отношешй могуть служить любыя 

два изъ уравненй (1). Въ случа параболонда вращен1я эти коэф- 

фищенты остаются неопредфленными. Такъ, напримфръ, можно на- 

писать такую пропорщю для коэффищентовь {, т, и, взявъ два по- 

слёднихь изъ уравнен!й (1). Получаемъ: 

7 т п 
Ар[ Авер — (6*- с) ГАКВЬ-+0е) Ве — ОБ- Асер) ` 

Подставляя соотвфтетвенное выражеве для р черезъ &, получимъ: 

2 те в 

ва) = 00 ИВ —08 +0" 

На основан! и квадратнаго уравнен!я для & первое отношене можеть 
быть переписано въ такомъ видз: 

[3 
(Аз - Вз- 03) 5 — АЗ с?) (Вс — (%}] з 

Обозначая для краткости знаменателя послфдней дроби черезъ 
|, получимъ уравненя главныхъ д1аметральныхь плоскостей, под- 

ставляя въ уравнеше 

пе 
я=0 Шах + т=8 = 

выфсто (е, те, и числа имъ пропорщональныя. Получается уравнеше 

Фа] = (Во -- Сечь 5 ве СО + 0] =0, 

которое даеть 06$ д1аметральныя плоскости, если вмфсто & подетав- 
лять оба корня квадратнаго уравнен1я. 

137. Докажемъ, что дв главныя д1аметральныя плоскости взаимно 

перпендикулярны и пересфкаются по оси симметр!и поверхности. 

Обозначая черезъ Ё, и #, два корня квадратнаго уравнен!я, на- 
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пишемъ уравнен!я главныхъ д1аметральныхъ плоскостей въ такомъ вид: 

КАз- Ву -+ Сэ) []-= (бу-н с) (В% + СОБ --я=0, 

КА = Ву + Сэ) [Е] -= (бу-н сз) (ВУ-- Об) +=0, 

Условше нерпендикулярности будеть имфть видъ: 

РАЗ] = 
— (В Е] -- (ВФ - 06] . {ВЕ ] -- Е (ВЬ-- Ос) = 

= (2 [6] -н 65 (Вв-н 06} . (С [Е] (ВВ - Ос) =0, 

или 

РБА +0) + 
== 2 ( [5], + [6] 5} (Вб + 06) 

= Е (6? + с?) (ВФ + 06)*=0. (1) 

Но на основан и квадратнаго уравнен!я для Е сумма корней +, 

и ихь произведеше #2, выражаются по формуламъ: 

Ь-ы& = [4 -н В*-+ (3) +0 ст, 

4 = 4 [.43(6%-н 8) + (Ве —60}}]. 

Отсюда легко вычислить [=,] . [2,]: 

[Ы] . [Е] =(А*-н Вз-н СЕ, — : 

— (в) (Аз В -н 03) [ АЗ(В -+ с*)-+ (Ве—80)3]|-- 

== [43(6 + с) = (Ве — 06}. 

Подобнымъ-же образомь можно вычислить и [#,]. НЕ]. &. Это вы- 
ражеше равно 

2( Аз В+ 03) ЕЕ, — (& НЕ, )[А3(6* -+ с) + (Ве — 05]. 

Подставляя вифето ВЫ и &:, ихь выраженя, замфчаемъ, что 
равенство (1) обращается въ тождество, что показываеть, что глав- 
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ныя дМаметральныя плоскости дЪфйствительно взаимно-перпендику- 

лярны. 
138. Лин!я пересфченя двухъ взаимно-перпендикулярныхъ плос- 

костей симметр!и опредфлится, очевидно, изъ тВхь двухъ уравненй, 

которыя получаются по уравненпо 

[а [Е] -= ВСВФ-н Се) Е-н ИВ —08 0 =0, 

которое можеть быть написано въ такомъ видф: 

ЕЯ = 0, 

приравнивая нулю выражен!я 9%} и %. Эти два уравнешя будуть 

имфть видъ: 

Вл [4+9 (Ве —05]-— (Ве —08) =, 

= _ 
2 

Рьшая эту систему относительно а и В, получимь, обозначая 

черезь В выражеше 

Аз (62 -н с*)-+ (Ве — 0%}, 

Та (Аз-н Вз-н 0) + 3(Вь- Се) = 0. 

слфдующия уравненя линш пересфченя двухъ плоскостей симметр!и: 

®*6 (Ве — 05) «[В(06— Ве) — сАз] 
р 273625 : 

Не трудно убфдиться, что поелфдыйя уравненйя опредвляють какъ 

разъ ось симметр!и, ибо мы получимъ эти уравненя, проведя до 
конца выкладку $ 131, что предоставляемь сдфлать читателю, ибо 

это не предетавляеть никакихъ затруднен й. 

139. Исключеше коэффищентовъ 1, 2, и изъ уравненй (1) параграфа 136 
весьма иросто совершается при помощи теор!и опредфлителей. Получается уравнене 

А — =бр, Вер, 0 — Ве 

р. В, 6—Азр, Ас =. 

0, в, —А 
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Сокращая на р и подставляя & вмвсто р, получаем квадратное уравнение для &, 
приведенное уже въ $ 136. 

140. Пояснимъ теоршо параболопдовь примфрами. 

Примтрь 1. 

(х— у Зв — 2) —4(у+=— 1) +24 —3=0, 

Такъ какъ коэффищенты пря квадратахъ съ разными знаками, то, 
слёдовательно, это уравнеше опредфляеть гиперболическй парабо- 
лоидъ. Дфля уравнеше на —4, получаемъ 

з 1 3 
—4(#— Зуя — 2) + (ун=— 1—8 =0, 

такъ что имфемъ: 

1 3 
4 ря — у 88 —8, В=уа—1= 5+. 

Найдемь даметральную плоскость, дфлящую пополамъ хорды, 
параллельныя прямой 

х—у+2=0 $ 

эи-8а—1=0 |" и) 

Перепишемь послдийя уравненя, введя ВЪ них а, В, 1 вместо 
2, у, 2. Изъ выражен для а, 3, т получаемъ: 

3 1 у 
#=5—3, у=в-=21— 5 &=а- 28 10—5. 

Подставляя въ уравнене (1), получимъ: 

ав +87 —1=0, 

2а-— 48+ ВЕ 0. 

Эту систему можно рёшить относительно я и В. Получаемъ: 

5 9 
а Иер. 

Слфдовательно, {= —7, &, = —1. Д1аметральная плоскость 
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имфетъ уравнене: 
1 

Ша =0, 

или 

1 1 
13+ (— Па 

откуда 
Ча — 48 +2=0, 

или окончательно 

7 (2 — 2у+ 3=— 2) —4(у+а—1) +2=0. 

Найдемъ теперь маметръ, соотвётствующй плоскостямъ, парал- 

лельнымъ плоскости: 

31 —4у+8—3=0. 

Подставляя выраженя 2, у, 2 черезъ ®, В, т, представимъ урав- 
нене заданной плоскости въ слфдующемь видЪ: 

(+8 пе ани =0, 
или 

За 28+ 201-.... =0. 

Сльдовательно, [=8, т=2, и=20, откуда уравнене даметра 
1 т Е 

т’ 5 имфють видъ: 

ф— у 38—28 =— 

Ян &е у+8—1= 

Показавъ, какъ находить Маметральныя плоскости и д1аметры, 
найдемь ось поверхности и ея главныя даметральныя плоскости. 

Что касается оси, то выкладка, относящаяся къ ней, весьма проста. 
Въ самомь дфлЪ, придется выразить услошя перпендикулярности 
плоскости 

Це уча — Экиуча- 0-я 5+3) =0 (2) 
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съ прямою 
1 

д— у 3—2 = аъ, (3) . 

т 
у+я—1 = эп- (4) 

Уравнеше (2) можеть быть переписано такъ: 

Выражая услошя перпендикулярности плоскости (2) съ плос- 

18 -н (т — 2 у (вип)... 

костями (3) и (4), получимъ: 

1 (*— дз (м+-т—5) 59, 

тент =0. 

Послфдия уравнешя могуть быть переписаны такъ 

28/ + 2т — 3п =0, 

21 4т—п=0, 

откуда, исключая т, получимъ: 

7 = Е — и 5 

Зв о ба 

Исключая же {, получимъ: 

т_ И ъ 

2"® 108’ 

Слфдовательно, ось имфеть уравнешя 

х— у 3—2 = — 28: 
21|. (*) 

и У —1 = 108 

Найдемь теперь уравнешя плоскостей симметрии. Слфдуя теор, 

изложенной въ $ 135, мы должны опредфлить {, т, и изъ услоый 
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перпендикулярности даметральной плоскости 

Й 
Ша -+ тз-— 5% 

и хорды, имфющей уравнешя 

Ри. 
тт 

Примфнительно къ данному случаю имфемъ уравнене дламетраль- 

ной плоскости 

а —Зучвеэ)-+туч+— 1-8 =0, 

или 

1(5—2у-- 3—2) —4т (у+8—П—2=0, 

или окончательно 

ен (— 27 —4т) у + (31 —4т) в... =0. (5) 

Уравнен!я хорды имфють видъ: 

3 
п(2—2у- &—3)-1(-#+4)=0, 

2.8 
п (ужа Пр—т (-#+ =, 

па = (— 21) у-- (- =. =, 

т 
пу-= (. Е т .:* =0, 

или окончательно 

тдВ 2, У, &, координаты какой нибудь точки на хордф. Чтобы по- 
слёдняя хорда была перпендикулярна къ плоскости (5), необходимо, 

чтобы угловые коэффищенты были пропоршюнальны. 
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Получаемъ 

1 _— 27 — 4т_ 3 —4т 
уз т В А я —т т 5 

откуда 

21 —4т в ( п "), 

31 —4т= ри. 

Эти уравненя можно написать такъ: 

И Ито и, (6) 

ИЕ" [4+ во, (1) 

1(3) + т (—4) "(= =0. (8) 

Исключая [, т и п, получимъ: 

р : 
1+, > 56 

=0 г аа: от 

3 р 
откуда для опредфленя р получается квадратное уравненше 

р*-+ 12р — 432 =0. (9) 

Двумъ корнямъ его ру, р, соотвфтствують дв искомыя плоскости 
спмметри. Изь уравненй (7) и (8) получаемъ: 
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Исключая р’ изъ первато отношеня, на основан квадратнаго урав- 

нен!я (9), получаемъ: 

1 

140—216 

в ее: а 8 5 

20 ЭР 

Итакъ, уравнен1я главныхъ д1аметральныхъ плоскостей имфють видъ: 

(14, — 216) (2— Зу+3=—2)—4р (у з— 1) — 40-3, =0, 

(14р, — 216) (5--Зу-+32— 2) —4р, (уч: — 1) —40- р, =0. 

Легко убфдиться, что полученныя таюя плоскости перпендику- 

лярны между собою. 
Выражая усломя перпендикулярности, мы получимъ равенство: 

(12 + 162 + 19°) рур, — 

— (в -+ ри) (7. 108+ 16. 216 + 19, 324) 

-+ 1083 -+ 2162 -+ 324 =0, 

которое тождественно удовлетворяется, принимая въ соображаше, что 

рьр: = — 438, в р-н р, = — 18. 

Что касается уравнен!й оси, то эти уравненя мы получимъ, при- 

равнивая нулю отдфльно коэффишенть при р и члены, независяще 

оть р. Получаемъ 

14а —48+3=0, — 216а—40 =0, 

откуда 

ое ВЕ: 
21° 108 

Получились какъ разъ уравненя (*) оси. 

Примтз 2. Заданъ эллиптичесяй параболоидъ: 

(хуза- 1) (унз- 1+ =-1=0. 

Здфеь 

Е=а=ж+ужа+1, В=у+а+1, 1=2-1. 
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Для хордь, параллельныхь направлению 

жучЕ-+1=А (8+ 1) 
1 

ужка-т=А, (#1) ( 

уравнен!е соотвфтствующей даметральной плоскости будетъ: 

т 
А (нуна (ука +5 =0. (2) 

Выражая услоше перпендикулярности прямой (1) съ плоскостью (2), 

получимъ: 

#— 1 1 

Е Е ВЕ? 
отсюда 

В 1= =, 

Для № получаемь уравнеше 

А =, —1) или —К—4=0, 

ут а 

Уравнен!е двухъ главныхъ д1аметральныхь плоскостей получается, 

слфдовательно, въ такомъ видЪ: 

откуда 

, Е: Е 3 (ужа 2 (уча-н += 

У (днуча+ 1) — 2 (ужа- 1—=0 

Яено, что ось параболонда опредфляетея уравненями: 

х+учя+1=0и ат. 

Примтъуз 3. Найти главныя маметральныя плоскости параболоида, 

27 ув = о. 
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Здесь 

Е=\, &—=1, р =9, ТЯ. 

Дламетральная плоскость, соотвфтетвующая хордамъ, параллельным 
прямой 

де уия 
тт 

имфеть уравнен1е 
315 = Эту + в = 0, 

Условя перпендикулярности имфють видъ 

27 эт _0 
ки 

откуда замфчаемъ, что и=0, аГи т совершенно произвольны, 

Слфдовалельно, разсматриваемый параболоидь есть параболоидь вра- 

щеня, и всякая плоскость 

тд + ту = 0 

есть плоскость симметрия. 

141. Резюмируя сказанное о цилиндрахь и параболоидахь, мы 
замфчаемъ, что, когда найдены плоскости симметрии этихъ поверх- 

ностей, тогда можно уравнен1я ихъ привести къ простЬйшему виду, 

принявъ эти плоскости симметр!и за координатныя плоскости. При 
помощи разсужденй, подобныхь изложеннымъ въ 5$ 113 и 146 ге- 

ометри двухъ измфренй, мы замфчаемъ, что уравнеше параболиче- 

скаго цилиндра можеть быть приведено къ виду 

у = Зрх, 
причемъ плоскость симметр!и цилиндра принята 3% плоскость 2, пло- 
скость 2у пересфкаеть цилиндрь перпендикулярно образующимь, и 
начало координать лежить на поверхности цилиндра вмфет® съ осью 

=-0ВЪ; плоСкость-же у2 касается поверхности по оси 2-овъ. 

Цилиндрь образован прямыми, проведенными черезь различныя 

точки параболы 
у = 2рх 

параллельно оси 2-овъ. 

142. Подобнымъ-же образомь эллиптичесый и гиперболичесый 
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цилиндры имфють уравненя, приведенныя къ простёйшему виду, 
таюя: 

Цилиндры образованы прямыми, проходящими параллельно оси 
2-овъ черезъ различныя точки эллипса или гиперболы, опреджляе- 

мыхЪ на плоскости 2у вышеприведеннымъ уравненемъ. 

143. То же самое относится и къ параболоидамъ. Если примемъ 

за ось 2-0ВЪ 06ь параболоида, за начало координать его вершину, 

то есть ту точку, въ которой ось встрёчаеть поверхность, плос- 
кости-же 2х, гу расположимъ по плоскостямъ симметрии параболопда, 

& за плоскость ху возьмемъ касательную плоскость къ вершин па- 

раболоида, — тогда уравнеше поверхности представится въ такомъ про- 

стьйшемъ видь 
2 2 

Эр Ее — — #—0. 

Этоть параболоидь встрчаеть координатныя плоскости 22, уг по 

параболамъ 
2 = 2рз, у? = 248. 

Что касается вычислевя параметровъ ри 9, то это вычислене не 

трудно произвести на основави слфдующихь соображен!. Пусть 
уравнен!е параболопда имфеть видъ: 

Та + 8 +1т=0, (1) 

Уравнен!я плоскостей симметр!и суть: 

ав (ВФ бо [В (Ве — 06) С =а,=0, 

Еа-- (ВВ = бе +8 [6 (Вс — Сб--0Е) = =0. 

Рьшая эти уравненйя относительно а и В, получимъ: 

а= Ма + М8, 

В ММ 5, 
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Подставляя полученныя выражен!я въ уравнеше (1), получимъ 

К, в, * + да, В, + К,В*-+ Ка, + К.В, +т+К,=0, 

Легко убфдиться, что 9 =0, и тогда, обозначая черезъ 7, функцию 

Ка, + К.В, +1-+К,, 

получимь уравнеше нашей поверхности въ видЪ 

Ка -- К.В, +1, =0. 

Плоскоети а, =0, В, =0, 1, = 0 суть новыя координатныя плоскости 5%, бе 

Возьмемъ какую нибудь точку на параболоид®. Три новыя коор- 
динаты &, т, $ этой точки будуть разстоявями ея оть в 

а,, В: 1,, слфдовательно, 

к 
ь. А 5, 

тд% А,, А,, А, суть корни квадратные изъ суммъ квадратовь угло- 
выхь коэффишентовь каждой изъ плоскостей х, =0, В, =0, 1, =0. 

Подставляя въ уравнеше, получимь 

К.А, 2 -- К, Аз, 1 -- Аб =0, 
откуда зы ы 

2 — = 2 . 
Р КА, : 1 К,А?, 

Поверхности второго порядка третьяго рода:. 

То т Р =00. 

145. Поверхности этого рода обыкновенно называются поверх- 

ностями съ центромь, причемъ центромъ будеть точка, лежащая въ 

(1) 

пересфчеши трехъ плоскостей 

2—0 80.30 

Проведемъ черезъ точку (1) хорду, опредфляемую уравненями 

«=#, В=Й, (2) 
84 Д.А. Грое, 
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и докажемъ, что эта хорда будеть дфлиться въ этой точк% пополамъ. 
Точка пересфченя прямой (2) съ поверхностью 

То + 1 -+-Р-+-Р=0о (4) 

опредёлитея при помощи уравненй (2) и (4); уравнеше (А) можно 
замфнить слфдующимъ: 

(ПА - [в +=Пт--Р=0, 

откуда 

-=Итеерет ИЗ ЗЕ 

Отсюда мы видимъ, что, если подкоренная величина положительная, 
то конца хорды (2) опредфлятся, кажъ точки пересфчен1я хорды двумя 
параллельными плоскостями: 

= ыы и — и а: ( РЕ И р У 

Средина хорды опредфлится пересфчешемъ хорды и плоскости 7= 0, 
лежащей по средин® между этими двумя плоскостями. 

Итакъ, средина хорды опредфляется уравненями 

а=#, В=йл, т=0, 

пли, что одно и то же (при всякихъ Ё и #,) уравненями 

«=0, В=0,;°т=0, 
что и требовалось доказать. 

146. Подобно тому, какъ мы это дфлали съ поверхностями пер- 
выхъ двухъ родовъ, раземотримъ сначала простёйпий случай Р=0. 
Уравнене 

Таз + 1.8, +1 =0, 

въ случаф, если оба коэффишента 1, и 1, положительны, опред%- 
ляеть точку: а=0, В=0, 1=0. Наприм%ръ, уравнене: 

— (2—Зу+8— 1) — 3 (у 2=—4)*—2 (8—1) =0, 
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которое можеть быть переписано такъ: 

ева +, 

опредфляеть точку: 

д — у+8—1=0, у+ 25—4=0, #—1=0, 

координаты которой суть, очевидно, 2=4, у=2, 2=1. 

147. Покажемъ теперь, что, если одинъ изъ коэффишентовъ 

Г и 1, или же оба, отрицательны, то поверхность будеть *о- 
нусомз. 

Достаточно разсмотрёть одинъ изъ случаевъ, напримфръ, //> 0, 

Т, <0. Друме случаи, умножешемь на —1 уравнешя и перем$- 
щешемъ порядка членовь, приведутся къ разсматриваемому, т. е. 
когда первый и третй квадратъ съ положительными коэффищентами, 

& второй съ отрицательнымь. Обозначая 

Г=», Г1=—\,, получимь уравнеше 
поверхности въ такомъ видЪ: 

№2. В — №28 — 12, м, 

Это уравнеше можно переписать въ такомъ 

виДЁ: 

(В-н ла) (8 — =) = мт ‚ 

гд% # совершенно произвольное число. Каж- 
дому множителю первой части приравняемъ 
множитель второй; получимъ систему прямыхъ, лежащихъ на ‘раземат- 

риваемой поверхности, вь такомъ видф: 

Ж-АВЕ; вм 1. (3) 

Мфняя постоянное число #, мы будемъ получать различныя прямо- 

линейныя образующя конуса. Чтобы убФдиться въ томъ, что поверх- 
ность есть конусь, достаточно замфтить, что всё образующуя (3) про- 
ходять черезь точку М (=«0, В=0, 1—0) — вершину конуса 

(см. черт. 246). 
Если бы приравняли множители въ обратномь порядкф, то 

4 

Черт. 246. 
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могли бы написать уравненйя прямолинейныхъ образующихь въ та- 
комъ вид%: 

МАв=Т, Ава. (8) 

Легко убфдиться, что уравневя (3') дають ту же систему образую- 
щихь, что и ‘уравнешя (3), - ибо система (3') переходить въ си- 

стему (3) простою замфною произвольнаго постояннаго числа # че- 

Ри. 

Разематриваемый здфсь конусъ называется койусомз второю по- 
‘рядка и имфеть своимъ частнымь случаемь прямой круговой конусъ, 
разсматриваемый въ элементарной геометри. 

148. Примтуз. 

2 (5 — у 1 - (уа— 2) —4(8—1}=0, 

Это уравнеше опредфляеть конусъ, имфюций своей вершиною точку, 

опредфляемую уравненями: 

д—у+1=0, у;я—2=0, 8—1=0. 

Прямолинейныя образующёя получатся, если уравнене перепишемъ 
такъ: 

4 (2 — 1) — (у+а— 2) =2(#— у-+ 1} 

Переписывая это уравнеше въ такомъ видф: 

В е— ++: 6+3] 
2 

=#(2—у-1). + (#—у-1, 

получимъ окончательно уравненя прямолинейныхъ образующихь въ 

такомъ видф: ь 

уж3=—4=4(4—у-+1), #«—у= (9+1. 

149. Обращаемся теперь къ случаю, когда Р не равно нулю. 

Этоть случай распадается на два: когда вез три квадрата 

одного знака и когда коэффищенты при этихъ квадратахъ разныхь 
знаковъ, 
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150. Уравнене 

Таз + Р=о 

будеть имфть три квадрата съ одинаковыми знаками, когда № и 1, 

оба положительны. Если, кромф того, знакъ Р совпадаеть со зна- 
комъ коэффищентовь при квадратахъ, то есть въ данномъ случа Р 

положительно, то уравнеше, очевидно, не опредфляеть никакого 
теометрическаго м%ста. Напримръ, 

— (#-ну—2- 3) — 2 (у-+8—4)* —3 (а—2)*—4=0. 

150. Въ случа же если знакъ Р обратный знаку коэффищентовъ 
при квадратахъ, то получается поверхность, называемая эллипсоидома. 
Наприм$ръ: 

— (#-ну— 22) — у —4(8—1}+3=0, 

Эллинсоидъ. 

151. Итакъ, разсмотримъ случай, когда въ уравнени 

Ге ++ Р=0. 

[>0, [1 >0, « Р<0. Перенося Р во вторую часть, по- 
лучаемъ: 

Та? Г -+рР=—Р. 

Для 06% части уравнеши на —Р и обозначая 

ЕР-а, А-ы, —Р=е, 
1 

представимь уравнен!е эллипсонда въ такомъ видЪ: 

аи @ 
152. Для изучен!я вида поверхности будемъ пересфкать ее плос- 

костями, параллельными плоскостямъ: 

а=0, В=0, 1=0. 
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Пересфчемъ плоскостью а =. Въ сёчен!и будеть эллицеъ, ибо 
уравнеше 

опред®ляеть эллиптическй цилиндръ. Пока # по численной величин® 

меньше а, сфчене будеть существовать, когда # = -= а, сфчеше 
обратится въ точку: 

а==0,8=0, 1=0; 

наконецъ, когда &>а, то сфчеше перестаеть существовать, и плос- 

кость а = не пересфкаеть поверхности. Слфдовательно, вся поверх- 

ность лежить между двумя плоско- 
стями «= —а, а=-на (см. черт. 
247). Точно также покажемъ, что 

вся поверхность лежить между 
плоскостями В = —6, В = +6, 
& также между плоскостями 1 = —с 
ит= с, и, елдовательно, по- 

верхность имфеть конечные разм#- 
ры и лежить вся въ параллелепи- 

Черт. 247. пед, образуемомъ шестью указан- 

ными плоскостями. Не трудно уб$- 
диться, что всякое сфчене эллипсоида есть эллиисъ. 

153. Обращаемся теперь къ раземотрёню даметральныхъ плос- 
костей и даметровъ эллипсоида. ь 

Найдемъ д1аметральную плоскость, дёлящую хорды, параллельныя 
нфкоторой прямой 

а: 1 
жеж: (1) 

проходящей черезь центръ, пополамъ. Обозначая черезь м общую 
величину отношенй пропорщи (1), можемъ уравнеше прямой напи- 

сать такъ: 

а = м, В = ти, = пи. (2) 

Получили три уравнен1я прямой, но зато входить лишн!й параметръ и, 

подлежащий исключению. Мы видфли уже, что получимъ уравненя 
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хордъ, параллельныхъ прямой (2), если напишемь уравненйя: 

а=ш-^, В= тив, т=ПИ-НУ. (3) 

Оставляя 1, т, ъ безъ перемвны и мняя ^, №, у, будемъ получать 

зсевозможныя хорды, параллельныя прямой (1), или, что одно и 

то же, (2). Подставляя выражеше (3) въ уравнене эллипсоида, полу- 

чимъ для опредфленя и, соотвтетвующахго концамъ хорды, уравнеше: 

тм д жом ом мя 
2 к вы ( а Ня+ра=! 

Отсюда 

В ть пу 

Г ЗВ Г. 
ВС ДЕ Е. 

Го В 

Уравнен1!е даметральной плоскости получится черезъ исключеше 

четырехь буквъ: и, ^, в, » изъ уравненй (3) и (4). Сдфлаемъ это 
исключене. Уравнеше (4) можеть быть написано такъ: 

(С т? ") до тот 
и ера +в 0, 

или еще такъ: 

Дошка) + тит) (ия +5) =, 

откуда окончательно получимъ уравнеше даметральной плоскости, 

дфлящей пополамъ хорды направленя 



въ такомъ видЪ: 

а =%. ©) 
Веф даметральныя плоскости проходять, очевидно, черезъ центръ. 

154. Найдемъ теперь уравнешя д1аметра, соотв тетвующаго плос- 
костямъ 

а тв+т--1=0, (1) 

получаемымъ при измёнени коэффищента 9. 

Напишемь уравнеше д1аметральныхь плоскостей, дфлящихь по- 

поламьъ хорды, параллельныя направленю плоскости 

в т пу = 0. (2) 

Эти маметральныя плоскости будуть пересфкать плоскость (1) по 

аметрамъ ея сфченя, и, сяфдовательно, центръ сфчен{я плоскости (1) 
будеть лежать на вефхь этихь иплоскостяхь; другими словами, вс 
разсматриваемыя Маметральныя плоскости будуть пересфкатьея по 
теометрическому мфсту центровъ сфчений (1) (при разныхъ, конечно, 4) 

или по искомому Маметру эллинсоида. Любое направлеше хордъ раз- 
сматриваемаго случая получимъ, присоединяя къ уравненшю (2) 
уравнеше 

дач тв = 0. (3) 

Совокупность уравнен!й (2) и (3) можно написать такъ: 

а Е в = т @) 
—тт--пт  —т м —т-ти * 

Уравнеше д1аметральной плоскости, дфлящей пополамъ хорды, 

параллельныя направлению (4), будеть 

(тт, =: а, (и, а В (и, Ат 0. 

Это уравнене можно написать такъ: 

ии (5-#)-° © 
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Уравнене (5) должно удовлетворяться при всевозможныхь 1:; #,, ®; 
отсюда мы замфчаемь, что должны имфть мфсто слфдующия ра- 

венства: г р 
ту _ ма с т > 
 — 0, 62 а? о. 

28 
бит 

Послёдь!я уравневшя, изъ которыхъ третье есть слФдстые пер- 

выхъ двухъ, могуть быть написаны такъ: 

ы т 
патар-т и. 6) 

Это и есть уравнеше д1аметра плоскостей направлен!я 

а тв т = 0. 

'Уравнеше (6) показываеть, что всф даметры эллипсоида прохо- 

дять черезь его центръ. 

155. Теорема. Проведемь даметрь ММ', соотвфтетвуюцщий плос- 

костямъ, параллельнымъ н®которой д1амет- 

ральной плоскости ©; тогда этоть даметръ м’ 

будеть параллеленъ хордамъ, которыя д#- Е 
лить плоскость © пополамъ (см. черт. 248). > 
Тавя плоскости О и маметрь ММ" нз- р 

зываются сопряженными. 
Вь самомъ дфлф, пусть уравнеше плос- < = 

кости © будеть 
м 

5 тот 
эн ни=0, Черт. 248. 

причемъ эта плоскость, очевидно, дфлить пополамъ хорды направлен:я 

а рев 
т зв 

На основан доказаннаго, если мы обозначимьъ черезъ 

1 т, =, в, = 1 — да’ 1 $? 1 27’ 

то получимъ для плоскостей, параллельныхь плоскости 

да+тв-+вт=0, 



— 538 — 

уравнеше даметра въ такомъ вид%: 

а 8 т. 

Тая — т пс 

откуда получаемъ искомое уравнен!е даметра ВЪ ТакомЪ вид%: 

во 
ото 

что и требовалось доказать. 

156. Если выразимъ услоше перпендикулярности сопря: 

Маметра и плоскости, то получимъ для опредфленя двухъ отно 
г т - ь 
я йх 28а уравнены. Д\аметрь, перпендикулярный къ сопря: 

съ нимъ плоскости, называется осью поверхности, & плоскость — 
ною даметральною плоскостью, или плоскостью симметти. 

1 
подставимъ въ уравненя даметра вмфсто ей г полученныя 

условЙ перпендикулярности значеня, то получимь уравнене 

Поверхности съ центромъ имфютьтри взанмно-перпендикулярныхь 

157. Найдемь оси эллипсоида въ томъ частномь случа, 

а=1, В=У, т=2 
Уравнеше эллипсоида будеть 

причемъ предположимъ, что @, фи с не равны между собою и 
@> ие. 

Даметру 

будеть сопряжена плоскость 

15 па а 
Условя перпендикулярности будуть 

1 _ тб? _ пс? 
а к ©) 
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Если, какъ мы это предположили, @, $, с не равны между ©0бою, то 

этимъ уравнешямъ (*) можно удовлетворить только тремя предполо- 

женями: 

1) #=0 т =0, т вв =0, 

2) 1=0, тв =0, в =0, 

3) Г не =0, т=0, п=о0, 

ибо, если бы два изъ коэффищентовь не были равны нулю, напри- 

м$фръ, если бы было { не=0, т не=0, то уравнеше 

1 _ т 
Е 

давало бы а? = 6?, что противорфчить нашему предположен!ю. 

Первое предположеше даеть ось (2=0, у=0) и главную Да- 

метральную плоскость 2 = 0; второе — ось (2 = 0, 2=0) и глав- 

ную маметральную плоскость у = 0; наконець, третье предположе- 
ве даеть ось (у=0, 2=0) и главную даметральную плоскость 

1=0. Итакъ, мы видимъ, что эллинеоидь 

2? з = 

яя 1 

имфеть осями координатныя оси (ем, 

черт. 249). 
158. Точки, въ которыхъ оси пеер- 

сфкають поверхность, называютея вер- 

шинами. Разстояне оть центра до вер- Черт. 249. ы 
шины есть длина соотвфтетвенной полу- 
оси, Легко видЪть, что а есть длина полуоси, совпадающей съ осью 

2-овъ, 6— полуоси, совпадающей съ осью у-овъ, и с— длина, полуоси, 
совпадающей съ осью 2-овъ. 

159. Если дв изъ полуосей равны между с0бою, наприм$ръ, 
а=6, то эллиисоидъь есть эллипеоидъ вращен!я; причемъ эллип- 

соидъ будеть сжатый (см. черт. 250), если с<а и, нвобороть, Удли- 
ненный, если с>а (см. черт. 251). 

160. Если веф три полуоси равны между с0бю а= =, то 
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эллипеоидъ обращается въ шаръ: 

2? 2 2? 

= Ян =0 или 2+ у 2 = 01, 

161. Если а = и, елфдовательно, эллипеоидъ есть эллипсоидъ 

вращеня, то коэффищенть ® (см. $ 157) долженъ равняться нулю, 

два же другихъ коэффишента { и т совершенно произвольны, а по- 

Черт. 250. Черт. 251, 

тому всякая плоскость, проходящая черезъ осъ 2-овъ, есть плоскость 
симметр!и этого эллипеоида. 

Для шара а=6=с, и, елфдовательно, всё три коэффищента 

1, т, п произвольны и всякая плоскость, проходящая черезъ центръ 

шара, есть его плоскость симметрии. 

Гиперболоиды. 

162. Если коэффишенты при квадратахъ общаго уравненя по- 
верхности второго порядка съ центромъ 

Тез ++ Р=о 

разныхь знаковъ, то получаются поверхности, называемыя Фипербо- 
лоидами. Основных типовъ такихъ гиперболондовь два: однополый 
и двупольй. 

Однополый гиперболондъ состоить изъ одной полы поверхности, 

а двуполый изъ двухъ отдфльныхь полъ. 

Однополый гиперболоидъ пересфкается со всфми тремя плоскостями 
@а—=0, В=0, т=0, тогда какъ двуполый гиперболоидь одною изъ, 
этихъ плоскостей не перес$кается. 



— 541 — 

На этомъ основани легко отличить одинъ случай оть другого. 
Напримфръ, 

—(&—у+38— 1) 2(у—4я- 1) 3(8— 1)*-+4=0. 

Это уравнеше опредфляеть одинъ изъ гиперболондовъ, ибо квадраты 
съ разными знаками. 

Посмотримъ теперь, который изъ гиперболоидовъ получается. 

Пересфкая плоскостью 2 — у-+ 32 —1=0, получаемь невоз- 
можное уравнеше 

2(у—4=- 1+3 (#—1)+4=0, 

и, слфдовательно, поверхность будеть двуполымъ гиперболоидомъ. 

Уравнеше же 

— (#— у 3=— 1+ 2(у— 4=- 1+ 3(#—1)—4=0. 

будеть опредфлять однополый гиперболоидь, ибо, которою бы изъ 

плоскостей 

—у38—1=0, у—48+1=0, #—1=0 

ни пересзкать поверхность, невозможныхьъ уравнен!й не получается. 

163. Разсуждая подобно тому, какъ это было сдфлано въ $ 151, 
можно привести уравнен!е однополаго гиперболоида къ виду 

а в т 

Для изученя вида этой поверхности будемъ пересфкать ее раз- 
личными плоскостями, параллельными плоскостямъ 

2 ба 

Въ сфченяхь плоскостью В = получатся эллипсы, въ сфче- 

шяхь же х = К, у = № — гиперболы, 
Конусъ х 

2 з НЫ 
вмерАВеь 

есть такъ называемый асимитотическай конусь (см. черт. 252), полы: 

котораго сближаются, по мЁр® удаленя оть центра, съ поверхностью 

гиперболоида, 
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164. На основаши соображенй, подобныхь тёмъ, каюя мы пря- 
вели по поводу эллипсоида, мы замфчаемъ, что даметру 

вт де 

ттт 

будеть сопряжена д1аметральная плоскость 

5 т тт 
0 

Однополый гиперболоидь имфеть три оси. 

Если возьмемъ уравнене поверхности въ вид® 

27? у 2 

а 1 а? , 

то осями будуть оси координать (см. черт. 253). 

Если а = с, то гиперболоидъ будеть гиперболоидъ вращения. 

Черт. 252. Черт. 258. 

165. Уравнеше двуполаго гиперболоида можеть быть приведене 

къ ви 
№ ПЕНЫ 

а? Г] с? е 

Плоскость а = 0 не пересзкаеть поверхности, точно также и всякая 
плоскость а =, пока # будеть меньше а. 

Поверхность состоить изъ двухъ поль, лежащихъ по об стороны 
двухъ параллельныхь плоскостей 

а= —@ада=+а 
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(см. черт. 254). Асимптотичесый конусъ двуполаго гиперболояда 
имфеть уравненше 

а? Г Е 

в Я © 
(см. черт. 255). Дламетру 

Е Е Е 
Гт тв 

будеть соотвфтствовать. дамет- 
ральная плоскость 

 _т8 = 
ва 

Двуполый гиперболоидъ имфеть 
три оси. 

Если возьмемъ уравнеше по 

верхности въ вид$ Черт. 254. 
22 у 8 

НЕ 1, то осями будуть оси координать. 

Если а=е, то гиперболоидь будеть поверхностью вращеня 
(см. черт. 256). 

Ил 

ыы 0 С: * 

Черт. 255. Черт. 256. 

166. Обратимся теперь къ нахожденю главныхъ д1аметральныхь 

плоскостей и осей поверхностей съ центромъ. 

Мы видфли уже на уравнешяхъ въ простёйшемъ видф, что осей 

для поверхностей съ центромъ три. Покажемъ, что это обстоятельство 
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имфеть мфето, въ какомъ бы вид ни было написано уравнен!е по- 
верхности съ центромъ. Пусть, напримфръ, задано будеть уравнеше 
поверхности съ центромъ въ видЪ: 

Таз М + Мрт? =Р. 

Мы видфли уже, что для хордъ, параллельныхь д1аметру 

ев т 
Е 

. 
Уравнене соотвфтственной маметральной плоскости имфеть видъ: 

Ша-- Мтз-— Мт=о. 

Три плоскости «, В и Т составляють систему такъ называемых» 
сопряженныть уаметральныхь плоскостей. Эта система, обладаеть 

свойствомъ, что каждая изъ прямыхъ пересфченя двухъ изъ ч1 

этихъ трехъ плоскостей есть даметръ, сопряженный съ третьей плос- 

костью. Въ самомъ дфлф, напримфрь, полагая { =0 и т— 0, а 

п не = 0, получаемъ съ одной стороны, уравнеше даметра 

'а=0, В=0, 

& съ другой стороны, уравнеше сопряженной съ этимь дам 

аметральной плоскости 
№Мпт=о, 

но № не== 0, » тоже не считаемъ равнымъ нулю, сл$довательно, 1 = 0. 

Подобнымъ же образомъ видно, что для прямой (а—0, 1—0) сопря- 
женная плоскость есть В = 0, и наконецъ, для прямой (8 = 0, 1т=0) — 
плоскость & — 0. 

167. Теорема. Даны дв плоскости, проходящ{я черезь центрь 
поверхности второго порядка; если даметръ первой лежить во вто- 
рой плоскости, то и обратно, Маметрь второй лежить въ первой 
плоскости. 

Для доказательства представимъ уравненя заданныхь плоскостей 
вЪ вид: 

Гат пт =0, 

ра + тп =о, 
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Уравнешя дламетра, сопряженнаго съ первой плоскостью, имфють 

ВИДЪ: 

я ЕЯ 
к м м: 
ДИСКИ 

Для того чтобы этоть даметръ лежалъ во второй плоскости, не- 

обходимо, чтобы уравнеше этой плоскости удовлетворялось значе- 
Шями а, В, 1, взятыми изъ уравненя дламетра. Получаемъ: 

11, тт, пт, _ 
М о 

Полнфйшая симметрАя этого уравненя доказываеть справедливость 

предложенной теоремы. 
168. Обратная теорема. Если даны двЗ прямыя, проходящя 

черезъ центръ поверхности второго порядка, и если дмаметральная 
плоскость, сопряженная съ первой прямой, проходить черезъ вторую, 
то и обратно, Маметральная плоскость, сопряженная со второй, про- 
ходить черезъ первую. 

Въ самомъ дфлЪ, предполагая несправедливость этой послфдней 

теоремы, приходимъ къ противорфчю съ предыдущей. 

169. Итакъ мы видимъ, что если уравнене поверхности второго 

порядка ‘съ центромъ написано въ видЪ: 

аз + МЗ №? =Р, (1) 

то три плоскости х = 0, В = 0, т = 0 составляють систему сопря- 

женную. Докажемъ теперь теорему обратную, а именно, что какую бы 
ни выбрали сопряженную систему трехъ плоскостей а, =0, В, =0, 

11 =0, уравнене заданной поверхности можеть быть представлено 
въ видЪ: 

Га ИВ + Мл =Р, 

тдз [., М,, М, Р, суть нёкоторыя числа, такъ подобранныя, 
что это уравнеше тождественно съ уравненемъ (1). 

Пуеть функщи а,, В,, 1, имфють видъ: 

а, = а + тв тт, 

В = а + т,8 вт, (4) 

11 = да + т, + я. 
Д. А. Граве. 35 
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Уравнене д1аметра, сопряженнаго съ плоскостью 

я. —®. 

есть 

ава 
ты. „$ ©) 
т И-М 

По усломямъ задания прямая (1, =0, 8, =0) есть даметрь, со-^ 
пряженный съ плоскостью а, = 0, а потому его уравненя должны 

совпадать съ уравненйями’ (*). 

Систему уравненй 1, = 0, В, =0, можно переписать въ такомъ 

видЪ: 3 
а = ее РТН (=) 

тд$ 

11° = ти, — пт, т = п — т, п = т, — тЫ. 

Отсюда, сравнивая пропорши (*) и (**) получаемь, пропорцио: 

р т, М М 

т п,’ 
но мы замфчаемъ, что 

отт, пп =А; Во-тт пп =0; 

о - тут пп" =0, 

14° тт? ппу? = 0; 11° = тт, + пуп, = А; 

0 © © — 1.1, 5 тут? пуп, = 0, 

тт, тт, = 0; 19-е тт, пп, =0; 

0 @ — 11° тт, пп, =А, 

ть 

1, т т 

А "бе, п, |, 

ь т; 7; 
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а 
9 — ® — = 19 = ти, — пут, ‚ т? = в, — т, , по = т, — т, , 

[0 = тт, — пт, , т, =, — т, , по = Ат, — т, 

а потому изъ пропорщи (2) получаемъ 

19° -н тт, М + п, т,°М = 0, (3) 

15° [= т, т, М + п, ° М = 0; (4) 

но такъ какъ по предположению вс три плоскости а, = 0, В, = 0, 

1, =0 составляють сопряженную систему и, слфдовалельно, суть 
плоскости, сопряженныя съ соотвфтствующими прямыми, то тд, что 
мы продфлали для одной изъ плоскостей о, = 0, можно произвести 

и для другихъ двухъ, откуда получимъ, кромф выведенныхь уравне- 

ий (3) и (4), еще слфлующее: 

9, °Ё- т’т,°М пт, М =0. (5) 

Уравнения (3), (4), (5) представляють т условя, которымъ должны 

удовлетворять коэффишенты 1,, 1,, (,, %,, т,, т,, п,, ®,, п, 

чтобы три плоскости ®, = 0, В, =0, 1, = 0 составляли сопряжен- 

ную систему. Такъ какъ коэффищентовъ девять, & услов три, то 

понятно, что сущёствуеть безчисленное множество сопряженныхъ 

системъ. 
Итакъ, предположимъ, что коэффищенты подобраны такъ, что си- 

стема плоскостей а, =0, В, =0, 1.=0 сопряженная. Тогда, чтобы 

преобразовать уравнеше (1) къ новымъ функшямъ ®,, В,, 1, вы- 

разимъ а, В, т черезъ а,, В,, 7, и подставимъ полученныя выра- 

женя въ уравнеше (1). Тогда мы получаемь слфдующее. Умножая 
уравненйя системы (А) на 1,°, 1,°, 1,7, получимъ: 

Аа —= 11°, +1 Аи. 

Умножая подобнымъ же образомь уравненя системы (А) на т,°, 

т,’, т,° и складывая, получимъ: 

ДВ = т, ‘а, = т, 5 тт, 

и по умножении тёхъ же уравнен!й на п,°, я,°, п,’ и сложени ихъ, 
35* 
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получимъ 

Ат = п, °9, 5 п, 8, п, . 

Умножая уравнеше (1) на А° и производя замну, получимъ: 

Да +18, + 191) * = М (та т, к ть, * 

—5 М (п, -н п, 8, п, = РА». 

Раскрывая скобки и припоминая услошя (3), (4) и (5), полу- 
чимъ окончательно уравнеше въ такомъ видЪ: 

Таз М.В Ул =Р,, 

тд» 

Ти = М1 °- Мт°т,° + Мп, °п,°, *) 

М, = М, ,°-+ Мтут,° + Мпуи,о, РЕ ВАР 

М, = 11,9,° + Ит?т, + №Мп,’п,°, 

Итакъ мы видимъ, что разложеше на квадраты первой части урав- 

нешя поверхности втораго порядка съ центромъ соотвфтетвуеть выбору 

нЪкоторой сопряженной системы плоскостей, а такъ какъ подобныхь 

системъ существуеть безчисленное множество, то слфдовательно, раз- 

ложеше первой части уравнен1я поверхности съ центромъ на квадраты 
возможно на безчисленное число манеровъ. 

170. Чтобы покончить съ теор!ей поверхностей второго порядка, 
остается показать, что между безчисленнымь числомъ сопряженныхь 
системъ существуеть, вообще говоря, только одна система взаимно- 
перпендикулярныхь плоскостей. Эти плоскости суть плоскости сим- 
метр и поверхности, а лини ихъ пересфченя суть оси. 

171. Мы сказали, что, вообще товоря, существуеть одна такая 

система. Исключительнымь случаемъ будеть тотъ, когда поверхность 

второго порядка есть поверхность вращения. Въ этомъ посл®днемь 

*) Здвеь мы приняли старинный способъ обозначеня ЕЁ выфето #*, ибо иеудобае 
писать показатель 2 надъ буквой, имфющей уже надъ собою значекъ 0. Этотъ сше- 
собъ писан я практиковался еще въ средин® настоящаго столёйя, (Напр., въ созж- 
неняхъ Гаусса). 
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случа тлавныхь сопряженныхь системъ безчисленное множество, 
причемъ ось вращеня поверхности есть общая ось, принадлежащая 
всфмъ главнымь системамъ, и безчисленное множество главныхъ си- 
стемъ получается оть вращен1я одной изъ главныхъ системъ около оси 

вращеня. 

172. Наконець, еще болфе исключительнымь является случай 
шара, который представляеть изъ себя центральную поверхность 
второго порядка, для которой вся й прямоугольный трехгранный уголь, 

имфюпий вершину въ центр, образуеть главную сопряженную си- 

стему. 
Приступая къ нахождению главной сопряженной системы д1а- 

метровъ для поверхностей съ центромъ, мы оставимъ нашьъ способъ 
изложения и будемъ поступать, пользуясь свойствами инварантовъ, 

подобно тому какъ мы рфшали аналогичный вопроеъ отнесешя урав- 

нен!я эллипса и гиперболы къ осямъ. 
Предварительно докажемъ теорему: 

Теорема. Если перенести начало координатъ въ центръ, не мфняя 
направления осей, то уравнене поверхности второго порядка 

Аа? -н Ау? А, ЭВуЕ-н 2Вуха + 2Вуху + 20.2 

— 2б.у+20,5Р=0 (1) 

преобразуется въ слфдующее: 

Аа? - Ау? Аза + 2Вуз- 2Вуже + ЗВ,ху+ Р=0, (2) 

причемъ, пропадають члены съ первыми степенями координатъ, ко- 

эффищенты же при членахь второй степени остаются прежне. Ко- 
эффишенть Р равенъ результату подстановки въ первую часть урав- 

неншя координать центра. 
Для доказательства предположимъ, что уравнеше (1) разложенемь 

на сумму квадратовь представлено въ вид%: 

То? -- М? М?--Р=о. (3) 

Предположимъ, кромф того, что уравнеше (3) не только равно- 

сильно, но и тождественно съ уравненемъ (1), т. е., если для удоб- 
ства выкладки мы умножали уравнеше на какя нибудь постоянныя 
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числа, какъ это, напримфрь, дфлалось въ $ 100, то мы предпола- 

таемъ, что въ уравнени (3) по выдфлени вофхъ квадраловь всф во- 

эффищенты //, М, №, Р’ раздфлены на произведене вефхъ выше- 
упомянутыхь чиселъ. Такимъ образомъ, по раскрыт и скобокъ въ пер- 
вой части уравненйя, эта часть тождественно обращается въ первую 
часть уравненя (1). 

Положимъ, что 

а=а, 5 нау аз -а,, В= В - Ву + В=-Н В, 

Т= 2 -- 59 + 1,8 + 1. 

Тогда, согласно сказанному предположению, будемъ имфть 

А, = То,* + М8 + №М1,?; В, = Газа, МВ Мула; 

А, = Га,* + МВ, № 1,7; В, = Газа, - МВ, В, = Мттв 

А, =, + МВ, М"; В, = на, + МВ, = Ата 4) 

бу = Гоа, М В.В, Муль; Сз= Груз, -- МВ, Му; 

(С, = Гоа, + МВ, + Мл: В= Той МЗ Мл, Р. 

Координаты центра а, 6, с, согласно разсуждешямъ $ 145, опредф- 
ляются при помощи уравнен!й: 

а—=® 80: 1—0. 

ааа, ба, са, =0, 

а-- в бы В с В =0, 

маны Оеъень=0; 
поелФдыйя уравнен!я удовлетворяются тождественно. Принимая центръ 
за новое начало координать и не мФняя направлен!е осей, получимъ 
формулы преобразованя: 

ж=а-х', у=ф-+у', в=с+я'. 

Оть подстановки функця « преобразуется слФдующимь образом: 

а=а,5 + ау -на,а-а, = а, (ан) + а, ($-у') 

(се =) + = ана! аза' + (аа а.ф-н азс-на,); 
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но выражене, стоящее въ скобкахъ, равняется нулю тождественно, 

слфдовательно, функшя < обращается въ такую: 

Е й '. ах’ + ау"  а,д'; 

другими словами, посл преобразованя координать функщя а обра- 

щается въ такую, гдф надъ координатами х, у, 2 поставлены штри- 

хи, & ®, пропало. Подобнымь же образомъ оть того же самого пре- 
образованя координать пропадуть въ функщяхъ В и т коэффищенты 

и и Т,, такъ что эти функция обратятся въ выраженя: 

Вар’ = Вы" Ве", аа 5 ТЫ" Ты", 
Такимъ образомъ, если мы не будемь обращать внимане на 

штрихи, стояще надъ координатами, то замфтимъ, что измфне- 

ше уравненя (3) оть сказаннаго преобразованя координать ©0ето- 

ить вь томъ, что коэффищенты ®., 8, 1, обращаются въ нуль. По- 

слфднее же обстоятельство отражается на уравнени въ раскрытомъ 

видв такимъ образомъ, какъ это высказано въ теоремф. Въ самомъ 

дЪлф, на основан!и формулъ (4), коэффишенты А,, А,, А., В,, В,, В., 
какъ не зависяцие оть коэффищентовъ &,, В., т, не м$няють своей 

величины, коэффищенты С,, С,, С, обращаются въ нуль, коэффи- 

шенть же /’ обращается въ Г. Остается показать, что Р’ есть ‘ре- 
зультать подстановки въ уравнеше (1) или, что одно и то же, въ 

уравнен!е (3), координать центра. Но это очевидно, ибо первая 

часть имфеть видъ: 

Го + М - №р + Р, 

координаты же центра обращають въ нуль вс® три функщи а, 8, 1 
и, слфдовательно, эта первая часть посл подстановки, обращается 
вь Р. 

173. Итакъ, возьмемъ уравнене поверхности съ пентромъ, отне- 

сенное къ этому послФднему. Мы видфли уже, что, если выберемъ 
за оси координать оси поверхности, то уравнеше приметь еще боле 

простой видъ: 
227 + у? -- = Р= 0. (1) 

Чтобы привести къ виду (1) уравнеше поверхности, отнесенное 

къ центру, необходимо повернуть систему координать такь вокругь 
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начала, совпадающаго съ центромъ, чтобы направлеше осей коорле- 
нать совпало съ направлешемъ осей поверхности. Сь этой 

нужно будеть примфнить преобразоване одной прямоугольной ее 
стемы координатъ въ другую, тоже прямоугольную, при помощи ве 
ворота вокругь начала координатъ. 

Формулы преобразованя имфють видъ: 

= Ви’ Ау К, 

у= аи у 4 (2} 

2 =т- ту’ т,а', 

причемъ между девятью коэффищентами существують шесть завися- 
мостей, оставляющихъ произвольными только три изъ нихъ; за эт 
произвольные коэффишенты могуть быть приняты, напримёръ, тра 
Эйлеровекихь угла (ем. $ 84). Поставляя вмфсто 2, уи2 ихь вы- 
раженя при помощи уравненй (2) въ уравнеше поверхности, от- 

несенное къ центру: 

4,2? Ау Аз? +2 Вуз + ЗВля-- ЗВуг-- Р=О, (3) 

получимъ новое уравнеше того же вида, что и (3), причемъ коэффа- 

шенть Р не измфнится; что же касается до другихъ коэффищентовъ, 
то они будуть новые. Задача будеть состоять въ томъ, чтобы подо- 
брать три Эйлеровыхь угла такъ, чтобы коэффищенты В,, В, В, 

пропадали и уравнене (3) обращалось въ уравнене (1). 

174. Посмотримъ теперь, къ какимъ выкладкамъ приводить нахождение коэффе- 
щентовъ ЭГ, , 9, \,. Для этой цфаи мы будемъ поступать подобно тому, какъ мы 
это двлали въ 5 148, 149, 162 и 299 геом. двухъ измфрен!й. 

Возьмемъ уравнене поверхности второго порядка съ центромъ, отнесенное къ 

этому посл®днему: 

Аа? 5 Ау? + Аз + ЗВ,уе - ЗВ,хе + ЗВьту + Р=О. (В 

Вели мы повернемъ систему координатъ вокругъ начала, то коэффищенть Р.ве 
будетъ мфнять своей величины, что же касается до остальныхъ шести членовъ, те. 

они обратятся въ подобные же шесть членовъ. 

Такъ какъ наши выкладки будуть имфть большую аналогю съ тВмъ, что мы 
говорили о дискриминант® уравненя коническаго сЪченшя, то уравнене (1) пере- 
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пишемъ въ такомъ вид: 

Аз -- ЗВху Су? 21:  3Еуг + Е? + Н=0, (2) 

причемь мы измфнили только обозначеня коэффищентовъ для большей аналоги съ 

тЬиъ видомъ уравнения, подъ которымъ мы писали въ геом. дв. изм. общее урав- 
неше коническихь сфченй. 

Раземотримъ отдфаьно два случая: 

1. А=0,С=0, = 0. Въ этомъ случа уравнеше (2) будеть представ- 

лять поверхность съ центромъ, когда ни одинъ изъ коэффищентовъ В, 0, Е не 

равенъ нулю, ибо иначе квадратичная форма, 

2Вху + 2Пхе + ЗЕуг 

разлагается на два квадрата, и, сабдовательно, мы будемъ предполагать коэффи- 
щенты Ш, В, Е не равными нудю. 

П. Если по крайней м$р% одинъ изъ коэффищентовь А. С, Ё’не равенъ нулю, 
наприм$ръ, А не равняется 0, то, умножая на А уравнеше (2), получимъ 

(Ах -- Ву-н =} 1? + Му + № + АН=0*). 

175. Если поверхность съ однимъ центромъ, какъ мы это предполагаемъ, то три 

коэффищента Г,, М, № не должны всЪ вмфетЪ равняться нулю, и можеть рав- 

наться нулю лишь который нибудь одинъ изъ нихъ, или же Г. —= 0, М = 0, а М не 

равняется 0. 

Положимъ, что Г, не равняется 0, тогда, продолжая разложене на сумму квад- 

‘ратовъ далфе, получимъ окончательно: 

Т, (Ах = Ву -н 02} - (Ту -- Мёд? -- Р + АГН = 0, 

тв 
Р=1МИ— М? = А(АСЕ— АЕ? — СТ: — ВЕ: ВФЕ)*). 

Для того, чтобы поверхность была съ однимъ центромъ, необходимо, чтобы Р 
не равнялось нулю, другими словами, чтобы не равнялся нулю дискриминавть 

АСЕ — АЕ? — СТ: — ВЕ? + ВШЕ. 

Это услове, какъ легко замфтить, есть общее, ибо въ случа А — 0, С=0, 

Е = 0 дискриминавтъ равенъ ВЕ и, слЬдовательно, обращается въ нуль, когда 
одинъ изъ коэффищентовъ В, 1), Е равенъ нулю, что мы уже видфли; въ елу- 
928 же Г —=0, М =0и М = 0, дискриминанть также равенъ нулю. 

*) Значешя коэффищентовь 1, М, № сы. въ $ 96 геом. дв. ам. стр. 99. 
**) Р обозначение $ 96 геом. дв. изм. 
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Если мы въ уравнени (2) положимь Н = 0, то получимъ уравнене конуса 

второго порядка, уравневе котораго, по разложении на сумму квадратовъ, можеть 

быть приведено къ виду 

Та? + МВ? № = 0. (3) 

Конечно, если всЪ кеэффищенты 7, №, № одного знака, то получается точка, 
или, кавъ иногда говорятъ, мнимый конусь. Еели хискриминанть нашей форжы 

будеть равенъ нузю, то уравнене (2) при Н==0 уже не будуть приводиться к» 

виду (3), а въ первой части его будуть не три квадрата, а только два или даже. 
одинъ. Слёдовательно, равенство нулю дискриминанта обращаеть уравнен!е конуеа 
въ уравнене двухъ дфйствительныхь, совпадающихь или мнимыхь плоскостей; 

другими словами, первая часть уравненя 

Ах? -- ЗВху + Су? + 2Лха -- ЗЕуг + Ей = 0 

при равенствЪ нулю дискриминанта можеть быть разложена на два множителя пер- 
вой степени такимъ образомъ: 

(ах 5 Ву -н сг) (ах -- Ву наз) = 0. 

176. Сдфлавъ сказанное замфчане относительно значешя равенства нулю ди- 
скриминанта, обращаемся къ преобразованию уравненя 

Ах? -+ 2 Вту = Оу’ +. 2Пха + 2Еуг + Ей + Н=0 

къ виду 

Эа Эу - °+ Н= 0, 

при помощи преобразованя координатъ: 

= -- ВУ - Ве 

у - ыи 1' 

2 = та! + ту! + тьг'. 

Начало координать при этомъ преобразованш не мфняется, а такъ какъ мы 
предполагаем старую и новую системы прамоугольвыми, то между коэффищев- 
тами №, К... существують соотношеня, данныя въ $ 31. Итакъ, сдблавъ пре- 
образоване координатъ, мы получаемъ равенство: 

Аз? 2Вху- Су? + 2 Пе -- ЗЕЕ Е? = у (г. (1) 

Такъ какъ начало координать остается безъ изивнешя, то разстояне точки отъ 

начала координать, выраженное въ новыхъ координатахъ, должно равняться тако- 
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вому же разстоявю, выраженному въ новыхъ, слфдовательно, должно быть, 

уни = у. . (2) 

Умножая уравнене (2) на Х и вычитая изъ уравнения (1), тии 

(4 — №2? + 23Влу + (© — № у + Пе - ЗЕ: + (Е №2 = 

Ч 9, — № - 4, — Ху - @, —Х 2”. (*) 

Но такъ какъ дискриминанть формы, разематривавшейся нами, можеть быть 

саФдующимъ образомъ написанъ въ вид опредфлителя: 

ИВО 

В -б Е, 

ет: 

то подберемъ ^ такъ, чтобы уничтожалея дискриминанть первой части уравне- 

ня (*). Получаемъ для опредленя ^ кубическое уравнене 

А—^, В, р, 

В С—№ Е = (3) 

р, Е ВЕ-Х 

Уравнеше кубическое всегда имфеть по крайней мЪрЪ одинъ дфйствительный ко- 
рень, тогда для этого значеня ^ первая чаеть уравненя разлагается на два мно- 

жителя первой степени съ дВйствительными или мнимыми коэффищентами. 

Формулы преобразован!я коордиватъ линейныя, какъ относительно старыхъ, такъ 
и относительно новыхъ координать, а потому каждый изъ линейныхь множителей 
первой части обратится въ линейную же функщю новыхъ координатъ, а потому и 

во второй части должно быть произведен двухъ линейныхь множителей. Итакъ, 

для того же значеня ^ долженъ уничтожаться дискриминанть второй части, что 
даетъ ` 

9,—^ 0, о 

0, 9,—^ 0 |=0. 

0, 0, 9,—^ 

Посл®днее уравнен!е можетъ быть представлено въ такомъ видЪ: 

в: —*) 6 м, —№=0. (4) 

Это поелфднее уравнене должно удовлетворяться, очевидно, при тёхъ же са- 

мыхъ значеняхъ ^, что и уравнеше (3). 

Итакъ, коэффищенты ЭГ, ЭГ, ЭГ, суть ни что иное, какъ корни уравнения (3). 
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177. Покажемъ, что уравнеше (3) иметь всЪ три дЪйствительныхь корая. 
Предположимъ обратное, и пусть один изъ мнимыхъ корней будетъ 

ХА=т- И—1 п, 

тД® 28 и п вещественныя числа, тогда, обозначая 

А—т=А, Г —т=С, Е^т=Е,, 

получимъ 

те Я: р 

В-@-иИ—». 58 == 

р, Е Е—У—1в 

Перемфняя въ опредфлител® у корня / — 1 звакъ и умножая, получимъ 

А,—У-—1Т», В, р АУЛ», В, р 

В, ет », Е В, 6, -+-У-=1», Е |= 

р, Е, Е—И—1в 2, Е, Е--И—1т 

ПослЪднее уравнеше можеть быть переписано такъ 

М, +, М, м, 

РА М, +", Месте, [6 
а №, М, 

ый. 1 М, = В+ 01+ №, М, = 1+ + Ел, 

М =, В--С,В-+-РЕ, М, =А,0-+ВЕЖЕ, 

№, = ВО-+- С.,Е-- ЕЕ, (см. прибавление). _ 

Раскрывая уравнеше (1), получимъ 

пб + + =0, (2) 
тд 
= М, + М, - М: = 4, + Су Е 2 (В -- 0? -+ Е”), 

Я = М, М, + М, М, + М, М, — М, — М, — М, 

м, М, М, я: вр 

=] М; ем В 0. Е 

№, №, М, ЕВ 
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Итакъ мы видимъ, что коэффищенты 9% и $, какъ составленные дла квадра- 

товъ вещественныхъ чиселъ, положительные. 

Легко видЪть, что будеть положительнымь также и коэффищенть 9%. Въ самомъ 

Ва, 
М.М, МСА В+ 0) (В+ (1-5 В) —(А,В-- ВЦ, + РЕ = 

= (4,0, — В): --(ВЕ— рб (А.Е ВБ). 

Подобнымъ же образомъ покажемъ, что и выражения М, М, — №,?, М, М, — №," 

положительныя. 

Итакъ мы видимъ, что при всякомъ дЪйствительномъ значен!и » первая часть 

число положительное и нулемъ можеть быть лишь въ случа® 

п=0, %=0, 

что и показываеть справедливость утвержденя о дВйствительноети корней нашего 

‘уравненя. 

Слфдовательно, ршая уравнене (3) относительно ^, мы получимъь три веще- 
ственныхъ значешя, за которыя и могутъ быть приняты коэффищенты 5, , 9, 51, . 

Поель опредзлен!я коэффищентовъ наше уравнене примет вилъ 

За? + Ху? + 9,2 + Н=0. 

‘Отношеня 

ннн 9’ 9. 

будуть представлять по абсолютной величин квадраты полуосей 

а", ®, в. 

178. Что касается направлешя осей, то ихъ легко получить, вычиеливъ 

коэффищенты ЭГ,, Э,, 5С,. 

Въ самомъ дБаЪ, изъ формуль преобразовавя (ем. $ 176), получаемь ^ 

2 = д + цу т,е 

У = а -- Бун ть 

Я = № -- у + тг. 

Сравнивая коэффищенты при разныхъ членахъ въ выраженя 

УС; ба,  Цу-нт, 2)? -5 %, ых -Н у + т.г)? НХ, (уз -Н Бун т, 2)", 

съ соотв тетвенными коэффищентами заданной формы, получаемьб уравнений для 
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редфленя трехъ независимыхь косинусовъ: 

УЕ Л, +), = А (1) 

ЭС. ++ 1,2 ЗЫ, = @ (2) 

Эт? Эту? Эт? = Е 8) 

ЗЕ, 5 ЗБ, 5 ЗВ ЁИ, = В (4) 

Эт, ЗЫ, т, + Эт, = (5) 

Эт, 5 Эт, -- Лт, = Е. (6) 

Искомыхъ три, а уравненй шесть, но не надо забывать, что между коэффи- 

Тентами ЭГ, ЭГ, 3, съ одной стороны и коэффишентами А, В, С, ,... еъ другой 
‘уществуеть три соотношеня, изъ которыхъ одно, напримръ, получается, скла- 
ывая уравнения (1), (2), (3): 

З, 5, +, = А-С-+Е [0 

ибо 9[,, 9, Э[, суть корни кубическаго уравнешя 

№— (АСВ 9—В=0. 

КромЪ соотношения (7) будуть еще два: 

1.9, 5 91.9, = 1,5, = ©, 

1.91.97, = В. 

Для опредфленя косинусовъ 1, (,, 2, угловъ, образуемыхъ новою осью 2" со. 
старыми осями координатъ, легко получить два линейныхъ уравнешя кромф урав- 
нешя 2,2 +. т,? =1. 

Умножая уравнеше (1) на Х,, уравнеше (4) на1,, уравнеше (5) на , и скаа- 
дывая, получимъ. 

ЗЕ, = А, + ВЕ, + т,. ®) 

И, наконець, другое уравневе получимъ, умножая (4) наХ,, (2) на 1;, а (6) на т, 
и складывая: 

ЭЛ, = ВЕ, + 01, + Ет,. 

Прямолинейныя образуюция. 

179. Мы разематривали уже подробно конусъ и цилиндръ, пред- 

ставляюще такъ называемыя развертывающяся на, плоскость линейча- 

тыя поверхности. Изъ косыхъ линейчатыхь поверхностей къ поверх- 
ностямъ второго порядка принадлежать гиперболическ!й параболоидь 
и однополый гиперболоидъ. 
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Косая плоскость. 

(Гиперболичесй парабохонд»), 

180. Мы видфли уже, что уравнеше этой поверхности имфеть видъ: 

Таз В +1=0, 

тд$ Г< 0, такъ что можно положить 1 = —^?, отукда уравнеше 

поверхности можеть быть написано въ такомъ видЪ: 

№3 а — 8 =т. 

Или еще иначе можно переписать такъ: 

д т (+ в = 
тдф К прямоугольный параметръ. 

Приравнивая въ двухъ различныхь порядкахъ множители первой 
части множителямь второй, мы получимъ двф системы прямолиней- 

` ныхъ образующих: 

лав =А, №—В=А, 

© Ж—в=р, ® м-в =» 

Все образуюцщия системы (Г) параллельны, очевидно, плоскости: 

ав =0, 

ибо лежать на плоскостяхъ: 

лав =А, 

получающихся при разныхъ значеняхъ &, которыя всф параллельны 

плоскости 

2ла В =0. 

Образующия системы (П) подобнымь же образомь параллельны 
плоскости 

а —В=0. 

Примтуз. 
ту + = —у=0, 
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2(у+ =) —у=0, 
(+ у- =) — (1 —у— 2) —49=0. 

Заданная поверхность, слФдовательно, будеть гиперболическ!й пара- 

болоидъ. Переписавъ его уравнеше въ такомъ вид%: 

2 (у + =) = А, 

получимь уравненя двухъ системъ прямолинейныхь образующих: 

#= у ‚ У+8=Ё 

и второе 
:8 =: д=Ё ужЕ= 1: 

181. Задача. Найти поверхность, образуемую прямыми, проведенными черезь 

дв® заданныя прямыя въ про- 
странств®, параллельно н®кото- 

‘рой плоскости. 

Для упрощешя выкладокь 
выберемъ за ось у-овЪ одну изъ 
прямыхъ, проведенных черезъ 

заданныя прямыя Г. и Г.,, параз- 

лельно заданной плоскости Р. 

Ось у-овъ пересфкаетъ, слёдо- 

вательно, дв заданныя прямыя 

въ двухъ точкахь Ми М, (ем. 

Черт, 957. черт. 257). 
Средину О отрёзка ММ, 

беремъ за начало координат, а оси ОХ и ОЙ проведемъ параалельно заданным. 

прямымъ Ги Г,,. При такой систем® координать уравнен!я заданныхь прямых» 
будуть имЪть видъ: 

у= а, =—а, 
| и 1 
&—0: # = 0. 

Уравнешя любой прямой, проходящей черезъ двЪ заданныя, могуть быть на- 
писаны такъ: 

&— (у—а) =0, 

гц о+я=о, 
или отсюда 

ха _у—0_ фа 

ЕЕ © 
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Еели уравнене заданной плоскости Р будеть 

Аз- Вг-+ 0=0, (2) 

то услов!е параллельноети прямой (1) съ плоскостью (2) выразится такимъ образомъ: 

А+ЬВО, (3) 

Уравнеше геометрическаго мЪста прямыхъ (1) получится, какъ результать исклю- 
ченя перемвнныхь параметровъ А и , изъ уравненй (1) и (3), въ такомъ видв: 

Ат В: 0, 

или 

у (Аж -+ Вё) + а (Аг — В) =0, 

или, наконець, 

2 Мет ее : ЗаАнЕВи 0 & 

Если бы оси координатъ были прямоугольныя, то уравнеше (4) принадлежало бы, 

очевидно, косой плоскости, согласно его виду. 
Очевидно, что и для случая косоугольныхь координать уравнеше опредфяяетъ 

ту же косую плоскость, ибо оть косоугольныхь координать къ прямоугольнымь 
мы можемъ всегда перейти при помощи формул пробразованя координатъ, кото- 

рыя, будучи линейными относительны перемфнныхъ 2, у, 2, не нарушать харак- 
тера уравненя искомаго геометрическаго м$ста. 

Однополый зиперболоидь. 

182. Однополый типерболоидъ имфеть уравнен!е такого вида: 

а? № 1? 

в ма! 

Преобразовавь послфднее такимъ образомъ: 

д. А. Граве. 36 



а 

получимьъ уравненя обфихъ системь производящихъ: 

Примт. 
Жу + 48 у -1=0. 

Разлатая на сумму квадратовъ, получимъ: 

(2 + у) (у) —у-1=0, 

Е = + О. 

Это уравнене однополаго гиперболонда. Представивь послёднее 
уравнене въ видё 

—1 
++) =” 9-фуь 

получимъ уравнен!я прямолинейныхь образующихъ: к 

у1 
НВ 

у+8=у—1 А, 

и 

&+у=(у—ПА, 
у+1 

а 
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183. Задача. Написать для гиперболоида 

2у у эх 1=0, 

уравнене двухъ прямолинейныхь образующихъ, проходящихь черезъ 
заданную на немъ точку М съ координатами 

= у=—1 и &—8. 

Для опредфлен1я перемфнныхь параметровь А и #, въ общихъ форму- 

лахъ будемъ имфть, слфдовательно, уравненя: 

ТЕ 0 
и ЕЕ я о=р, 

Те в (1-1), 8=—й.2, 
и 

1—1=, (1—1), 0=—#,.2; 

мА ЛА о %, №, 

Слёдовательно, Х = —1 и, = 0; такъ что уравненя искомыхъ 
образующихь примуть такой видъ: 

м, ху +1=0, 
в или 

у+==—1(у—1, Зу+=—1=0, 

и ` 

жну=0(у—1, жу=0, 

или 

ука , у1=0. 

184. Задача. Доказать, что геометрическое м®ето прямыхъ, проходящихъ че- 

резъ три заданныя прямыя, есть однополый гиперболоидъ. 
Проведемъ черезъ каждую изъ заданныхь прямыхъ по дв плоскости, парал- 

лельныя каждой въ отдфаьности изъ двухъ других прямыхъ. Полученныя такимъ 
образомъ шесть плоскостей попарно будутъ параллельны другъ другу и если за 

начало координать возьмемъ точку, симметрично расположенную относительно 
36* 
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веЪхъ этихъ плоскостей, а оси координать возьмемъ параллельными заданнымъ 

прямымъ, то уравненя этихъ трехъ паръ плоскостей будуть: 

дев: УЗЫ, эс о 

и уравнешя данныхъ прямыхъ будуть 

Пу=ьё=—6 2)8=в1=—8 ЭЗа=ау=р—ь 

Уравнешя прямой, пересЪкающей первыя двЪ изъ заданныхъ прямыхъ, будуть 

ое), ь 
в—е=ь (2 а), 

она же переефкаеть и третью прямую, при услови 

ера = 0. 

Подетавляя сюда значешя А и 2 изъ предшествующих уравненй, получимъ 

уравнене искомаго геометрическаго мЪста въ такомъ видф: 

с (# + а) (у— 5) к а(у— В 2—6 (ед а-я =, 
Или 

дуг — Вах Е сху -- абе = 0, 

а это и есть уравнене однополаго гиперболонда. 

Круговыя сзчен1я поверхностей второго порядка. 

185. Прежде всего ясно, что круговыя сфченщя могуть существовать 
лишь у тёхъ видовь поверхностей, которыя имфють эллиптичесвя 
сфченя. Въ такимъ поверхностямь относятся слфдуюцщйя: эллипти- 
чесый цилиндръ, эллиптическй параболондъ и вс поверхности съ 

центромъ. 

1) Эллиптическа цилиндрь. ы 

186. Уравнене эллиптическаго цилиндра, приведенное къ про- 
стьйшему виду, можеть быть написано такъ: 

5? у? 

паре 
Преобразуемъ это уравнене такимъ образомъ, предполагая, что @>5: 

Ау =* ет ($ 1)" 

И Зутнер ити 
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Положительную величину 
1 1 

93: 0 
1 : 

обозначимъ черезъ тз} Получимъ уравнеше нашего цилиндра въ 

такомъ видЪ: 
ай у- 22 2? у 

Ра а т’ 
или иначе 

у? 8? 8_\У\[5 У. —=6-90 У (1) 
Га а т д т 

Если мы переефчемъь поверхность цилиндра плоскостью 

Е. += 2 
ат } (2) 

то въ сфчеши получится такая же линя, какъ въ сфчени плое- 
костью (2) поверхности 

ан уз = 1 (2 *): 

@ а т 

Послфднее же уравнеше опредфляеть, очевидно, шаръ. Слдовательно, 
искомое сФченше есть кругъ. 

Мфняя коэффишенть &, мы будемъ получать безчисленное мно- 

жество круговыхъ сфченй, плоскости которыхъ параллельны между 
собою. Другую систему круговыхь сфчеШйЯ получимъ, приравнивая 
постоянному другой множитель во второй части уравнеше (1). Въ 
самомъ дл, если мы пересфчемъ поверхность (1) плоскостью 

АЕ 
м’ 

то получимъ тоже круговое сфчеше, только другой системы. 

Эллиптический параболоидь. 

187. Уравнеше эллиптическаго параболоида, какъ мы уже ви- 

дфли, можеть быть приведено къ слфдующему простёйшему виду: 

2 а 

УЕ: 9—0 . 
Р 
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Здесь мы можемъ считать, что положительное число 4 меньше по 
ложительнаго числа р; если бы было обратное, то мы помфняли бы 

ролями координатныя оси у-овъ и 2-овъ. Уравнеше параболонла 
можеть быть переписано въ такомъ видЪ: 

да- уз = В: (1 :); 

7 р ОР 
ОРТ О Бе 
ава е1 ® а потому Ро -Ы ‚ ГДВ © нфкоторое дёйствитель- 

ное число. Отеюда получаемъ уравнеше : 

д- у? 2? 27? Ея 
2% 23 ( -— #) =) 3 

й В Ур (и й 
Послфднй видъ уравнев!я заданнаго параболонда показываеть, что 
круговыя сфчешя получаются въ плоскостяхъ: 

н. же. 
УР УР ; 

Эллипсоид. 

188. Уравнеше эллиисоида въ простёйшемь видЪ можеть быть 
написано такъ: 

2. 2 
аз = я — ее 1: 

Мы можемьъ предполагать, что @ >> с. Уравнеше эллицсоида 
можно переписать такъ: % 

аа уз 2? 1 1 1 1 
й (а) (е-ы); 

бо 1 1 з 1 
обозначая череь „зи сз, положительныя количества з— а и 

1 1 
а-— р, получаемь 
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Круговыя сфчешя получаются въ плоскостяхъ 

Конусь второю порядка и зитерболоиды. 

189. Уравнеше этихъ поверхностей можеть быть приведено къ 

слфдующему простВйшему виду: 

27? ры 2 

РЗ = я а ++т=0, 

тдё т=0 вь случа конуса; въ случа двуполаго типерболонда 
т=-Н1, въ случа же однополаго * = — 1. Имфемъ право пред- 

положить, что а < 5. Тогда уравнеше заданной поверхности можно 
переписать въ такомъ вид: 

ау 3 риа) (ив); 
1 1 1 о 

‘обозначая черезъ тз И уз Положительныя количества а — уз 

1 1 Е 
у -- 2, НАходимъ, что круговыя сфчешя получаются въ плоскостяхъ 

НЮ. я. # 
=, = 
пт пт в. 

190. Резюмируя сказанное о круговыхъ сфчешяхъ поверхностей 

второго порядка, мы замфчаемъ, что эти круговыя сфченйя лежать 
въ двухъ системахъ плоскостей. Въ эллиптическомь цилиндрв плос- 

кости круговыхъ сфченйЙ параллельны направлешямъ большихъ осей 
эллиптическихь сфченй цилиндра, перпендикулярныхь къ направле- 

нию образующихъ. Два круговыхъ сфченя, принадлежация разнымъ 

системамъ, образують равные углы съ даметральною плоскостью, 
представляющею геометрическое м%сто указанныхъ выше большихь 

осей перпендикулярныхь сфченй, и перпендикулярны къ другой д1а- 
метральной плоскости. Въ эллиптическомь параболоид$ происходить 

10 же самое. Въ эллипеоид® круговыя сфчешя параллельны направ- 

лено средней оси, перпендикулярны къ плоскости меньшей и боль- 
шей осей, и два круговыхъ сфченя, принадлежация разнымъ систе- 



—568 — 

мамъ, лежать въ двухъ перес%кающихся плоскостяхъ, образующихь 

равные углы съ направленями малой и большой осей. Въ гипербо- 
лоидахъ и конус$ имфеть мфсто то же обстоятельство, которое за- 

мфчено нами въ цилиндр® и параболонд». 

191. Изъ предыдущаго сафдуеть, что вся конусъ второго порядка можеть 

быть разсматриваемъ, какъ наклонный круговой конусъ. Разематривая круговой 
наклонный конусъ, видимъ, что плоскости, паралаельныя основанию, дають первую 
систему круговыхъ ефчен!й; легко геометричееки доказать существоваве второй 
системы круговыхъ сфченй. Пусть 5 вершина наклоннаго конуса, имбющаго 

своимъ основашемь кругь АВ (см. черт. 258); 

проведемъ черезъ прямую 5О, проходящую черезъ, 

вершину 5 и центръ О основашя, плоскость 45 В, 

перпендикулярную къ плоскости основавя; такъ 
какъ веякая плоскость, параллельная основанию, 

пересЪкаетъ конусъ по кругу, имзющему даметромъ, 

слЪдъ сБкущей плоскости на плоскоети 45В, то 

отсюда сафдуетъ, что эта плоскость АЯВ разд- 

ляеть конусъ на двф симметричныя части; сл%- 

довательно, это главная плоскость. Въ этой глав- 

ной плоскости АЗ В проведемъ линшю В'А’ анти- 
параллельную къ АВ, т. е. такую, чтобы уголь 

^ Черт. 958. БА'Б' быаъ равенъ углу 5.А В; затвмъ черезъ пря- 

мую А’В' проведемъ плоскость, перпендикулярную 

къ главной плоскости А 5 В; сЪчене конуса этой плоскостью будетъ кругь В'Н А". 
Въ самомъ дл, проведемъ черезъ какую нибудь точку Н кривой В"НА' плоскость, 

параллельную основанйю; эта плоскость пересЪчеть конусъ по. кругу, & плоскость 
В'НА! по линю НГ, периендикулярной къ главному сфченио, Въ этомъ вруг6 ДНЕ 
имфемь: НГ = РГ. ГЕ. бъ другой стороны, подобные треугольники ГТВ’, 
ЕТА! дають: ОГ. 1Е = В'Т. ТА'; такимъ образомъ, НР — В1. ТА,, и, 

слЪдовательно, точка Н есть точка окружности, описанной на ВА’, какъ на 

дламетрь. Съченя, параллельныя В'НА’, называются ануииюраллельными по 

отношению къ основашю. 

192. Соображешя о круговыхъ сфченяхъ конуса прилагаются съ удобством 
въ теорш проекщй географическихъ картъ. 

Пусть шаръ АВОЛ, имбющий центромъ точку О (ем. черт. 259), представаяеть 
поверхность земли. Проектируемъ при помощи перспективы различныя точки М 
поверхности шара на плоскость экватора СА, принимая за точку глаза по- 

люсъ Г), соотвЪтствующий экватору С.А. Тогда всякой точкЪ № шара будеть 
соотвтствовать точка т на плоскости экватора. Совокупность точекъ ЛИ ва 
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плоскости экватора представляеть собою карту проектируемой поверхности 
шара, такъ что каждой лини на по- 

верхности шара будеть соотвЪтетвовать со- 
отвётотвенная ливя на картЬ. Этоть сно- 

собъ проектированя извфетенъ подъ назва- 

шемъ стереоурафической проекцёи. Основ- 

ное свойство стереографической проекцщи со- 
стоить въ томъ, что каждому кругу на по- 
верхности шара соотвфтетвуеть кругь въ 
проекции. 

Обратимся къ чертежу; тогда замфчаемъ, 

что всяк кругь ЕЁ на поверхности шара 
проектируется при помощи конуса ЕЕО, 

причемъ проекщею круга ЕР будеть лин е/ 
пересвеня разсматриваемаго наклоннаго кру- 
гового конуса съ плоскостью экватора АС. Но легко замфтить, что дая сказаннаго 
конуса плоскости круга ЕР и экватора СА суть дв антипараллельныя плоскости, 
поэтому проекщя е/ есть круговое сфчеше разсматриваемаго конуса ЕЁЛ). 

Черт. 259. 

Касательныя плоскости и нормали къ поверхностямъ 

второго порядка. 

193. Раземотримъ сначала цилиндры. Еели заданъ какой нибудь 

цилиндръ, все равно, эллиптичесь!й, гиперболичесый или параболи- 

ческй, и возьмемъ на немъ одну изъ прямолинейныхъ образующихъ /›, 

то всякая плоскость, проведенная черезъ эту образующую, перес$- 
каетъ поверхность цилиндра еще по нфкоторой другой прямолиней- 

ной образующей 1/. Если теперь эту вторую образующую Г” мы 
будемъ перемфщать вдоль по поверхности цилиндра, приближая ее 
къ кривой /1,, то плоскость, проходящая черезъ двз эти образуюцщйя, 

вращаясь вокругь образующей /,, будеть стремиться совпасть съ нф- 

которою плоскостью, проходящею черезъ образующую Г и называе- 

мою касательною плоскостью цилиндра. 
Касательная плоскость касается цилиндра во вефхъ точкахь обра- _ 

зующей, черезъ которую она проходить. Это надо понимать такъ: 
какою бы плоскостью Р, не параллельною образующимь цилиндра, 
мы ни пересфкали систему, образуемую цилиндромъ съ его касатель- 
ною плоскостью, всегда въ плоскости Р слфдомъ цилиндра будеть 

нфкоторая лин!я второго порядка, слФдомь же касательной плос- 
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кости будеть касательная къ этой лини второго порядка, проведен- 

ная въ той ея точк® М, которая представляеть слФдъ на плоскости Р 
той прямолинейной образующей /,, по которой касательная плос- 
кость касается цилиндра. 

Что касается нахождешя уравнен!я касательной плоскости ци- 
линдра, то выкладки будуть, какъ и слфдуеть ожидать, тождественны 
съ тфми выкладками, при помощи которыхъ мы находили касатель- 
ныя прямыя къ лин!ямъ второго порядка (см. $$ 122, 123, 176, 177 

теом. двухъ изм.). 

Для параболическаго цилиндра 

а +в =0 

получимъ уравнене касательной плоскости въ такомъ видЪ: 

2х ВВ = 0, 

тд 

аз + В, = 0. 

Эта касательная плоскость касается цилиндра вдоль по образующей 
а—а, и В=В,. 

Для эллиптическаго и гиперболическато цилиндра 

Тез 8 + Р=о 

уравнеше касательной плоскости будеть имёть видъ 

ка + ВВ Р = 0, 

тд 
То, 8% -- Р=0. 

Эта касательная плоскость касжется цилиндра вдоль по обра- 

зующей «—а,, В=вь. 
194. Обращаемся теперь къ другимъ поверхностямъ второго порядка. 
Раземотримъ сначала параболонды: 

Таз + В +1 = 0. (1) 

Возьмемь на этомь параболондв точку М, (а,, В,, 1,). Такъ какьъ 

точка М, лежить на параболоидв, то должно быть 

Та + В + = 0. (2) 
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Каня бы кривыя мы ни проводили на поверхности параболонда 

черезь точку М,, касалельныя къ этимъ кривымъ, проведенныя ВЪ 

ихъ общей точкв М,, лежать въ одной вполн® опредфленной плос- 

кости, которая называется касательною плоскостью къ параболонду 
вЪ 104% М.,. Найдемь теперь уравнеше этой плоскости. Мы будемъ 
Тразсуждать, очевидно, такъ: проведемъ черезъ точку М и черезъ 

нЪкоторую другую точку М, параболоида прямую и затВмъ пока- 
жемъ, что по какой бы кривой мы ни приближали точку М, вдоль 

по поверхности параболоида къ точкё М,, всегда прямая М, М, 

будеть стремиться, вращаясь вокругь точки №, попасть на нфко- 

торую волн опредфленную плоскость, проходящую черезъ точку М, - 

Эта плоскоеть и есть такъ называемая касательнся плоскость. 

Уравнеше всякой хорды, проведенной черезъ точку М,, можеть 

быть написано такъ: 

к». @) 
Координаты другого конца хорды №, получатся черезь рёшеше 

относительно т, у, 2 двухъ уравнеши (3) и уравненйя (1) задан- 

ной поверхности. Но уравнеше (1) можно замфнить результатомъ вы- 
читания изъ него уравненя (2), что даетъ 

Ё (а— ) (аж) + (В— №) (В В) +1—ъ=0. 

На основанши системы (3) поелфднее уравнеше можеть быть зам%- 

нено слфдующимъ: 

Ш (а-на,)-н т (8 В)” =0. (<) 

По какой бы кривой мы ни приближали точку М, къ точк® М,, 
уравнене (4) вь предзль обращается въ такое: 

21а, = ЭтВ, нп = 0, (5) 

ибо, при приближеши точки М, къ 104% М,, в, В, 1, етре- 
мятся обратиться въ ®,, В,, 1. Исключая изъ уравненя (5) и урав- 
ненй (3) [, т, п, получимъ уравнене искомой касательной плос- 

кости: 

2Тх (а — 5) + 38% (В — В) +т-%= 0; 
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раскрывая скобки, получимъ: 

2Таа, = 388, + т — 21а, — 98% —ц%=0; 

3% ослозал\и же уравненя (2) получаемь уравнев!е искомой каса- 
тельной плоскости въ слфдующемь видЪ: = 

Заз = 288, НТН 0. (6) 
195. Покажемъ теперь, что касательная плоскость въ точк® М, 

къ эллиптическому параболоиду имфеть съ поверхностью одну лишь 
общую точку М,, касательная же плоскость въ точкё М, къ гипер- 
болическому параболоиду встрёчается съ поверхностью по двумь 
прямолинейнымь образующимь, проходящимъ черезъ точку Му. 

Въ самомъ дфлф, складывая уравненя (1) и (2) и изь получен- 
ной суммы вычитая уравнеше (6), получимъ: 

1 (а — + (8 — В) = 0. 
Отсюда очевидно, что уравнению (7) при «> 0 нельзя иначе удо- 
влетворить, какъ полагая за разъ «=а,, В =; тогда и 1 должне 

равняться 1,. Итакъ мы видимъ, что другихъ точекь встрчи кром® 
точки М,, не имфется. 

Въ елуча% косой плоскости Г, < 0. Полагая Г. = — ^*, получимь 

№ (а — 4) — (В— В) =0, 

откуда получаемь или 

№(& — м) (8—8) =0; 
или 

Х (а — а) — (В—В)=0, 

что даеть, въ связи съ уравненемъ (1), дв образующия, проходящя 
через точку М,. 

196. Обращаемся теперь, наконець, къ поверхностямъ съ центромъ. 
Общ видъ уравнешя этихъ поверхностей есть 

13 -- М? М -- Р=о, р (1) 

Возьмемь на поверхности точку М, (а, В,, 13); тотда должно имфть 

мфето соотношене 

То? + МЗ + М + Р=о. (2) 
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Уравнене хорды, проходящей черезъ точку М,, имфеть видъ: 

а— а __ 8—8 № 
7 ем (8) 

Уравнене заданной поверхности, черезь вычитане изъ него уравне- 

ня (2), можеть быть приведено къ виду 

(ав) (она) = М (8В—В,) (ВВ) = М (1) (++) =0. 

Это уравнеше, на основаши уравненй (3), получаеть видъ: 

М (а + в.) = Мт (8 В) + № (7+) =0. 

Приближая другой конецъ хорды вдоль по поверхности къ точк® М,, 

получимъ 

И. 20, = Мт. 28, + Мп. 3% =0, 

или окончательно 
Ша, + Мт8, + Мту = 0. (4) 

Уравнене искомой касательной плоскости получится черезъ исклю- 
чене буквъ 1, т, ® изъ уравненя (4) при помощи уравнен!й (3): 

Та, (я — а) + М (В— №) + М (—№=0. 

Послфднее уравнеше, на основани соотношеня (2), можеть быть 

окончательно написано такъ: 

Гоа, + МВ - Ме --Р=о0. (5) 

197. Покажемъ теперь, что въ случа эллипеонда и двуполаго ги- 
перболоида касательная плоскость (5) имфеть съ поверхностью одну 

лишь точку общую: точку касашя М,; въ случа® же конуса касательная 
плоскость въ точкЪ М, касается поверхности вдоль по всей прямо- 

линейной образующей, проходящей черезь точку М., а въ случа% 

однополаго гиперболоида касательная плоскость въ точкё Му, пере- 

сВкаеть поверхность по двумь образующим, проходящимь черезъ 
точку М.- 

Въ самомъ дфлЪ, возьмемъ уравиешя (1), (2) и (5) предыдущего 
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параграфа ‹ 
[оз + М + № + Р=0, (1) 

То МЗ № Р=о, (2) 

Тов, - МЗ, + М -- Р=о, (5) 

Складьвая уравнения (1) и (2) и вычитая изъ результата удвоенное (5), 

получимъ: 

Рав) М8 — В) = Ма =0.  () 
Перенеся въ написанныхь уравнен!яхъ (1), (2) и (5) члены №2, 
№ и №4, во вторыя части, можемъ исключить коэффищенть № 

и функщи 1, 1», перемножая первыя два уравнешя и вычитая 
‘квадралъ третьяго. Получаемъ: 

(12+ МР) (Та? МВ?+Р) — (Га МВ Р)=0. 

Это уравнеше можно представить въ такомь видф: 

ТМ (28, — ва) = Р| [Ш (а — в + М (8—8) =0; 

на основани же уравнешя (*), получаемь окончательно слфдующее 
уравнеше: 

ТМ (58, — Ви} — МР (у—}=0. (=) 

Если два произведешя М и РМ разныхъ знаковъ, то послёднему 

уравнению, очевидно, возможно не иначе удовлетворить, какъ пола- 

тая! 1 = 1 её р ОЙ (му Во» 1о)- 

ТМ п РМ разныхъ знаковъ только въ случа эллипсонда и дву- 

полаго гиперболоида. 

Если Р=0, что имфеть мфето въ случа® конуса, то послёднее 

уравнене даетъ м. ‚ что даеть прямолинейную образующую, 

проходящую черезъ точку М, 

Наконець, въ случаЪ однополаго гиперболонда 7.М и МР оди- 
наковыхъ знаковъ, и тогда первая часть уравнен!я (**) разлагается 

на два множителя, что даеть двф образуюция поверхности. 
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Случай, когда всф коэффишенты 7, М, №, Ро одного знака мы 
не разематриваемъ, какь не дающЕй дфйствительныхъ поверхностей. 

198. Еели мы возставимь къ касательной плоскости въ точк® 

касашя перпендикуляръ, то этоть перпендикуляръ носить назваше 
нормали поверхности въ точк№ касаня. 

Если указана точка М, на поверхности и положен!е касатель- 
ной плоскости въ этой точк®, то нахождеше нормали предетавляеть 

простую задачу проведешя черезъ точку пространства перпендику- 

ляра къ заданной плоскости. Такъ, напримфръ, пусть задано уравне- 

не эллипсоида: ь у 

ря 8 

Г 
и пусть задана точка М, на этомъ эллииеонд®, координаты которой 

пусть будуть %,, У», 2, удовлетворяющёя уравнению 

2 9’ во* 
п ея =1. 

Уравнеше касательной плоскости къ заданному эллипсоиду въ точк% 
М, будеть 

2 _У—И #4. 

Обшия свойства поверхностей второго порядка. 

199. Общее уравнен!е поверхности второго порядка 

А-+ ААВ уе Вде--ЗВьху--2С,х--2О,у--2Ое-- Е=0 

заключаеть 10 членовъ, и, стбдовательно, поверхность, опредфляемая этимъ урав- 
нешемъ, зависить отъ девяти произвольныхъ параметровъ, за которые. могуть быть 
приняты девять отношенй девяти изъ числа коэффищентовъ къ десятому— и, сл%- 

довательно, видъ и положеше поверхности второго порядка въ пространств 
вполн опредфляются девятью геометрическими услов!ями, предполагая, что каж- 
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дому геометрическому услово соотвфтетвуеть одно, и только одно, соотношенйе 
между коэффищентами. Такъ, напримфръ, черезъ всявя 9 точекъ въ пространств® 

можно провести, по крайней м®рЪ, одну поверхность второго порядка. Въ самомъ. 

Да, требоваше, чтобы поверхность второго порядка проходила черезь заданную 
точку М, (2%, %› 20), сводится къ указано зависимости между коэффищевтами 

уравнены поверхности второго порядка, получающейся изъ уравненя поверхности: 
по подотановеВ вмфето 22, у, 2 координать 2). У, 2о Заданной точки. 

Подобнымь же образомъ даеть одну зависимость между коэффищентами требо- 
ване, чтобы заданная плоскость 

Аз + Ву @+р=0 

была касательною къ поверхноети второго порядка. Въ самомъ дфлф, обозначая 

координаты точки касанйя заданной плоскости съ поверхностью второго порядка 
Е (2, у, 2) = 0 черезъ 2 У, 2, мы получимъ, по правиламъ, изложенныхь, 
въ У 193 — 197, уравневе касательной плоскости въ такомъ видё 

Зе = Ву бе = 0, 

гл въ козффищенты 9, 3, ©, ® входять координаты 2, У, о Точки касашя. 

Для того, чтобы заданная плоскость была касательная къ поверхности въ точк® 

(хо, У, 25), необходимо, чтобы существовала пропорщя 

хз в яа 
Вт 

Эти три уравневя и уравнеше ХР (2,, У, 2.) = 0 дають возможность исклю- 

чить три координаты +2., ус, 2о Точки касашя и получить, вообще говоря, одну за- 
висимость между коэффищентами заданнаго уравнешя. Итакъ, очевидно, что для 

полнаго задав!я поверхности нужно задать девять касательныхъ плоскостей. 

Можно иначе произвести выкладку, принимая въ соображене, что касательная 
плоскость, какъ мы вихфли уже, ветрёчаеть поверхность второго порядка по еи- 
стемф двухъ прямыхъ или же въ одной точк, что соотвЪтетвуеть случаю двухъ 

мнимыхь сопряженныхь прямыхъ. Поэтому, выразить, что заданная плоскоеть 
всть касательная плоскость къ поверхности, это все равно, что написать условйе: 
того, что лия пересЪченя плоскости съ поверхностью сводится къ системв двухъ 
прямых, 

Выразить, что заданная плоскость касается поверхности въ опредьденной своей 

точЕф, равносильно заданию трехъ условй между коэффищентами, Выразить, что 

поверхность второго порядка есть конусъ, равносильно тому, чтобы разложить пер- 

вую часть уравненя поверхности на сумму квадратовъ въ вид® 

Та? [9 --т--Р=о, 
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и затвмъ приравнять нулю выражене Р, которое, очевидно, будеть составлено 
вполн® опредфленнымь образомъ изъ коэффищентовъ уравненя поверхности вто- 

рого порядка. То же усдов!е, - чтобы заданная поверхность была конусомъ, можно 
получить, выражая усломе того, что центръ поверхности лежить на самой по- 
верхности. 
— Условемь того, чтобы заданная поверхность второго-порядка была параболои- 
домъ, является, очевидно, равенство нуаю коэффищента при =? въ квадратномъ 
трехчлень 

Ве? -н 252 + Т, 

который остается при разложещи на сумму квадратовъ уравнешя (1) по выдвле- 

щи двухъ квадратовъ, заключающихь 2 и у. Это услове, какъ легко замбтить, 
даетъ уравнеше 

В=А,А,А, — А.В, — А.В? — А, В, + ЗВ, В,В, = 0. 

Такимъ образомъ, мы видимъ, что 8 точекъ достаточно для опредфленя конуса 

и параболоида. 
Въ случаз залиитическаго и р цилиндра должны ти. 

раться два условя: 
И 

Итакъ мы видимт, что семь точекъ опредфаяють каждый изъ этихъ цилиндровъ. 

Въ случа параболичеекаго цилиндра, посл вылфленя перваго квадрата, должны 

пропадать вс три члена второй степени въ ны многочленв, что даетъ. 

три условя. 
Мы видфли уже, что веякая прямая лия въ пространетв® встрёчаеть по- 

верхность второго порядка не болфе, какъ въ двухъ точкахъ, которыя могутъ с0- 

задать и дЪлатьея мнимыми. Кром того, мы вихвли, что если прямая лин!я имфетъ 

три‘обиця точки съ поверхноетью второго порядка, то она должна лежать въ этой 
поверхности, что’ имбеть м5ето въ линейчатыхь поверхностяхъ, Итакъ мы видимъ, 

что задан!е одной образующей линейчатой поверхности равносильно задан!ю трехъ 
точемь и, сл®довательно, даетъ три условя, такъ что, если задано будеть 4 или 

большее число точекъ на прямой, то условйй не будеть веё-таки больше трехъ, 
а потому трехъ прямыхъ достаточно для опредфленя поверхности второго по- 
‘рядка, Три произвольныя прямыя опредфзяють однополый гинерполоидъ;. дв® пря- 

мыя и двф точки опредфляють косую плоскость. Нять прямыхъ, проходящихь че- 

`резъ одну точку, опредвляютъ конусъ, ибо, если мы первечемъ этотъ пучекъ пря- 

мыхъ нЪкоторою плоскостью Р, то въ этой плоскости получим пять точекъ пе- 

реефчешя, которыя опредфлять коничесвое сфчене, опредфляющее вполн конусъ. 

200. ВеЪ т общя заключения, которыя мы приводили; излагая теорю кониче- 

скихъ сбченй, начиная съ $ 234, обобщаются такъ или иначе въ теори поверх- 

Д. А. Ераве. 87 
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ностей второго порядка. Начнемь съ сокращеннаго способа. Этотъ способъ, 

служить и въ примфнени къ поверхноетямь второго порядка, какъ и въ 
коническихъ с®чен; такъ, напримфръ, уравнен!е 

Я — 15! = 0, 

тд би 5’ суть многочлены второй степени относительно буквъ 2, у, #, 0 

ляеть пучекъ поверхностей второго порядка, проходащихь черезъ кривую в 

двухъ поверхностей второго порядка 5 —= 0 и 5' = 0. 
Теорема. Черезъ лин пересфченя двухъ поверхностей второго порядка ж 

черезъ точку можно провести одну поверхность второго порядка, и только одну. | 

Пусть 9 —= Фи 5' — 0 уравнешя двухъ заданныхьъ поверхностей вто; 

порядка. Уравнене 
Я— 15! =0, 

въ которомъ { веть произвольный параметръ, представляеть поверхность вто 
порядка, проходящую черезъ неплоскую кривую четвертаго порадка пересфче 

двухъ заданныхъ поверхноетей 5 — 0, 5’ — 0. Ясно, что параметрь м 
опредьлить изъ того услов!я, чтобы поверхность проходила черезъ точку М, 

тую по произволу въ пространств. Такимъ образомъ, черезь линшю перев 

двухъ данныхъ поверхностей второго порядка и черезъ данную точку въ про 

ств можно всегда провести одну поверхность второго порядка. Легко дока 1 
что`такихъ поверхностей можно провеети только одну. Въ самомъ дл, проведен 

черезъ точку М какую нибудь совершенно произвольную плоскость Р. Эта пз 
коеть ветрёчаеть двЪ поверхности второго порядка 5 —=0и 5’ — 0 по дв 
коническимь сфчешямъ Г, и 1/.. Эти коничесыя свченл, находясь въ одной и 

же плоскоети Р; имЪютъ, согласно изложенной теори коническихъ с5ченй, че 

общуя точки. Эти точки еуть тЪ, въ которыхъ плоскость Р ветрёчаетъ указа 
выше лин!ю четвертаго порядка, черезъ которую и черезъ точку. М мы 

провести поверхность второго порядка. Итакъ, искомая поверхность второго 
радка должна, понятно, проходить черезъ точку Ми черезъ четыре указ 
точки; слФдовательно, коническое сЪчеше, которое лежитъ въ первебчени иско 

поверхности съ плоскостью Р, должно проходить черезъ пять указанных точека 
и, сл6довательно, это коническое сЪчеше пятью указанными точками опредфляете 
вполнЪ, и, слдовательно, во всякой плоскости, проведенной черезъ точку М. 

лучается вполн опредфленное сВчене искомой поверхности, что показываеть, 97%. 
искомая поверхность есть единственная. 

Олльдетве. Пусть а = 0 и В=0 будуть уравнения двухъ плоскостей; 

уравнение 
$ — №8 = 0, 

гв $ = 0 ееть уравнеше нЪкоторой поверхности второго порядка, опред® 
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при веевозможныхь ® различныя поверхности второго порядка, проходящя чрезъ 
два коничесыя сЪченя, лежашя въ пересфчени поверхности 5 == 0 плоско- 

стаями а = О иВ — 0. Подобнымъ же образомъ уравнене 

а8 —118 =0 

прехставляетъ вс поверхности второго порядка, проходяшя черезъ 4 прямыя пе- 
ресфчешя двухъ системъ плоскостей 

а8 = 0, 48 = 0. 

Эти четыре прямыя составляютъ косой четыреугольникъ. 

Теорема. Вели два коническйя сЪчешя, расположенныя въ двухъ различ- 

ныхъ плоскостяхь, имфють дв обпйя точки, то черезъ эти коническя сбчешя 

можно провести безчиеленное множество поверхностей второго порядка. 
Если на каждомъ коническомъ сфчени мы возьмемъ по три другихъ точки, то 

получим всего восемь точекъ выфет® съ двумя общими. Восемь же точек не опред- 

ляютъ поверхности второго порядка, и, слёловательно, черезъ нихъ можно провести 
безчиеленное множество поверхностей второго порядка. Положимъ, что у насъ про- 
ведена одна изъ этихъ поверхностей второго порядка. Плоскости заданныхь кони- 
ческихь сфченй ветрёчають эту поверхность по двумъ коническимь ебченямь; 

изъ которыхъ каждое имфеть пять общихъ точекъ съ однимъ изъ заданныхь и, 
слЪдовательно, съ нимъ совпадаетъ. Отсюда получаемъ, что всякая поверхность, 

проведенная черезъ указанныя 8 точекъ, проведена тёмъ самымъ черезъ оба ва 
данныхъ коническихь сфчешя. Для полнаго опредфлен:я поверхности достаточно 

одной внфшней точки (девятой). 

Докажемъ эту теорему еще аналитически. Примем за плоскости ху и 2 
плоскости обоихъ коническихъ сЪченйй, а за плоекость у2 какую нибудь плоскость; 

такъ какъ оба коническихь сфчешя пересфкаютъ ось 2 въ однфхъ и тбхъ же 

точкахъ, то уравнешя ихъ въ ихъ плоскостяхъ имфють видъ: 

2? -- А’ у 28" у + 205 + 30'у-+ Е= 0, 

2 -- А"? 2В' ле + 205 + 20": + Е=О. 

Чегко усмотрть, что всякая поверхность второго порядка, проходящая черезъ 
оба эти коничеек!я сбчешя, представляется уравнешемъ: 

2 А’ А" 3Вуг-- 2 В'ех + 2Сх + Су 20". Р=О, 

въ которомъ коэзффищенть В произволенъ. Точка, не лежащая въ плоскостяхь ко- 

ническихь сфченй, опредфляеть вполн% поверхность. 

201. Раземотримъ теперь неплоскую кривую пересёченя двухъ поверхностей 
второго порядка. Изъ соображен!й, подобныхъ приведеннымь въ $ 234 (Геом. дв. 

37* 
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изм.) черезъ исключене 2 изъ двухъ уравненй поверхностей второго порядка по- 
лучается уравневе © (2, у) = 0 четвертой степени‘относительно 2 и у. Такимь 

образомъ мы замфчаемъ, что лия пересфченя двухъ поверхностей второго пе- 

рядка, вообще говоря, проектируется на плоскость ху, & слфдовательно, на всякую 

плоскость, ибо положен!е плоскости жу произвольно, по кривой четвертаго по- 

рядка. Изъ этого общаго замфчаня будуть слфдовать исключеня. Можеть сау- 

читься, что функщя четвертой степени © (х, у) разлагается на два ой 

изъ которыхъ одинъ первой степени вида 

ах Фуне, 

а другой третьей степени относительно 2 п у. Въотомъ случа» дв. разматриваемыя 

поверхности второго порядка имфютъ общую прамолинейную образующую и, кром®. 

того, пересЪкаются еще по нЪкоторой кривой лини, которая имфетъ своею проек- 

щею на плоскости линю третьяго порядка. 

203. Теорема. Если двЪ заданныя поверхности второго порядка извють общую» 
даметральную плоскость Р; соотефтствующую, какъ и въ той, такъ и въ другой 

поверхности, хордамъ одного и того же направлешя, то проекщя по направлению: 

< хордъ лини пересфчен!я этихъ двухъ поверхностей на плоскости Р будеть кони- 
ческое сбченте. 

Въ самомъ дЪтЬ, если мы примемъ эту ламетральную плоскость Р’за плос- 

кое 2у, а 06 2 расположимъ параллельно ‘направлению разематриваемыхь хордъ; 
то очевидно, что уравнешя двухъ заданныхъ поверхностей могутъ быть написаны 
въ такой форм: 

Ай С А -н 6! =.0, 

т Аи А” суть постоянныя числа, а Си С" — полиномы второй степени отно- 
сительно 2 и у. Уравнеше проекщи лини пересвченя на плоскости Р’мы полу- 

чимъ, исключая изъ уравнен!й заданныхъ поверхностей координату 2. Получаемь 

уравнеше второй степени 
АС — б'А = 0. 

203. Теорема. Если пять точекъ линёи пересЪченя двухъ поверхностей второго 

порядка лежать въ одной плоскости, причемъ четыре изъ числа этихъ точекъ не 
лежать на одной прямой, то кривая перееЪчен!я обращается въ сиетему двухъ 
коническихь сбченй, лежащихь въ нВкоторыхъ двухъ плоскостяхъ, 

Въ самомъ дЪаб, пересфчемь систему нашахъ поверхностей какою нибудь 
плоскостью Р. Такъ какъ эта плоскость Р ветрчаеть каждую изъ поверхностей 

по коническому сфченю, то ясно, что этв плоскоеть не можеть пересфкать иско- 

мую кривую Х встрёчи двухъ заданныхь поверхностей второго порядка боафе, 

Чфиъ въ четырехъ точкахъ, По условию теоремы, пять точекъ, общихь и той и дру- 

гой поверхности, лежать на одной плоскости, которую мы и можемъ принять за 



— 581 — 

плоскость Р. Тогда эта плоскость будеть пересФкать заданныя поверхности вто- 

рого порядка по коническимъ сфченямъ, имфющимъ нять общихъ точекъ и, сл%- 

хдовательно, совпадающимь между собою. Итакъ, наши дв поверхноети второго 

порядка встрчаются, слфдовательно, по нкоторому коническому сЪченно 0. 

Кромф точекъ, лежащих на этомъ послфлнемъ коническомь сЖченш, наши 10- 

верхности могуть имфть еще безчисленное множество лругихъ общих точекъ, 
Возьмемь три кавя нибудь изъ числа этихъ точекъ. Плоскость Р’, проходящая 

черезъ эти три точки, пересЪкаеть коническое сЪчеше С’ въ двухъ точкахъ, кото- 
рыя съ тремя предыдущими опредфаяютъ коническое сЪчене С", лежащее въ плос- 
кости Р’и принадлежащее также двумъ поверхностям. 

На основан!и доказанной выше теоремы (см. $ 200), мы замфчаемъ, что дв 

поверхности не могутъ имфть общей точки, не находящейся на коническихь сче- 
мяхъ Си С, безъ того, чтобы онЪ не совпадали между собою. Садовательно, ли- 

ия пересфченя состоять изъ двухъ коничеекихь сВчешй Св С’, что и требова- 

лось доказать. 
Въ этомъ случав уравнене проекщи зинш ХУ встрёчи двухъ поверхностей: 

@ (2, У) = 0 таково, что функшя © распадается на два множителя ©, и Я, 

каждый второй степени относительно координать 2 и у. Уравнеше 9, — 0 опре- 

ДБляеть проекцию коническаго сфчешя С, а уравнеше ©, — 0 — проекцию кони- 

ческаго сфченя С". 
Каждое изъ коническихь сБченй С и С’ можеть обращаться въ систему двухъ 

прямыхъ, такъ что двф поверхности второго порядка могутъ перес®катьея по че- 
тыремъ прямымъ; напримфръ, мы сообщали уже, что пять прямыхъ, проходящихь 
черезъ одну точку въ пространотв®, опредфляютъ конусъ второго порядка, иубютий 

вершину въ точк® ветр®чи данныхъ прамыхъ. Отсюда мы заключаемъ, что четыре 

прямыхъ, проходящих черезъ одну точку, не опредфляють конуса, и, сл®довательно, 
черезъ нихъ можно провести безчисленное множество конусовъ второго порядка и 
эти вс конусы будуть перееЪкатьея по четыремьъ прямымъ. 

Подобнымъ же образомъ пати параллельныхь прямыхъ достаточно для опред®- 
лены цилиндра второго порядка, и, саЪдовательно, черезъ четыре взаимно-парал- 
лельныхь прямыхъ можно провести безчисленное множество цилиндровъ второго 
порядка, причемъ всЪ эти цилиндры будуть переефкаться по четыремь прамымъ, 

204. Теорема. Если двф поверхности второго порядка прикасаются въ двухъ 

точкахъ, то онф пересфкаются по двумъ плоекимъ кривымъ. 

Мы будемъ говорить, что поверхвости второго порядка соприкасаются въточк® а, 
если, какую бы мы плоскость ни провели черезъ точку а, всегда эта плоскость ие- 
реефкаеть поверхности по двумъ коническимъ сЪчешямъ, касающимся въ точк% А, 
Сказанное обстоятельство происходить тогда, когда данныя поверхности такъ рас- 
положены, что нормали, проведенныя въ точк® @ къ обЪимъ поверхностямъ, со- 
впадають между собою. 
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Возьмемъ какую нибудь точку с, отличную отъ двухъ заданныхь точекъ при- 
косновешя аи фи лежащую заразъ на обфихъ поверхностяхъ; тогда, если провё-. 

демъ черезъ три точки а, $, с паоскость Р, то эта плоскость ветрётитъ наши по- 
верхности по двумъ коническимь сфчешямъ, касающимся другъ друга въ тоз- 
кахъ аиф и пересЪкающихея въ точк® с. Тавя коническя сченя совпадають, 
ибо одна точка касашя соотвЪтствуеть двумъ точкамъ пересфченя, на основан!и же 

предыдущей теоремы мы получаемъ, что двф поверхности пересекаются по двум» 
коничеекимъ сфченямъ, ветрёчающимея въ точках @ и 6. 

Подобно тому, какъ изъ предыдущей теоремы исключался случай, когда четыре 

данныя точки лежатъ на одной прямой, такъ и въ настоящей теорем® доказатель- 

ство претериЪваетъ исключене, если общия касательныя плоскости обфихъ поверх- 

ностей пересвкаются по прямой аб. Въ этомъ послфднемъ случа линёя пересвченя 

состоитъ изъ прямой лини и неплоской кривой третьяго порядка. 

205. Теорема. Если дв поверхности второго порядка касаются въ трехъ т0ч- 

кахъ, то онф соприкасаются вдоль по плоекой кривой. 

Раземотримъ кавя нибудь де поверхности второго порядка, которыя касаются 
вътрехъ точкахъ а,6, с; эти поверхности не имфють общей точки вн плоскости Р, 

опредфляемой точками а, Ь, с; ибо, если бы у вихъ быза общая точка 4, лежащая 

вн плоскости Р, то, по предыдущей теоремь, каждая изъ трехъ плоскостей Фа, 
4%с, са пересфкала бы обЪ поверхности по одному и тому же коническому ефче- 

н1ю, что невозможно, (00% поверхности пересекаются плоскостью Р по одной и той 
же кривой второго порядка С; легко усмотрёть, что онф имфкюигь одну и ту же ка- 
сательную плоскость въ каждой точкЪ 2 кривой. Въ самомъ двл5, черезъ точку ти 

и точку а, напримфръ, проведемъ какую нибудь плоскость, отличную оть Р; эта 
плоскость пересфчеть 06$ поверхности по двумъ кривымъ, проходящимь черезъ а 
и т; эти кривыя касаются другъ друга въ а и, такъ какъ у нихъ нёть другой 
общей точки, кромЪ эе, то, сяфдовательно, онЪ касаются другъ друга также и въ 

этой точкЗ. 

206. Пользуясь вышеприведенными теоремами, мы можемъ замфтить слфдую- 

щее: мы видфли уже, что уравнеше 
Я— 18 =0 

опредёляло поверхность второго порядка, проходящую черезъ кривыя пересфченйя 
поверхности 5 — 0 съ плоскостями я — 0, 8 — 0. 

Будемъ приближать плоскость В — 0 къ плоскости а = 0, поворачивая в 
передвигая поступательно до совиадевшя съ нею. Тогда получимъ уравнене 

5 — №2? = 0, 

которое будеть опредфаять поверхность второго порядка, соприкасающуюся съ пе- 
верхностью 5 = 0 вдоль по коническому сфчению, получающемуся въ переевченйя 

поверхности 5 — 0 плоскостью х — 0. 
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Еели два коническихъ сфчешя Си С’, проведенныя на одной и той же по- 

верхности 5, ветрЬчаются въ двухъ точкахъ аи В, то хорла аб будеть прямая 
переефченя двухъ плоскостей заданныхъ конических сёченй. Проведемъ дв® по- 

верхности 5, и 5;, соприкасающяся съ поверхностью 5 вдоль по коническимь 
свченямь Си С’. Эти двЪ поверхности, очевидно, соприкасаются въ точках © и 

Ь и, слЬдовалельно, на основан! одной изъ предыдущихъ теоремъ, эти поверхности 
5, и 5, пересвкаются по двумъ плоскимъ кривым. 

Пусть уравнеше поверхности 5 будеть 9 = 0; тогда уравнешя двухъ поверх- 

ностей 5, и 5, будуть имЪть видъ: 

Я — №2 =0, 8—0, 

та = 0 и В — 0 суть плоскости коническихь сБченй Си С’. Два кониче- 
скихъ сфченя, по которымъ ветрёчаются поверхности 5, и 5,, лежать въ плоско- 

стять 18° — 1? = 0. 

Итакъ мы видимъ, что сокращенный способъ прилагается къ поверхностямъ 
второго порядка совершенно аналогично съ тёмъ, какъ мы это видфли при раз- 
смотрёнш ковическихь сёченй. Вся та теор1я поверхностей второго порядка, ко- 

торая изложена въ крупномъ шрифть, основана, какъ мы видаи, на сокращен- 
номъ способ, ибо мы обозначали буквами а, В, 7 цёзыя линейныя функщи отно- 
сительно координать г, у, 2. 

207. Обобщещемъ трилинейныхь координатъ въ пространств® явятся такъ 

называемыя тетраэдрическая координаты. 

Возьмемъ четыре плоскости, 

а—=0, В =0,1=0,8=0, 

не пересъкающяся въ одной точкЪ и образующия собою тетраэдръ конечныхъ раз- 

мфровъ. 

Пусть уравненйя этихъ плоскостей приведены къ нормальному виду (см. $ 44); 

тогда очевидно, что а, В, 1, 0 суть не что иное, какъ разетоявя н%которой точки 

оть четырехъ плоскостей, ограничивающих заданный тетраэдръ, взятыя, конечно, 
съ твыъ или другимъ знакомъ. Знаками коэффищентовъ заданныхъ уравненй мы 
можемъ всегда распорадиться такъ, чтобы четыре разетоявйя а. В, 7, 8 были положи- 

тельными для точекъ внутри тетраэдра. Возьмемъ какую нибудь точку М, внутри 
тетраэдра; пусть ея координаты будутъ 2, У», 2. Подставляя эти три чиела въ 
функции а, 3, 7, 5, мы получимъ четыре положительныхь числа о, Во» То, бо, Пред- 

ставляющихь длины перпендикуляровъ, опущенныхь изъ точки 1М, на грани те- 
траэдра. Соединяя точку №, съ вершинами тетраэдра, получимъ внутри тетраэдра 
4 пирамиды, вершины которыхъ сходятся въ точкВ М., а основашя суть грани 

заданнаго тетраэдра. Высоты этихъ четырехъ пирамидъ суть числа о, Во, То, бо. 
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Обозначая площади граней тетраэдра буквами а, 6, с, @ и утроенный объемъ 

тетраэдра черезъ А, получимъ, что 

А 1 1 1 1 
3=3 +3 В.Б -- 3-5 844, 

А = ва + В - ле -н 8,4. [6% 

Соотношене (1) между четырьмя тетраэдрическими координатами о; В+, То. бо, 

точки ЛИ, всегда имфеть мЪето, гдЪ бы ни была взята точка 1М., внутри тетраэдра, 

или внЪ его, въ чемъ не трудно убЪдяться. 

Итакъ мы видимъ, что введеве тетраэдрическихъ координатъ сводится къ опре- 
ДЬлению положеня точки въ пространств не тремя числами, какъ при декарто- 
выхъ координатахь, а четырьмя, но зато между эти четырьмя числами суще- 
ствуеть линейное соотношеше, при помощи котораго четвертое число находится, 

когда заданы три другихъ числа. 
208. Самый общий видъ уравненя поверхности второго порядка въ тетраэдри- 

ческихъ координатахъ ееть: 

Ад? — ВВ? -+ С? + 0? -- ЗЕаВ + ЗРау + 2628 + ЗНВу + 3188 + - 

= 2К 18 = 0. [60 

Что написанное уравневе опредфляеть поверхность второго порядка, слёдуетъ 
изъ того, что посл раскрытя скобокъ получаемъ уравнене второй степени отно- 
сительно декартовыхъ координать 2, у, 2. Такъ какъ, кромЪ того, это уравнеше 
завлючаеть 9 произвольныхь отношенй девяти изъ числа коэффищентовь къ де- 

сятому и такъ какъ между функщями о, В, 1, д не существуеть тождественныхь 

однородныхъ линейныхь соотношен!й *), то можно заставить поверхность, опредё- 

ляемую уравнешемъ (1), проходить черезъ девять точекъ какой нибудь заданной 

поверхности второго порядка и, слФдовательно, совпаеть съ этой послёдней. 

Разлагая на сумму квадратовъ первую часть написаннаго уравнешя, по упо- 
треблявшемуея у насъ всюду правилу, мы перепишемъ уравнен!е-(1) въ такомъ 
вид: 

Та, + МВ, + №," + Р8* = 0, (2) 

тд 1,, М, №, Р суть вЪкоторыя функщи отъ коэффищентовъ уравнения (1), а 

ла ну +в 

ВРУТ + 8 
УЛ + 6.8 

6:6 

*) Однородное линейное соотношене между функщями =, 8, у, $ имёло бы 
видъ «{ -- т уп -+ г4=0. 
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209. Подобно тому, какъ въ твори коническихь сченй приведене уравнения 

коническаго сёченя въ трилинейныхъ координатахъ къ простёйшему виду, при по- 
мощи раздожешя на сумму квалратовъ, приводится къ выбору за координатный 
автополярнаго треугольника, такъ и здфсь преобразоваше уравнения (1) въ виду (2) 
сводится къ выбору за координатный тетраэдра а, = 0, В, = 0, 1, =0, 8, =0, 
который можеть быть названъ автополярнымь относительно поверхности второго 
порядка (1). Чтобы сказанное обстоятельство объяснить, обобщимь теорю полаяръ 

коническихь сЪченй, введя понят о полярныхъ плоскостяхъ поверхностей вто- 
рого порядка. Съ этимъ новымъ понятемъ мы уже встрётились въ $ 91 въ статьЪ 
© шар». 

Поведемъ наши разсуждевя въ тетраэдрическихь координатахъ. Прежде всего 
мы замфчаемь, что уравнеше всякой плоскости въ тетраэдрическихъ координатахь 
будеть имть видъ: 

а т + тт -+ 28 =0. 

На основани разсужденй, аналогичныхь съ приведенными въ $ 255 и 285 

теом, дв. изм., мы замбчаемъ, что уравнеше 

аа —- ВВ 1е- 84 = 0, 

какъ противорфчащее соотношению между тетраэдрическими координатами, опред®- 
лить безконечно-далекую плоскость. 

210. Возьмемъ поверхность второго порядка въ простЬйшемъ вид: 

Та? - МЗ" + №? + Р8?=0 [6 

и на ней точку ЛИ, (а,. З,, То, бо). Координаты точки Л/., очевидно, удовлетво- 
ряютъ уравнению: У. 

Тая + МВ? Му + РВ = 0. (2) 

Проведемъ черезъ точку 1, хорду М, 2И,, тетраэдричесыя координаты то- 
чекъ которой могуть быть напиеаны въ такомъ видь: 

а=м а, Ви В, тент, = ри ° (3) 

при различныхь м будемъ получать разаичныя точки на хордь М, М,. 

Пусть уравненя хорды М, М, будуть 

Жар + У 8 =0 

№4 + в. В -Н У,1 - т, = 0, 

коэффищенты №, |1... ^,, р... дозжны быть подобраны такъ, чтобы было 

Ха, + ро - Уф - 28, = 0 

Хау -- иво Удо Е 2,6, = 0, 
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тогда коэффищенты 7, %, п, р подбираются подъ услошемъ удовлетворять урав- 

венямъ 
АА -- вт уп - пр = 0, 

М-ва Ну -- р = 0. 

Подетавляя выражения (3) въ уравнеше (1), получимъ 

и? (142 -- Мт? -- Ми? -н Рр*) + 3и [1Ла, + Мтв, + №ть + Ррё|-= 

-+ Га? МВ? №, -+ Рё? = 0. 

Но, на основани уравнения (2), получаем, сокращая на и: 

и (1 -- Мт?-- Ми? + Ру?) -- 2 (Да, + Мт8, + Ми + Рр)=0; (4) 

послднее уравнеше опредфляеть значен!е м, соотвфтетвующее концу хорды М,. 

Приближая точку ЛМ, по поверхности къ точк 1/., получамъ въ предвл® и = 0, 

т. 6. 1, %, и, р надо подобрать такъ, чтобы было 

Да; + МВ, ЕМС РЕ: 5) 
Подставляя въ послднее уравнеше вмфето 1, т, я, р имъ пропоршональныя вы- 

ражевя, получим 
Та, (а — в) + МВ (В — В) + №, (1 — 1) + Р& @ — 4) = 0; 

окончательно уравнен!е касательной плоскости въ точкВ Л/, представится въ та- 

комъ видь 

Таз, + МВВ, = Му + Р8, = 0. (6) 

211. Пусть дана нфкоторая точка И, (а, В,, 7, 8,), не лежащая на поверх- 

ности второго порядка 
Та? + М + №? + Ре =0, (в 

требуется черезъ нее провести къ поверхности касательную плоскость. 
Вопросъ сводится къ опредвленню точки касаня М, (ао, Ву, оз до). Коорди- 

наты точки 7М, удовлетворяютъ уравнению (1) 

Та? 5 МВ, = №" + Р8,? = 0. (2) 

'Уравнене же касательной плоскости имфеть видъ 

Таа, + МВ, = №, = РР = 0. (3) 

По условямъ задачи требуется, чтобы касательная плоскость (3) проходила. 
черезъ точку ЛИ,; подставляя координаты посаЪдней точки въ уравнение (3), полу- 
чимъ услове 

Тая, + МВ + Мл, + Р% 8, = 0, [6 
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которому должны удовлетворять координаты %., Вь, 1», 5, ТОЧБИ касаня; итакъ 
мы видимъ, что эти послФдн!я координаты опредфляются черезъ рёшеше относи- 

тельно а, В, т, 8 двухъ уравненй, получающихся изъ уравнения (2) и (4), отбра- 

сывая нулики у буквъ, эти уравненя суть 

Та? + МЗ? + М + Р = 0, (5) 

Тла, — МЗВ, М1, + Рё, = 0. (6) 

'Уравнеше (5) есть не что иное, какъ уравнеше нашей поверхности (1), урав- 
нене же (6) опредфляетъ нЪкоторую плоскость. Итакъ мы видимъ, что точка ка- 

саня искомой касательной плоскости должна лежать на линш пересфченя поверх- 
ноети (1) съ плоскостью (6), а потому, если илоскость (6) переськаеть поверх- 

ность по коническому сЪченйю, то всякая точка этого коничеекаго сфченя можеть 
быть принята за точку касаня и, слЪдовательно, изъ точки Л/, можно провести 

безчисленное множество касательныхь плоскостей, которыя огибають н®который 
конуеъ второго порядка, имфющй вершину въ точкЪ ЛИ, и касающийся поверх- 

ности вдоль по илоской кривой сфчешя поверхности (1) плоскостью (6). Если 

плоскость (6) не пересфкаетъ поверхности (1), то изъ точки ЛМ, нельзя провести 

къ поверхности дВйствительной касательной плоскости. Если точка М, лежить на 

поверхности (1), то плоскость (6) обращается въ касательную плоскость. 
Итакъ мы видимъ, что, каковы бы ни были координаты точки 2И,, ей всегда 

соотвфтетвуеть нЪкоторая дБйствительная плоскость 

Тов, + МВ, + №, -- Р88, = 0, 

которая носить назване полярной элоскости, точка же М, по отношению къ ней 
называется золюсомъ. 

212. Автополярнымь тетраздромъ по отношеню къ заданной поверхности 
второго порядка мы будемъ называть такой, каждая вершина котораго есть по- 
люсь противоположной грани. 

Легко убфдиться, что координатный тетраэдрь а — 0, 8—0, 1=0, 8=0 

автополяренъ по отношению въ поверхности 

Та? + М № + Р® = 0. (1) 

Уравнеше полярной плоскости 

Таа, + МВ, + Мат, + Р88, = 0, (2) 

показываетъ, что вершинь 

а = 0, В, = 0, т, = 0, 48, 
координатнаго тетраэдра соотвфтствуеть полярная плоскость 

Р.8.8, =0. (3) 
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Вев коэффищенты 1,, М, №, Р’ мы предполагаемь отличными оть нуля, ибо 

случай равенства нулю одного изъ числа коэффищентовъ даеть конусъ; такъ, на- 
примбръ, если Р=0, то точка а, = 0, В, = 0,1, =0 будеть вершина конуса, 
и ей не будеть соотвЪтствовать опредфленной полярной плоскости. Въ случа» ра- 

венства нулю двухъ изъ числа коэффищентовъ, поверхность (1) обращается въ двЪ 

плоскости. 

Итакъ, предполагая Р не равнымъ 0, получимъ для вершины а = 0, 8 = 0, 

— 0 координатнаго тетраэдра позярную паоскость 8 = 0, т, е. противоположную 
грань его. То же разсуждеше относится къ другвмъ вершинам. 

213. Остановимея теперь еще нЪеколько на раземотрёни уравненя поверх- 

ности второго порядка вида 

Та? - МВ? + №? + Рё? = 0. 

Одна изъ числа функц а, В, т, 8 можеть обращаться въ постоянное чиело, или, 

вообще говоря, имфть видъ, 

® (аа = 5В -- ет -+ 48) = #А, 

пусть, напримфръ, д — 1, Этотъ случай мы уже разсматривали при изучени поверх- 
ностей съ центромъ 

Та* + М? № --Р=0. 

Въ этомъ случа автополярнымъ тетраэдромъ является тетраэдръ, образуемый 

тремя сопряженными плоскостями а = 0, В=0, 1—0, пересфкающимися въ 

центр® поверхности и безконечно далекою плоскостью 8 = 1. Отеюда мы заклю- 

заем, что полярная плоскость центра безконечно удалена. 

Если обращаются въ постоянныя двЪ изъ числа функций а, В, 1, 8, наприм®ръ, 

1=1, 8 = 1, то получаемъ случай цизиндровъ 

Та? + М? + М+Р=0;: 

Три функщи не могутъ обращаться въ постоянныя, ибо иначе между функциями 

а, В, 1, 8, соотвфтетвующими первоначальному тетраздру, было бы линейное с0- 

отношенше. 

Мы пили 
а, = Аа + р -Н Ут + р8 

в = вВ-- Ут 
я У р.ё 
8, Рё. 

Положимъ, что было бы 

а, =, В, = 1, =”, 
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тогда, получилось бы такое линейное соотношене между функщями а, В; 7, 8: 

@—та+т—Юв-@—ди=0, 
чего не можетъ быть. 

214. Приложимъ приведенныя разсужденя къ нахождению тетраэдрическихь 
координать 0, Во, 1о, 8, центра поверхности, 

Полярная плоскость центра должна имЪть уравнен!е 

То 5 МВВ, = №Мль + Р&, = 0, 

еъ другой стороны, она должна быть безконечно удалена и, слбдовательно, должна 
имЪть уравнене 

аа + 68 ет + 84 = 0, 

откуда 

Тао МВ Мо _ Р% 
а Й с а 

Отсюда координаты центра суть 

СНЕС 
иен и 

Если одинъ изъ коэффишентовъ, наприм$ръ, Р= 0, тогда а, = 0, В = 0, 

% = 0. 
Усломемъ параболоидовъ является положеше центра на безконечно далекой 

плоскости 

аи че 0. 

Подобнымъ же образомъ находятся въ тетраэдрическихь координатах уравне- 

я даметровъ и маметральныхъ плоскостей. 

Можно безъ труда доказать, что полярная плоскость точки М, параллельна, 
Маметрамъ плоскости, дваящей пополамъ хорлы параллельныя даметру, проходя- 

щему черезъ точку М,. 

215. Взаимность поларъ, изложенная нами въ плоской геометр!и, иметь мЪето 

и въ пространств, причемъ резюмируется въ сл®дующихь двухъ теоремахъ. 

Теорема. Если полюсъ Р‘ плоскости И двигается по неподвижной плоскости 1. , 

то соотвЪтетвующая плоскость 2/, вращаясь, постоянно проходить черезъ неподвиж- 
ную точку Р,, полюсъ плоскости М,. 

Теорема. Если полюсъ Р плоскости № двигается по неподвижной прямой 7), 

то соотвтетвующая плоскость ЛИ, вращаясь, постоянно проходить черезъ другую 
неподвижную прямую Х, и обратно, если полюеъ описываеть прямую 12, то по- 
лярная плоскоеть вращается вокругь прямой 1. 



— 590— 

216. Доказательство двухъ указанныхь теоремъ весьма просто. Полюеъ Р 

(бо Во» То» бо) плоскости 
Тав, - МВ, + №1, + Р88, = 0, (1) 

двигаясь по плоскости М): 

1х + тт = 0, ®) 

даетъ соотношене 
Та, = тВ, Н ито -+ 2%, = 0. (2) 

Уравненя (1) и (2), имфя мфсто при безчисленномъ множеств® значений а. Во, оз б5 
даютъ пропорцию 

11 _ Мм 
1 эт п р 

отеюда координаты неподвижной точки Р, суть 

Гттр 
РВ ©) 

Точка Р, есть полюсъ плоскости (*), ибо, подставляя ея координаты (3) въ 

уравнеше (1) выФето ах, В,, То 8», получимъ уравнене (*). 

217. Что касается второй теоремы, то ее не трудно доказать на основани 
слфдующихъ соображений. 

Пусть уравненя прямой 7. будуть 

а тн 28 =0 : | 0) 
Тат В пл р.8 = 0. 

Полюсъ Р (4%, В, 1о› 8) двигается по прямой (1), что даеть три уравнешя 

и, + т8, 5 пт, - 2, =0 

В 
Тао, МВ, = № -- Р8, = 0, 

исключая изъ этихъ трехъ уравнешй двЪ буквы, напримфръ, уу и 8,, получимъ, 

рЬьшая два первыхъ уравнен!я относительно у, и 8, 

бир — рп) 1. = @р, — р) в + (тр, — тр) В 

(р — рп) & = (п — п.) + (тип — тп,)В,. 

Подставляя полученныя выражения для 1 и 8, въ третье уравневе, получимь 
окончательно 

Аа, += ВВ = 0. 
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Велфдетше произвольности я, и В, получаемь 

А=0, В= 0, 

что даетъ прямую 1, 

Та (пр — рп) + № (р, — ВР) + Рё @т —п) =0 } @) 

М8 (вр — рт) -+ № (тр, — тр) + Р8(тт— пт) =0. 

Наобороть, легко показать, что если полюеъ описываеть прямую (2), то со- 

отвтствующая плоскость вращается вокруг прямой (1); для этой цфли достаточно 

положить, 
= Г (пр — рп) в, =0 

т =0 т, = М (вр — ря) 

т' = Мар, — 12) я, = М (тр, — тр) 

в’ = РЦ — * 0 р, = Р(тп — пт) 

тогда посл весьма простыхъ выкладокъ мы замфтимъ, что уравнешя 

Та (инф! — р’) = №1 (р, — Вр’) = РВ! — 1) 
МВ (п'.р' — р’) № (тр, — тр) Рё (тт — тт) = 0 

даютъ прямую (1). 

218. Взаимность поляръ даетъ возможность установить двойственность геометри- 

ческаго приложен!я воординать въ пространствЪ, подобную изложенной выше двой- 
ственности на плоскости. Въ самомъ дЪаЪ, координаты полюса Р (4, В, 1» 80) 

можно считать за координаты, опредфаяющия соотвтствующую этому полюсу плос- 
кость М. Является, такимъ образомъ, возможность вводить въ раземотрн!е, какъ 

простЬйпий элементъ, плоскость, причемъ ея положене опредфлять четырьмя ко- 

ординатами а, В, 7, 8. 

Тогда всякое уравнеше первой степени 

м т тв =0 0] 

между координатами плоскости будетъ уравнешемъ точки, черезъ которую прохо- 
дять вс плоскости, опредфляемыя координатами, удоваетворяющими уравнен!ю (1). 
Эта точка есть полюсъ той илоскоети, на которой лежать полюсы проходящихъ че- 
‘резъ точку (1) плоскостей. 

219. Н%тъ надобности прибЪгать къ способу взаимныхъ поляръ для установ- 

лешя двойственности координать, можно поступить проще. 
Возьмемъ уравнен!е плоскости въ декартовыхъ координатах 

2 = ах бу е. [65] 
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Три коэффишента а, Ъ, с опредъляютъ положене плоскости въ пространств и по- 
тому могуть быть считаемы координатами плоскости, Легко замфтить, что всякое 
линейное уравнеше между координатами а, 6, с 

с = та НЕ (2) 

опредълитъ точку. Подставляя въ уравнеше (1) с изъ уравненйя (2), получимь 

2—Ё=а(2 + т) В (ум). 

При всевозможныхь значеняхь аи  послЪднее уравнене опредваяеть плос- 
кости, проходяния черезъ точку 

#=—т, у=—ва=й. 

Здфеь кстати упомянуть объ интересныхъ соображешяхъ Плюккера, который 

вводить въ раземотр% ее, какъ простЬйций элементь въ пространств®, прямую ли- 
ню, опредфляя ее при помощи четырехъ координатъ, за которыя могутъ быть при- 
наты, наприм®ръ, четыре коэффищеята «, 6, р, а въ уравнешяхь 

= р, 

= 62 - 9. 

О поверхностяхъ вообще и кривыхъ линйяхъ 

въ пространств%. 

220. Поверхность называется аллебраическою п-аго порядка, если она опре- 
дьляется уравнешемъ, 

И (т, у.) =0, 

тдЬ / цфаая функщя 2-ой степени. Обиый видъ такого уравненя есть 

Хай у =0, (1) 
ТВ А р--У==»; причемъ числа ^, р, у, конечно, цьлыя. 

Всяв1й разъ, когда уравнение поверхности не можеть быть приведено къ виду (1), 

поверхность называется шрансцендентною. 

. Итакъ, мы получаемъ, какъ обобщене всего вышеизложеннаго, теорему, что 
всякое уравнене 

(ву =0 (2) 

опредъляетъ н\которую поверхность и обратно, всякая поверхность опредфляется 
нкоторымъ уравнешемъ. 

Рьшая уравнене (2) относительно =, получимъ. 

# = (2, у). (3) 
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Самый обпий случай задавйя поверхности получимъ, выражая хи у черезъ 
произвольныя функщи фи ф оть независимыхь перемфнныхь м и о. Подставляя 

эти послфднйя выраженя въ уравнеше (3), получимъ 

= Е[ф (м, ь), $ (м, %)] = (м, 5). 

Итакъ мы видимъ, что всякая поверхность можеть на безчисленное множество 
манеровъ быть опредфляема сафдующими уравневями: 

#=$ (м, 5), у=ф (м, 0), = (и, 5). (6) 

Въ этихъ уравнемахь, какъ мы видфли, функщи фи ф совершенно произ- 
вольны и по нимъ опредфаяется фувкщя о. 

'Уравнеше поверхности въ декартовыхъ координатахъ получится черезъ исклю- 
чен!е изъ трехъ уравнений (4) двухъ буквъ м и о. Напримръ 

1—4 608 и 5% 6, 

у—а 05 м 08 в, 

2 =а 8 ц. 

Эти три уравненя опредфляють поверхность шара, уравневе котораго въ де- 
картовыхь координатахъ получается черезъ исключене ви изъ налисанныхь 
уравненй. Возвышая въ кзадратъ и складывая, получимъ 

жну+я=е. 

221. Кривыя лини въ пространств разсматриваются обыкновенно, какъ пере- 

сченя двухъ поверхностей. Пусть будуть 2, у, 2 координаты какой нибудь точки 

на разсматриваемой лини 7; она, какъ мы сказали, есть перес®чене двухъ поверх- 

ностей. Точка (2, у, 2) должна находиться какъ на той, такъ и на другой поверх- 

ности, слФдовательно, координаты 2, У, 2 ВЪ одно и то же время лолжны удовле- 
творять уравнешямъ объихъ поверхностей. Пусть эти уравненя будуть 

Лоу д=0 Рау =0 (1) 
взятыя выфеть, они и опредфляють лан 1. Итакъ, всякая лишя вЪ прострав- 
ствЪ можеть быть опредфлена двумя уравнен1ями между тремя координатами про- 

извольной ея точки. 

Рьшая уравненя (1) относительно двухъ изъ числа координать, наприм®ръ, 
относительно у и д. получаемъ: 

У=Е (2), ё >В, (2). (2) 

Въ посл5днихъ уравнешяхъ можно 2 давать значеня по произволу, можно, сл5- 
довательно, приравнять 2 иЪкоторой совершенно произвольной функщи ф отъ не- 

Д. А. Граве. ы: 38 
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зависимаго перемфннаго {. Подставляя эту функщю ф вмфето д въ уравнения (2) 
получимъ: 

У=Р, [$ @)]=$ (0, 2= 8, $ @] = 0). 

Итакъ мы видимъ, что уравненя кривой лин{и въ пространств на безчислен- 
ное множество манеровъ могутъ быть представлены въ видЪ: 

#=+Ф(®, у=$(), 2=0 (0 (3) 

Въотихъ уравненяхъ функшя ф совершенно произвольна, дв же друмя функ- 
щи фи опредвляются, какъ было указано выше. 

Черезъ исключене независимой перемфнной { изъ трехъ уравнений (3), полу- 

чаются два уравнения (1), опредфаяющихь кривую линйю въ декартовыхъ коорди- 

натахъ. 

222. Итавъ мы видимъ, что координаты точки, лежащей на кривой въ простран- 

ств, могуть быть разсматриваемы, какъ функци отъ одного независимаго пере- 

мьннаго. Такъ какъ функши ф (6), $ (0), ® (#) тождественно удовлетворяють урав- 

ненямъ (1), то, слЬдовательно, при всякомъ #, три 

уравнения (1) даютъ точку налини 7.. Приписывая 
е перемфнной & всЪ возможныя величины, мы изъ 

г уравнений (1) получимъ координаты вефхъ возмож- 

Ь. @ 

Черт. 260. 

ныЫхЪ точекъ на нашей лини; каждая изъ нихъ 

опредфляется своимъ значентемъ #. Мы будемъ точ- 

ку (2, у, 2) называть точкой $. Такимъ образомъ, 

точка (0) будеть точка съ координатами ф (0), 
{ (0), в (0), точка (1) будеть точка еъ координа- 

тами ф (1), Ф (№, ® (1). 

223. Бакъ примфръ, разсмотримъ винтовую 

линю. 
Еели мы будемъ навертывать плоскость угла фас 

(см. черт. 260) ва прямой цилиндрь ОАВО съ 

круговымъ основашемъ такъ, чтобы одна сторона 
угла аф располагалась по окружности основания АВ, 

то другая его сторона навернется по цилиндру вдоль 
по кривой, называемой виниювой. Примемъ за ось 
2-овЪ ось цилиндра, оси же хи у расположимъ въ 

Черт. 961. плоскости оспован!я цилиндра (см. черт. 261), при- 

томъ такъ, чтобы ось 2-овъ проходила черезъ точ- 
ку Л, въ которой располагается при навертывани плоскости угла на цилиндръ 
вершина угла. Пусть 2 — 09, у= ОР, == РМ будуть координаты нфкоторой 
точки 1/ на винтовой линш. Назовемъ радусъ основавя цилиндра через а, а 
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тангенсь угла саб черезъ 8. Называя уголь РОО черезъ $, нолучимъ для пер- 

выхъ двухъ координать точки на винтовой линш выраженя 

1—0008% у=азть. 

Для опредфленйя координаты 2 развернемъ чаеть поверхности цилиндра, заклю- 
чающуюся внутри контура №27”, на плоскость. Эта часть обратится въ треуголь- 

никъ ура, причемъ координата 2 обратится въ сторону р (ем. черт. 260.) и будетъ 

ра = —- РА=@, 
откуда 

8 = 84. 

Итакъ, уравненя винтовой лини могутъ быть написаны такимъ образомъ: 

1—=040608{, у=азть &=00. 

224. Раземотримъ теперь замфчательньйше виды поверхностей. 
1) Уравнеше / (2) = 0 опредвляеть рядъ плоскостей, параллельныхь пл0с- 

кости УОЙ и проведенныхъ чрезъ точки на оси 2, координаты которыхъ 2, 21, 

2... 2, суть дБйствительные корни уравненя 

1) = 0. 
2) Уравнеше / (2, у, 2) = 0 не содержать одной изъ координатъ, напримфръ, 

координаты =. Пусть это уравненше будетъ имфть видъ: 

Л (в, у) = 0. ©) 
'Уравнеше (1) опредфляеть на плоскости ХОУ нЪфкоторую кривую 5. Такъ 

какъ координата 2 не входить въ уравнене (1), то она совершенно произвольна, 
а потому можно сказать, что для каждой пары зваченй х, у, удоваетворяющихъ 

уравнению (1), будетъ существовать безчисленное множество значений для 2. Изъ 

этого вытекаетъ, что ве точки 11, 1/', 1/",..., лежапия на перпендикуляр 

къ плоскости ХОУ въифкоторой точк% Р кривой 5, будуть принадлежать геоме- 

трическому м%сту, опредфаяемому уравнешемъ (1) ' 

Гу =0. 

Итакъ, само геометрическое м5сто есть цилиндрь, образуемый прямыми, про- 
веденными черезъ точки кривой 5 параллельно оси д, 

Вообще говоря, всякое уравнене вида 

9 (В =0, (1) 

ГВ аи В суть нкоторыя линейныя функщи отъ координать 2, у, 2, опредфаяеть 

цилиндрическую поверхноеть. Въ самомъ да, эта’ циаиндрическая поверхноеть 
образована прямыми, параллельными прямой а — 0, В = 0, проходящими черезъ 
разаичныя точки управляющей кривой с, за которую, напримфръ, можеть быть 

38* 
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принята кривая ветрфчи цилиндра съ плоскость ХОУ, уравнеше которой’ поау- 

чается изъ уравнешя (1), полагая 2 — 0 въ функщи о и В. 
Прямолинейныя образующия опредфляются уравненями 

а — в = 8, 

причемъ между параметрами Х и { существуеть зависимость: 

$, 0 =0. 
3) Уравнеше 

Лау =0 

въ томъ случаф, когда функшя / однородна, опредфляетъ хонусь въ пространетв®, 

Свойство однородности выражается, какъ извъетно, уравнешемъ, з 

7 (@, 4, 42) =" Г (®, у, =). 

Полагая въ этомъ уравнени # = г получимъ 

Иен о=и 1) (0) 

Рьшая уравнеше (1) относительно > получим: 

#92). @ 
Полагая + 

Ея 

5—0, (3) 

тд а ифкоторое произвольно выбранное число, получимъ: 

Зы 5 =3@). : 4) 

Уравнения (3) и (4) опредляютъ нёкоторую прямую въ пространств, прохо- 

дящую черезъ начало координатъ; въ самомъ дЪаЪ, эти уравненя могутъ быть, 

переписаны такъ, 

х—@2=0, у—ф(@2=0. 

М®няя параметръ а, будемъ получать различныя прямыя, проходящя чрезъ 

начало координатъ; геометрическое мЪото этихъ прямыхъ будеть конусъ съ вер- 
шиною въ начал координать. Уравнеше же геометрическаго м%ета получится 
черезъ исключене параметра « изъ двухъ уравнений: (3) и (4), въ результат 

чего получается уравнеше (2), или, что одно и то же, уравнеше (1). Раземотря- 
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ный уже нами конусъ второго порядка: 

Ала? -- Ау -- Аул + ЗВуе + 2Вухе + ЗВ,ху = 0 

воть простЬйпий частный случай. 
Если начало координат помфщено не въ вершин® конуса, то, обозначая ко- 

ординаты его вершины черезъ 22%, У, 2, мы, понятно, получимъ уравнение конуса 
вЪ такомъ видЪ: 

шей ИЕ ЕЕ и и 
225. Кономдом» называется поверхность, образуемая прямою, которая дви- 

гается, оставаясь постоянно параллельною одной и той же плоскости, называемой 
управляющею плоскостью, и скользя по неподвижной прямой, называемой 0650 

коноида, и по другой какой нибудь управляющей кривой. 

Примемь прямолинейную управляющую за ось = и положим, что плос- 
кость ХОУ параллельна управляющей плоскости. Образующая представится урав- 

нешями вида 

Вторая управляющая дасть условное уравнеше ф (а, В) = 0 между двумя пе- 

ремфнными параметрами х и В. Уравнене коноида будеть, 

*(»:) = 0. 

Линейчатыя поверхности. 

226. Предположим, что въ двухъ уравнешяхъ прямой лини 

&=а-р, 

у=в-а, 

а, Ъ, р, 4 суть функщи отъ одного независимаго перемфннаго {. Тогда при изм®- 

нцени этого перемфннаго # прямая измфняеть свое положеше въ пространствв. При 

своемъ движени прямая описываеть нЪкоторую поверхность, уравнене которой 

получится черезь исключене перемфннаго # изъ двухъ написанныхь выше 
‘уравнений. 

Сказанное обстоятельство мы имфли при раземотрни цилиндричеекихъ поверх- 

ностей, коническихъ и коноидовъ. 
221. Линейчатыя поверхности раздфляются на развертывающуяся и косыя. 
Развертывалощеюся называются линейчатая поверхность, представляющая 

теометрическое мфсто касательныхь къ неплоской кривой лини въ пространств. 
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Кривая, образующая развертывающуюся поверхность называется, по’ отношению 
кЪ этой поверхности, вя ребром» возврата, 

Веб прочя линейчатыя поверхности носять назван хосмг» линейчатыхъ по- 
верхностей. 

228. Примфромъ развертывающейся линейчатой поверхности можеть служить 
такъ называемый развертываюнуйся зеликоидъ, представаяющий геометрическое 
м%ото касательных къ винтовой лини (см. $ 223). Въ числу развертывающихся по- 

верхноетей принадлежать также поверхности коническя и цилиндрическия. У конуса 

ребро возврата обращается въ точку—вершину его, у цилиндровъ ребро возврата, 
безконечно удалено. У развертывающагося геликоида ребро возврата есть, конечно, 
винтовая линя, Коноиды принадлежатькъ числу косыхъ поверхностей, ибо, если бы ко- 

ноиды были развертывающимися, то, сл6довательно, ихъпрямолинейныя образующя 
были бы касательными къ н%которой кривой въ пространств®. Ясно, что въ проек- 

щфи на любую плоскоеть прямолинейныя образуюцщия такого коноида должны были бы 
проектироваться, какъ касательныя къ проекщи ребра возврата, между твиъ какъ 

прямолинейныя образующия коноидовъ проектируются на всякую плоскоеть, пер- 
пендикулярную къ управляющей плоскости, по взаимно параллельнымь прямымъ, 

откуда и слбдуеть, что коноиды суть косыя поверхности. Такъ, наприм®ръ, къ 
числу простфйшихь коноидовъ принадлежить косая плоскость; это тотъ случай, 

котда управляющая кривая коноида ееть прямая. Охнополый гиперболоидь отно- 

сится также къ числу косыхъ поверхностей. Укажемъ, наконец, еще на такъ на- 
зываемый косой леликоидь— поверхность, образованную перпендикулярами, опу- 
щенными изъ разныхъ точекъ винтовой лини на ось прямого кругового цилиндра, 
на которомъ построена винтовая лишя. Уравнеше послфдней поверхности иметь 

ВИиДЪ я 

а = а. атс 1ату * 
2 

Поверхности вращеня. 

239. Поверхности вращеня описываются н®которыми кривыми 5., лежащими 

въ плоскости ХОЯ (ем. черт, 262), при вращенйи этой плоскости вокругъ оси &. 

Пусть уравнене образующей кривой 5, будеть ф (2, =} =0. Когда плоскость 

кривой, которая вначаль совпадала съ плоскостью ХО, повернется на н который 

уголь, тогда кривая б., описавъ часть поверхности вращешя, займеть положен!е 5} 
въ иЪкоторой плоскости Р. Веякая точка №, кривой 5, описываетъ кругъ, лежа- 
щИ въ плоскости, параллельной плоскости ХОУ, центръ котораго № лежить на 

оси 2. Такъ какъ при вращени плоскости Р кривая 9 вида своего’ не мВняетъ, 
то, очевидно, уравнеше кривой 5 въ плоскости Р будеть такое же, какъ и урав- 

нене кривой 5, въ плоскости ХО, т.е. 

+ (ИХ, =) = 0. 1] 
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Но МУ 00, гдЪ © проекщя точки М на плоскости Х ОУ’. Сл®ховательно, 
для всякой точки поверхности вращения, координаты которой пусть будуть 2, У, 2, 

будет удовлетворяться уравневе 

(00, =) = 0; ©) 
но, принимая во внимане, что 

00=Уя-и, 
получаемъ окончательно общее уравнене 

поверхностей вращеня вокругъ оси въ 
такомъ видь: 

$ (У 2 + 9", 2) =0- 

Вообще говоря, если ось поверхности 

вращеня имфетъ уравненя 

= ПУ 4 
ЕЕ 

ТД 2, Ус, о суть координаты нЪкоторой 
неподвижной точки на оси, то всякая 
параллель поверхности будеть опредфляться пересфчешемь шара (2 — 2.) 
= (У— у)" (@ — 2)? = 22, имфющаго центромъ неподвижную точку, и плос- 

кости 4 -- Бу-+ се-- = 8, перпендикулярной къ оси, такъ что уравнене по- 

верхности вращешя будетъ имфть видъ 

Черт. 262. 

Фе — дли), ш-ы+е+9=0. 

230. Параллелями поверхности вращеня называются круги, описываемые раз- 
ными точками вращающейся плоской кривой, плоскости кеторыхъ, очевидно, перпен- 
дикулярны къ оси вращешя. Каждое изъ положен!й вращающейся плоской кривой 5 

_ называется меридёаном» поверхности. Полезно замфтить еще слфлующ видъ 

уравнен!й поверхностей вращешя. Рьшая уравнеше (*) относительно 2, получим, 

г = / (ИМ); 
но ММ = 00, отсюда 

2 — 00. с03 9ОХ = МХ. соз 9ОХ, 

у— 00. зт 90Х = ММ. вт 00Х. 

Уголь ООХ веть такъ называемая долота точки М поверхности вращен:я и 

предетаваяеть тотъ уголъ, подъ которымъ наклонена плоскость меридгана точки М 
къ плоскоети перваго меридана, совпадающей съ плоскостью 2ОХ. Обозначая 
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разетояще ММ точки 1 до оси вращешя черезъ м, а долготу точки М черезъ ©, 

получимъ обийя уравненя поверхностей вращения въ такомъ видЪ: 

х=и0050, у=жизто, #= (и). 

Винтовыя поверхности. 

231. Винтовыя поверхности опредфляются вращешемъ нкоторой плоской кри- 
вой, подобно тому, какъ и поверхности вращешя, съ тою только разницею, что плос- 
коеть кривой, вращаясь вокругъ одной изъ лежащихъ на ней прямой, положеше 

которой въ пространств остается неизм®ннымъ, скользить еще вдоль по этой оси 

вращеня, причемъ перемфщене ея вдоль по оси пропорщонально углу вращеня. 

Уравневя вивтовыхъ поверхностей имфютъ видъ 

2 —= и 00%, у=изтиь, = Г (и) аз. 

При а = 0 получается поверхность вращен!я. 

Винтовыя поверхности развертываются на поверхности вращеня. 

Криволинейныя координаты. 

232. Представимъ себЪ, что три декартовск!я координаты х, у, 2 нН®которой точ- 

ки М въ пространств выражены въ вид функци! отъ трехъ независимыхь пере- 
МЪННЫХЪ и, 0, № 

2 = Ф (№ ъ, и), 

У — (т, и), 0 

Е=0 (и, ©, 1); 

очевидно, что если функщи ф, ф, ® суть функщи однозначныя, то всякой систем, 

значенй мо, о, ®%, независимыхъ перемфнныхъ будуть соотвФтетвовать вполн® 

опредфаленных значеня функшй ф, ф, ®. Веяый разъ, когда эти значения будуть 
вещественныя, они предетавять собою значешя трехъ координать 22, Ух» о Н®ко- - 
торой точки пространства М,. Обратно, если задано положене точки ЛИ. ея ко- 

ординатами 2, Ух, 2,, то р3ёшешемъ трехъ уравненй 

2 == ф (и, ®. 0), 

У = фи, м), | 
20 = ® (м, в, 1), 

относительно трехъ неизвЪетныхь 4, 0, о получимъ одну или нЪсколько системъ 

значен!й независимыхь перемфнныхъ м, ©, 12. Итакъ мы видимъ, что положеше 

точки въ пространств» можеть быть задаваемо значенями трехъ независимыхь 
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перемфнныхъ +, 2, 2, которыя по этой причин® носять назване криволинейныхь 

координать точки, 

Зададимъ одной изъ независимыхь перемфнныхъ, напримвръ, м, нЪ®которое 

частное значене %; тогда, подставляя въ уравнения (1) м, вмЪето м, получимъ 

уравненя 
2 = (№, 5, и), 

У = $ (моль, и), (2) 

2 = (щи, 9). 

Мы видфли уже, что три уравнен!я, подобныя (2), какъ дающя выражешя 

трехъ декартовыхъ координатъ въ функшяхъ двухъ независимыхь перем®нныхъ, 
вообще говоря, опредЪляютъ нЪкоторую поверхность въ пространств%, которую на- 

зовемъ зоверхноетью уровня для значешя ш, координаты м и обозначим эту по- 
верхность уровня черезт, (/.. 

Подобнымь же образомъ для всякаго другого значеня м, координаты м полу- 

чимъ другую поверхность уровня 0, . 
Подставляя въ уравнен!я (1) значеше ®, выфето координаты о, получимъ урав- 

нен!я поверхности уровня У’ ддя значеня у, координаты о въ такомъ вид: 

2 = (и, в, 8), 

УФ (№ 0, м), 3) 
а = (м, 5%, 9). 

Наконець, мы получимъ уравнен!я поверхности уровня УУ., соотв тетвующей 

. значению ©, координаты № въ такомъ видЪ: 

= (и, в, №), 
У = (№ 5, ю,), (4) 

# = (и, 5, 4%). 

Три поверхности уровня 0., Г., И. пересвкаются между собою попарно по 
тремъ кривымъ ланямъ и могуть имфть одну или нфсколько общихъ точекъ пере- 

сбчешя. Положимъ, что функции ф, $, ® таковы, что для значенй м, ©, 25 полу- 

чается одна или нфсколько дьйствительныхь точекъ встрьчи. Тогда положеше въ 
пространств каждой изъ этихъ точекъ, очевидно, указывается задашемъ чисдлен- 
ныхъ значений %,, ©, 10, криволинейныхь координать м, у, 40. 

233. Пояснимъ сказанное примфромъ декартовой системы, которую, какъ уви- 

димъ, можно разсматривать, какъ частный случай криволинейной. Въ самомъ дЪаЪ, 
положимъ, что функции ф, $, © таковы, какъ показано въ сл®дующихь уравненяхъ: 

ИРИНЕ ФИ ==40, 
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Тогда поверхность уровня 7», имя уравнен!е: 

#=щ, 

веть не что иное, какъ плоскость, параллельная плоскости уг. Подобнымъ же обра- 
зомъ дв друмя поверхности уровня У’, и У», опредзляясь уравненями 

Уи # = №, 

представляютъ собою плоскости, параллельныя двумъ другим плоскостямъ коорди- 
натъ, и точка 1М,, опредвляемая координатами м, ©, 2. , опредфляется, какъ точка, 

встрёчи трехъ плоскостей 07, Т., И., паразлельныхь координатнымъ плоско- 

стямъ, что уже извЪетно изъ элементовъ. 

234. Излагавшаяся въ 36 координатная система, носящая назван!е полярной 
системы координатъ, опред®лялась уравнен!ями 

2 = рс0$ { зт ф, 

у —= рзт ф эт $. 

# = 608$. 

р, $, $ суть, какъ мы видимъ, три криволинейныя координаты точки пространетва. 
Послёдыйя уравневя можемъ переписать въ такомъ видЪ: 

1 = % 608 ® 5т в, 

у — изм о 5 в, 

2 = и 60$ 4. 

Поверхность уровня (7, получится, подставляя въ послёдая уравненя м, 
выфсто м и исключая о и чо. Это исключеше можно сдфлать, возвышая въ квадрать, 
ве три уравнешя и складывая. Получаем 

Е нии; 

итакъ, поверхноеть уровня Г”, есть шаръ, имфющй центръ въ началь координать 

и радтусъ, равный м,. Поверхность уровня 7’, получимъ, разд®ляя второе уравнене 

на первое у 
ЕЕ #219 5, - 

Это уравнеше, будучи переписано въ вид 

у = ту %о. ©, 

даетъ для поверхности уровня 7’, плоскость, проходящую черезъ ось 2-овъ и обра- 
зующую съ плоскостью ху уголъ, равный о.. Наконець, поверхность уровня 7, 
будетъ конусомъ вращеня, имфющимъ вершину въ началь координатъ, ось, совпа- 
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дающую съ осью 2-овъ, и уголъ производящихь съ осью равный ю.. Уравнене 
этого конуса имфетъ видъ: 

2 у = 2 ть. 

Итакъ мы замфчаемъ, что въ полярныхъ координатахъ точка опредфляется пе- 
ресфчешемъ трехъ поверхностей: шара, плоскости и конуса. 

235. Раземотримъ еще полуполярныя или цилиндрическая координаты: 

1 — и 608 ©, 

у — изт о, 

в = №. 

Поверхности уровня суть: 

0, — цилиндуъ: 2 у = и, 

7, — плоскость: — & @п9 5%, 

т — плоскость: яч. 

236. Обращаемся теперь къ одному изъ замфчательныйшихь видовъ криволиней 
ныхъ координатъ, разематривавшихся въ первый разъ Ламэ и прилагавшихея съ 
успЪхомъ въ разныхъ вопросахъ математики и механики, къ такъ называемымь 
эллиптическимь координатамъ. 

Возьмемъ поверхность второго порядка съ центромъ, уравнеше которой имветъ 
ВИДЪ: 22 Ух =. 

2' 

аЕ Бо 1=0, (0 

и положимъ, что @ >> с >> 0. Возьмемъ какую нибудь точку пространства №, 

имфющую координаты 2,, Уз, 20, и поставимъ себЪ задачей: если числа а, $, с за- 
даны, то подобрать Х такъ, чтобы поверхность (1) проходила черезъ точку Ло. 

Покажемъ, что, какъ бы ни было выбрано положеше точки 2/, въ простран- 

отвЪ, можно всегда подобрать три дЪйствительныхъ значения №,, №,, №, для числа 
такъ, что для каждаго изъ значен!й получится, посл® подстановки этого значеня 

въ уравнеше (1), уравнеше поверхности второго порядка, проходящей через 

точку 2/,. Слбдовательно, черезъ кажлую точку пространетва проходять три по- 
верхности вида (1). Мало того, оказывается, что 

и <е<ь<ь<Ьь<а, 

такъ что для значеня №, получается эллипеовдъ, для значешя {однополый ти- 
перболоидъ и для значешя Ё, —двуполый гиперболоидъ. 

Итакъ, числа 11, №, з, можно разематривать, какъ криволинейныя, такъ на- 
зываемыя эллиптическя, координаты точки, причемъ всегда поверхность уровня 
для координаты №, будеть нёкоторый эллипеоидъ, поверхностью уровня для коор- 
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динаты /, —фкоторый однополый гиперболоидъ и, наконецъ, для координаты {,— 

двуполый гиперболоидъ. Всякая точка пространства разематривается, какъ точка 
ветрёчи указанныхъ поверхностей уровня. 

Подставимъ въ первую часть уравнешя (1) вмЪето 2, у, 2 числа з,. Уз» 20; 
тогда эта первая часть будетъ слфдующая функщя отъ Х; 

ВЕ ИИ АВ 
ЕЕ 

Эта функщя есть функщя непрерывная отъ въ промежуткахъ. 

(— со, 6), (е, В). (6, а), (а, + оо) 

и претериваетъ разрывъ непрерывности только при значеняхъ 

=; в = 

Раземотримъ первый промежутокъ: (— со, с). При # = — со ве три дроби 
функщи 7 () равны нулю, и мы получаемъ, что / (— 00) = — 1. Что же теё- 

перь будетъ, если мы, увеличивая значешя /, отъ — со подойдемъ къ значеню 
а 

Такъ какъ при # = функшя / (®) обращается въ со, то мы раземотримъ 
нЪкоторое значеше = с— в, гдЪ = достаточно малая положительная величина. 
Тогда, для этого значеня №, дроби 

Е 9% 
а" 

2 

мало отличаются отъ дробей 

ес @) 

з 2 
что касается до третьей дроби 2 ‚› то она, будучи равна > „ оставаясь поло- 

жительною, при достаточно маломъ = можетъ быть сдфлана какъ угодно большою и, 

слЪдовательно, по численной величин превзойдеть численную” величину двухъ 
другихъ дробей и — 1. 

Итакъ мы видимъ, что значене функщи / (#2) положительное для значенй ®, 
менышихъ с и достаточно близкихъ къ нему. 

Функщя / (Ё), оставаясь непрерывною въ сказанномь промежуткВ, начиная 
60 значеня — 1, дЪлается, наконець, положительною; слЪдовательно, эта функшя, 

будучи непрерывною и вещественною для вевхъ вещественныхь значений ®, необ- 

ходима должна, по крайней мвр® для одного значеня /‚, заключающагося въ про- 
межуткв (— 00, с), обращаться въ нуль, и, сл®довательно, это число №, будетъ 

удовлетворять уравненю (1) при х=х., у=\у,. е=2,. чи требовалось 
доказать, 
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Раземотримъ теперь слфдующий промежутокъ: (с, 6). Будемъ увеличивать 

Число  отъ значешя с-Не до Б—е, тдВ = достаточно малая положительная 
величина. 

При & = с-+ = третья дробь: 
РЕ: 

гор’ бУАучи раввою в ‚ отрицательна, но 

чисаенная ея величина можеть быть сдфлана болыше аюбой напередъ заданной 

большой величины; сл®довательно, по численной величинЪ, навфрное, превзойдеть 

сумму остальныхъ дробей, которыя мало отличаются отъ дробой (2), и, сл®дова- 

тельно, функщя { (с-+ =) < 0. Подобнымъ же образомъ, мы покажемтъ, что для 

9? и 
5’ 

численная ея величина, при уменьшении =, возрастаеть до безконечности. Отсюда 
дено, что при достаточно маломъ значени = численная величина этой дроби, ва- 
вфрно превзойдеть численную величину суммы остальныхъ членовъ, которая мало 

разнится отъ слфдующей суммы: 

будучи равною Е ‚ положительна, а значеня & = — = вторая дробь 

2 РА 

ре ы 

Итакъ, при достаточно маломъ = функшя / (6 — =) > 0. Отеюда мы видимъ, 
что функщя У (®), будучи непрерывною, переходить изъ отрицательныхъ значений 

въ положительныя; сл6довательно, въ разсматриваемомь промежутк®, функция 
7 (№) выфетъ, по крайней иЪрь, одинъ корень /,. 

Совершенно аналогичнымь образомъ мы покажемъ существоваше, по крайней 
ифрь, одного корня въ промежутк® (5, а); но если мы освободимея отъ знамена- 
телей въ уравнени (1), то для № получимъ кубическое уравнение, которое не бу- 

демь выписывать, такъ какъ его не трудно составить; слфдовательно, для ® не 
должно получаться бозбе трехъ корней, что показываеть, что въ каждомъ проме- 
жутк существуеть только по одному корню. 

Итакъ мы видимъ, это, зная декартовы координаты точки, мы получаемъ ея 
эллиптическя координаты черезъ ршеше нЪкотораго кубическаго уравнешя. 

237. Обратная задача болфе проста. Покажемъ, зная три эллиптическая 

координаты /,, Ё,, №, точки М,, вычислить ея декартовы координаты 2., У.» 2о. 

Дая вычисленя этихъ координать будуть существовать три уравнешя: 

—1. 

(1) 

(2) 

(3) 
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Вычитая изъ уравнешя (1) уравнене (2), получимъ: 

ал у Г 

9-е 0—0” 

Подобнымъ же образомъ получимъ два другихъ уравнешя: 

а у’ г 
0—5 -Ов-9=%® ® 

2 у 2 

@, 9—6 5-2 ' (9-9 0: (6) 

Покажемъ, что уравнене (4), помня, что въ немъ координаты 2, у, 2 обозна- 

чають, собственно говоря, координаты 22%, Уз, 2ъ, соотвфтетвующя эллиптическимь 
координатамъ й,, К, Хз, выражаетъ то свойство поверхностей уровня #,, №з, что 

эти поверхности пересЪкаются въ точкё М, подъ прямымъ угломъ (ортогонально), 
т. е. что двЪ касательныя плоскости, проведенныя въ точк® ЛИ, къ этимъ поверх- 

ностямъ, взаимно перпендикулярны. 

Въ самомъ дфлЪ, касательная плоскость къ поверхности уровня (1) въ точк% М» 
этой поверхности имфеть уравнеше 

по М т 
а во Не й й 1 

=1=0, (7) 

касательная же плоскости въ той жё точк% 1/, къ поверхности (2) иметь уравнене 

о, У. о. 
А ЕАО 

+1=6. (8) 

Выписывая услов!е перпендикуларности плоскостей (7) и (8), мы получимъ: 

Е Е ГА 9 во 2. 
а ва ив Ва ВВ 0. 

Послднее уравнене совпадаеть съ уравнешемъ (4). Уравневя же (5) и (6) 
показываютъ, что и друг!я дв пары поверхностей уровня №,, Х,, К, пересвкаются 
также ортоговально; другими словами, въ точкЪ №, вотрёчаются три поверхности 
‘уровня ортогонально, т. е. такимъ образомъ, что три касательныя плоскости въ 
этой точк® къ поверхностям составляютъ прямоугольный трехгранный уголъ. 

Для нахождешя искомыхъ декартовыхъ координат 2, Уз, Хо точки М, мы 

замфчаемъ, что уравнения (1), (2), (3) суть уравнешя первой степени съ тремя 
неизвестными: 27, уз, 2?. Ршая ихъ относительно этихъ трехъ квадратовъ по пра- 
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виламъ элементарной алгебры, получимъ 

„_@-юе-ы@р-ь) 
= @-9@-ь 
_@-о-ы@-* 
- 6—560-9 ° 
_@—ще-ые-ъ, 

9-5 
Посл дыйя формулы показываютъ, что дая 2, \›, 2о Мы всегда получаем ве- 

щественныя значения. 

Система’ трехъ эллиптическихь координатъ Х,, №, Х, опредфаяетъ 8 точекъ 

встрьчи трехъ поверхностей уровня, ичбющихъ координаты 2 — == 2, У ==,» 
2= 5 2. и аежащихъ въ вершинахъ параллеципеда, грани котораго параллельны 
плоскостямъ координат, 

Поверхности уровня эллиптическихь координатъ представляютъ собою частный 
случай системы такъ называемыхъориююнальныхь поверхностей, вотрьчающихся 

подъ прямымъ угломъ. 
238. Можно, конечно, опредфлить положеше точки въ пространетвЪ ббльшимъ 

числомъ чисеть, чёмъ три; примфръ подобнаго рода мы видёли въ тетраэдрическихь 

координатахъ, но при такихъ способахъ задан!я между вводимыми въ раземотрье. 

перемьнными, или, какъ ихъ можно называть, координатами точекъ, должно суще- 
ствовать какъ разъ такое число зависимостей, чтобы независимыми выходили 
только три. 

239. Какъ частный случай криволинейных координать въ пространствЪ, можно 

разсматривать также криволинейныя координаты на плоскости или, вообще, на ка- 
кой нибудь поверхности. 

Въ самомъ дфаб, уравнешя всякой поверхности 5 могутъ быть написаны въ 
такомъ видЪ: 

# = (и, +), у=ф (и, 5), ‚=. (1) 

Дадимъ перемфнной м частное значене м,. Подставляя это значене въ урав- 
неше (1), получимъ 

2 = (и 0), у= 4 (щ, =), а=®(щ, 5). (2) 

Эти уравненя даютъ выражен я координать 2, у, 2 въ вид функций отъ одного 
независимаго перемфннаго © и, слФдовательно, опредфляють нфкоторую кривую 

линшю въ пространств® 7. Эта кривая Г, лежить, очевидно, на поверхности ©, 
ибо всякое значеше ›,, послВ подстановки въ уравнения (2), даеть так!я значе- 

ня 2, у, 2, которыя получаются и изъ уравнений (1) заданной поверхности отъ 

подстановки въ нихъ значешй м — м,, © = оо. Назовемъ лин!ю Г.,, проведенную 
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на поверхности 5, линёей уровня для значеня м, незавиеимаго перемннаго м. 

Для другого значения м, получимъ другую лин уровня Г.,, такъ что наша поверх- 
ность образуется системою кривыхъ лан Г.,, Г.,,..., получаемыхъ при разныхъ 

значеняхъ м; подобвымъ же образомъ на нашей поверхности лежать кривыя ли- 

ни 7 другой системы, получаемыя изъ уравнен!й поверхности (1) черезъ подста- 
новку вмЪсто перемфнной о различныхъ частныхъ значений. 

Положимъ, что намъ заданы частныя значеня независимыхъ перемфнныхъ м, 60; 
тогда этимъ значенямъ соотвфтствуютъ дв кривыя на нашей поверхности 7, и 7/о. 
Положимъ, что эти кривыя встрьчаются въ одной или нЪсколькихъ точкахъ. Тогда 

положеше на поверхности 5 системы этихъ точекъ опредфаяется, очевидно, значе- 
ями м. И ©, независимыхъ перемфнныхъ. Поэтому перемённыя + и у называются 
криволинейными координатами точекъ ва данной поверхности. 

240. Координатныя системы на плоскости представляютъ собою частный случай 
криволинейныхъ координатъ на какой угодно поверхности. 

Мы получимъ геометрию на плоскости, полагая функцию © (м, ») тождественно 
равною нулю. Тогда мы получимъ обний видъ системъ криволинейныхъ координатъ 
на плоскости 

# = (м, 5), у=Ф (м, 5). 

Такъ, напримфръ, полярныя координаты на плоскости, какъ намъ известно, 
опредфляются уравненями 

= и 608%, у=изто 

и, наконець, декартова система на плоскости, съ изложен!я которой мы начали 

Аналитическую Геометрю, опредёляется уравнешями 

ИИ у. 

Даля знакометва съ криволинейными координатами на поверхности можно ре- 
комендовать прочесть классическй мемуаръ Гаусса: 11541510108 Еепега]ез сиса 

зирегИе1ез сигуаз. % 

Задачи на поверхности второго порядка. 

Лин!я пересвчен!я двухъ поверхностей второго порядка 5, =0, 5, = 0 пе- 
ресфкается всякою плоскостью Р по четыремъ дЪйствительнымъ или мнимымъ 
точкамъ. Въ самомъ дфаЪ, плоскость Р ветрёчаеть поверхности 5, = 0, 5, =0 
по коническим сёчешямъ С',, (‘,, которыя, находясь въ одной плоскости Р, имфютъ 

общими четыре дЬйствительныхь или мнимыхъ точки. По этой причияв кривая 

встрёчи двухъ поверхностей второго порядка носить назваше алгебраической кри- 

вой четвертаго порядка. 
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Вообще, порядокъ алгебраической кривой лиши въ пространств опредбаястся 
числомъ точекъ пересфчешя съ какой угодно плоскостью. 

Въ частномъ случа разсматриваемая вривал можеть быть мнимою, когда раз- 
сматриваемыя поверхности не пересекаются между собою. Принато вводить въ раз- 
смотрнйе такъ называемыя миимыл точки, т. в, точки, координаты которыхъ 
мнимы. Какъ и на плоскости, подобныя точки вводятся условно, не связывая съ 
ними никакого геометрическаго представлешя. Усдовно говорятъ, что мнимая точка, 
лежить на данной поверхности, если т комплекеныя (мнимыя) числа, которыя мы 
считаемъ координатами этой точки, удоваетворяють уравнению поверхности. Такъ, 
напримфръ, мнимая точка (2 = 2+ ИУ— 3 у=2—И— 2, 2=0), ае- 
жить на круговомь цилиндр, 

у =&. 

Итакъ, будетъ-ли кривая встрчи двухъ поверхностей дЪйствительная или мни- 

мая, веегда мы будемъ говорить, что уравнеше 

5, —Ё5, =0 

при различныхъ Ё опредфляеть пучекъ поверхностей второго порядка, проходящихь 
черезъ кривую встрЪчи двухъ поверхностей: 

0 

Три поверхности второго порядка: 

8: =0, 8, =0, 5, =0 

встрёчаются не боле какъ въ восьми дЪйствительныхь точкахъ. Въ самомъ дфаЪ, 

исключая изъ трехъ общихъ уравнен!й второй степени между тремя перемфнными 

2, У, 2 дВЪ изъ числа ихъ, напр. у, 2, мы получимъ уравнене, которое будетъ 
относительно 2 восьмой степени. Восемь корней послфдняго уравненя дадутъ 8 

абециссъ восьми точекъ встрёчи трехъ поверхностей второго порядка. 
Уравнене 

``» 

8, —18, —5,=0 @ 

опредфляеть, очевидно, вс поверхности, проходяния черезъ восемь точекъ встрьчи 
трехъ заданных. 

Двумя коэффищентами Х и можно распорядиться такимъ образомъ, чтобы 

заставить поверхность проходить еще черезъ двЪ новых точки. 

Задачи. 

1. Средина разстояшя между двумя мнимыми точками есть точка дёйстви- 

тельная, 
тв. 2. =а--ВИ-1, и=у--8И=1, а=еЕ-+У=Т. 

2 =а—ВУ—1, и=т—8УЕТ, в=е—бУ-1. 

д. А. Гра 39 
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Координаты средины разстояшя суть: 

На ИУ, да 
3 2 ы 2 

3. Прямая, проходящая черезъ двЪ мнимыя сопряженныя точки соть дЪйстви- 
тельная, 

Отв. См. $ 238 Геом. дв. изм. 

3. ДвВЬ мнимыя сопряженныя плоскости 

(АНА ИТ) =--СВ--В'/ ус) =-+@Ф-- у =0 

(ААУ +(В-ВУ=Бу-но-бУ=Ое+ф-рУ=О=0 
пересфкаются по дЪйствительной прямой. 

Отв. Уравнешя прямой пересбчешя суть: 

Ах -- Ву 02+ 0 =0, Ар Ву 0-0! = 0. 

4. Черезъ всякую мнимую точку проходитъ безчисленное множество дЪйстви- 

тельныхъ плоскостей, которыя проходять въ то же время и черезъ точку, сопря- 
женную съ данной. 

Отв. Уравнене плоскости, проходящей черезъ точку (2-58 Ут, ит, 
г + <И—1) можеть быть написано такъ: 

А(2—а)-+ Ву—1)-+06(.—®)—У—1 (ив -+ В8-+0%°=0. 

Это уравнеше будеть опредфлять дЪйствительтую плоскость только тогда, когда 

коэффишенты 4, В, С удоваетворяютъ усаовтю 

АВ -+ В8 + 05 =0. 

Въ такомъ случа плоскость 

А(&—@- В(у—-0е—э=0 

проходить черезъ тете прямую 

да _у—1_ 2—8 

Вы ТОВ! 

соединяющую данную точку съ ея сопряженною. См. зад. 2. 
5. Если мнимая прямая проходитъ черезъ дБйствительную точку, то она пере- 

сЪкается въ этой точкЪ со своею сопряженною прямою. 
Отв. Прамую мы называемъ мнимою, если ея уравненя заключають мнимые 

коэффищенты, напримръ 

= (а--аИ—П2--р+рР УИ, 

у=@-+уУ—Ю2-9-+уи—1, 

=, 
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Уравнене прямой сопряженной получимъ, м5няя знакъ у корня /—1. 

6, Еели двф сопряженныя прямыя пересфкаются, то, какъ точка ихъ перес®- 

чешя, такъ и плоскость, чрезъ нихъ проходящая, дъйствительны. 

7. Показать, что 8 точекъ опредфаяють, вообще говоря, кривую четвер- 

таго порядка, могущую быть лишею пересфченя двухъ поверхностей второго по- 

рядка. 
Отв. Полагая одинъ изъ десяти коэффишентовь въ уравнен!и поверхности вто- 

рого порядка равнымъ единиц, мы будемъ имфть между девятью коэффищентами 

восемь уравненй первой степени, изъ которыхъ можно будеть выразить восемь 

изъ числа коэффищентовъ линейно черезъ девятый, остающийся совершенно произ- 
вольнымъ, Подетавляя полученныя выраженя восьми коэффищентовъ въ уравнен!е 

поверхности, мы замфтимъ, что этоть произвольный девятый коэффищенть вой- 
деть въ уравнен!е поверхности въ первой степени и это уравнеше будеть имть 

ВидЪ: 
8, — #5, = 0, 

гдЪ Г есть девятый коэффищенть. Получается пучекъ, опредфляющй кривую ли- 

нию, проходящую черезъ восемь данныхъ точекъ. Исключене будуть составлять 

особыя группировки точекъ, черезъ которыя можно провести покрайней мфрЪ три 

поверхности, не принадлежания пучку. + 
8. Возьмемъ систему плоскостей 

8: + 15: 18, = 0, 

проходящихь черезъ восемь точекъ вотрёчи трехъ поверхноетей 5, = 0, 5, =0, 
5: =0. Боэффищенты № и { можно подобрать такъ, чтобы заставить проходить 

поверхность еще черезь дв новыя точки. Выборомь этихъ коэффищентовъ 
мы заставаяемь поверхность проходить черезъ 10 точекъ, тогда кактъ девяти точекъ 
достаточно для опредфлен!я поверхности. Какъ объяснить кажущееся противор$ч1е? 

Отв. Возьмемь семь изъ числа заданвыхъ восьми точекъ. Опредфаяя козэффи- 

щенты уравненя поверхности второго порадка подъ тмъ условемъ, чтобы поверх- 

ность проходила черезъ эти 7 точекъ, мы замЪтимь, что два изъ числа коэффищен- 
товъ останутся совершенно произвольными. Вс остальные коэффищенты выра- 
зятся черезъ нихъ линейно; сафдовательно, эти два коэффищента войдуть линейно 

и въ уравнене поверхности, проходящей черезъ эти 7 точекъ; такъ что это 
уравнеше будеть имфть видъ 

8, — #5, —15, =00. () 

При разаичныхь # и { будуть получаться всевозможныя поверхности, прохо- 

дяшия черезъ 8 точекъ ветрёчи трехъ поверхностей 5, = 0,5, =0, 5, =0. Итакъ 

мы видимЪ, что положеше семи точекъ опредфаяеть подожеше восьмой точки, 

общей вобмъ поверхностямъ системы (*), а потому изъ восьми заданныхь точекъ 

39* 
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произвольны только семь, слЪдовательно, задане подобныхъ восьми точекъ равно- 

сильно заданию только семи. Эти-то семь точекъ, выЪств съ двумя новыми, и да- 

дуть девать точекъ, опредфаающихь положене поверхности. 
9. Доказать, что уравнеше 

98 — #8 =0 

при а, В, т, 8 линейныхъ функщяхъ, опред®ляетъ линейчатую поверхность. 
10. Когда уравнеше: 

То? — МВ -- № -- Р? =0 

опредвляеть линейчатую поверхность? 

Отв. Если ни одинъ изъ коэффищентовь Г, 2, №, Р не равенъ нулю, то два 

изъ нихъ должны быть положительными, а два отрицательными. 
11. Если поверхность второго порядка имфетъ безчисленное множество точекъ, 

общихъ съ шаромъ, то всякая плоскость, касательная къ шару, пересфкаеть по- 

верхность по лини второго порядка, для которой точка прикосновен!я плоскости 
къ шару есть одинъ изъ фокусовъ. 

Отв. Уравнене всякой поверхности, соприкасающейся съ данною 5, = 0 по 

плоской кривой, имфеть видъ 

5, —Е (@5-- ту иг-- р)? =0. (См. $ 206). 

Положимъ, что одною изъ такихъ поверхностей будетъ шаръ 

(2 — а} + (у — В+ @— в —п=0. 

Очевидно, имфемъ тождественно равенство между первыми частями двухъ пре-. 

дыдущихь уравненй, откуда уравненйе поверхности 5, —= 0 можеть быть напи- 

сано такъ: 

(да — рф -Ь (ш-- ту те р =0. 

Полагая с — , мы сдфлаемъ плоскость 22у касательною плоскостью къ шару. 

На этой плоскости точка касан/я будеть имфть координаты (а, 5). Полагая = 0, 

получимъ уравнеше сЪченя поверхности 5, — 0 плоскостью ху въ такомъ вид: 

(— а} (у— В-- Е е-нту + р) =0. 

На сказанномъ основано было разсмотрён!е лин второго порядка, какъ сбчени 

конуса плоскостью въ $ 231, 232, 233 геом. дв. изм. 

12. Два пучка плоскостей 

В— № =0, &—м=0, 
вели они находятея въ гомографической зависимости, даютъ въ пересфчени линей- 
затую поверхность второго порядка. 

Отв, Гомографическая зависимость опредфаяется уравненемь 

Аж -- ВА + =о 
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(См. $ 366 геом. дв. изм.). Черезъ исключеше ^ и получается уравневе иско- 

мой линейчатой поверхности (см. $ 369 геом. дв. изм.) 

13. Показать, что прямолинейныя образующия косой плоскости, принадлежащия 
одной системЪ, отсфкають на любыхъ двухъ образующихъ другой системы пропор- 

цональные отр®зки. 

Отв. Веф он лежатъ въ паралаельныхь плоскостяхъ. 
14. Показать, что разложешемь на сумму квадратовъ можно привести общее 

уравнене поверхноети второго порядка 

Ала +- Ау? -- Аза? ЗВууг -- 2Влдг + ЗВьу 
-- 20,5 3Су + 20.-- Е=0 

къ виду 

1 (в -- Му №е-- №) += М (у-еве-ны 5 М(е-ну--Р=о0, 

ГАЪ 

А,, В, В, 
А,, В, ых Т=А,, Г. М= ; ГММ=|В,, А,, В, |, 

ых. В, В» А, 
А, В,, В, С, 
ВО 
В, В,, Ч, 0, 
0. а. СЕ 

ры 

15. Сколько конусовъ въ числЪ поверхностей, принадаежащихь пучку? 

Отв. Употребляя обозначен!я предыдущей задачи, услове конуса, Р = 0, даетъ, 

равенство нулю четверного опредфаителя. Коэффишенты же плоскостей пучка всё 
заключають линейно неопредЪленный множитель №. Этотъ параметръ войдеть во 

ве элементы и равенство вудю четверного опредфлитезя дастъ уравнеше четвер- 
той степени, которое опредлитъ, вообще говоря, четыре конуса. 

16. Зная координаты концовъ двухЪ изъ числа сопраженныхь дфаметровъ эдлип- 
сонда, найти координаты конца третьяго даметра. 

Отв. Возьмемъ уравнеше элдинсоида въ простйшемъ видь 

Возьмемъ три точки на эланпеоидь И, (2,,у,,2:), М, (жа, У», 25), М. (%,, У, #3). 

Дламетры, проходящие черезъ нихъ, имфють видъ: 

я, а им 
; Ут Е 

м у д 2, У 6 2 У № 



— 614 — 

Помня изъ общей теорйи, что всякому маметру 

Е 
Аа ре 

соотв®тствуетъ сопряженная д1аметральная илоскоеть 

ТАх + Мту + № =, 

найдемъ, что въ данномъ случа уравнене сопряженной ламетральной плоскости 
будеть имЪть видъ: 

Шо ту во. 

ЕЕ 
для того чтобы даметры, проходяпие черезъ точки М, М,, М., были сопряжен- 

ные, необходимо, чтобы было 

212, уу: 21 А 0, 0) 

ао, [© 

22: О. (8) 

Изъ двухъ первыхъ изъ числа посзбднихъ соотношен!й находинъ 

ый У: Л 
а ь в 

У 25 2; Уз 2 23 2 2 2; Уз У 2 
вс с са в са ва 

Ввявъ корень квадратный изъ суммы квадратовъ предыдущихь чденовъ этой про- 
порщи, получимъ == 1, ибо точка М, лежитъ на эллипеондВ. Равнымъ образомъ 

покажемь, что равенъ —= 1 корень квалратный изъ суммы квадратов знаменате- 
лей. Въ послднемъ убФдимся, употребляя тождество Эйлера и замчая, что коор- 

динаты точекъ 2/, и №, должны удовлетворать уравненю элаинсонда и уравне- 
ню (3). 

Цтакьъ мы видимъ, что одинъ изъ концовъ маметра опредфляется уравненями 

2 в № Ш 2—2 в 
а рев ов 

Я 2: У У: 35. 
с во а 

17, Показать, что касательная плоскость въ точкв 1/, къ нЪкоторой поверх- 
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ности съ центромъ параллельна \аметральной плоскости, сопраженной съ Мамет- 

ромъ, проходащимъ черезъ точку касашя. 
Отв, Возьмемъ уравневе поверхности съ центромъ въ вид 

То? М № -+Р=0. 

Пусть координаты точки касашя будутЪ о, Во, То. Уравнене касательной пзос- 
кости будетъ имЪть видъ: 

Тао ++ МВВ, + М -- Р = 

Помня же, что всякому маметру 

соотвтствуеть даметральная плоскость 

Ла = Ми” Мир = 0, 

получаемь для даметра, проходящаго черезъ точку 1М.: 

Т—= а, ТВ, = 

откуда справедливость высказаннаго въ задач утвержденйя очевидна. 

18. Сумма квадратовъ перпендикуляровъ, опущенныхь изъ центра эллипеоида, 
на три кая пибудь перпендикулярныя между собою касательныя плоскости есть 
величина постоянная. 

Отв. Сравнивая уравнеше 

й 2! зу 
78 

т Пе 

съ нормальныхь уравнешемъ плоскости 

2 воза, + у 605 В, - # 6051, = р, 

получаем: 
2 ааЕ з 4? с05а, _ 42605: _ 6* 6081, 

— == В =, ГА = у 
` откуда 

р Е, 
и = а60за,, РУ = Бооз в, В: — соозт,, 

Возвышая въ квадратъ и складывая, получаемъ: 

р’, = а? 60539, + 11 605° В, - 6 603? 4. 

Для лвухъ другихъ касательных плоскостей получимь два соотвЪтетвенныхъ 
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рз* = а? 603%, Е 6? 608? В, -Н 6? 6081, 

2; = а? 605? аз + В? 608? В; -Н с? 608? 1. 

Если три касатольныя плоскости по парно перпендикулярны, то, складывая 
послдейя три уравненя, получимъ: 

ра? р? + р = 0. 

19. Показать, что геометрическое мЬсто вершины прямого трехграннаго угла, 
стороны котораго касаются эллипсоида, есть шаръ, концентрический съ элаип- 

соидомъ. 

Отв. Слфдетв!е предыдущей задачи. 
20. Объемъ параллелепипеда, построеннаго на трехъ сопряженныхъ даметрахъ 

эллипсоида, есть величина постоянная, равная объему параллелепипеда, построен- 

наго на осяхъ. - 

Е 2, 
Отв. Умножая поелфлейя равенства, приведенныя въ зал. 16, на о ", з и 

складывая, получимъ 

2, 9. 
., У»; 2, | = абе. 

2, У: 2 

Первая чаеть послфдняго равенства есть ушестеренный объемъ тетраэдра, вершины 
котораго суть: начало координатъ и три точки №М,, М,, 2, (ем $ 77). 

21. Сумма квадратовъ трехъ сопряженныхъ даметровъ эллипеонда веть вели- 
чина постоянная, равная сумм квадратовъ его осей, 

Отв. Точно такъ-же, какъвыведены посафдния выражения зад. 16, можно, между 

прочимъ, получать 

2: а У 2 9 а №, 
@ вс с Ва 6-0т а 5 

я. 2, -* 
Помножавъ эти равенства на п’ п И блОЖивЪ съ первымъ изъ равенотвь зад. 16, 

а . 

помноженнымь на ‚ получимъ, 

иР-най-н а т 
”, а 75 ас 

Получаемъ, на основаши предыдущей задачи, 

аи + жи" = 

Подобнымь же образомъ найдем, 

уу, дай д* = 



= 

Складывая, получамъ 

ан, 

тАВ а’, В, с' означають половипы аметровъ, проходящихь черезъ точки ЛИ, М, М. 

23. Пусть координаты двухъ точекъ въ пространств М, и ЛИ, будуть 2, И, 2, 

из, у/,, 2». Доказать, что выражение 

(ау — ут (влез — ваз) - (Уна, — ву.) 

равно учетверенному квалрату площади треугольника, образованнаго началомъ ко- 
ординатъ и двумя заданными точками 2, и М.,. 

Отв. 2.у, — У:2, представляеть взятую съ тёмъ или другимъ знакомъ удвоен- 
ную площадь проекщи треугольника на плоскости 27 (см. $ 34 геом. дв. изм.). 

‘Обозначая площадь треугольника черезъ А, получимъ 

4А? 605? а — (ау, — у,2,); 

< обозначаеть, конечно, уголь между плоскостью треугольника и плоскостью 27. 
Подобнымъ образомъ, = 

- 4А? 05? В — (9,2: — 213), 

4А? 6057 1 — (2.5, — 2... 

23. Сумма квадратовь площадей параллелограммовъ, построенныхъ на сопря- 
женныхъ даметрахъ эллипеоида, есть величина постоянная, равная сумм квадра- 
товъ площадей прямоугольниковъ, построенныхъ на осяхъ. 

Отв. Умножая равенства зад. 21 на ау,, ау,, а первое изъ равенства зад. 16 

на ау, и складывая, получеиъ 

ду, 5 ху, + ху, = 0. 
Отеюда 

(вн зу + 2,7) (у? + у," 5) — (а 5 зу, + жуй == аи 
или 

(ву, — уна: -Н (ву, — уз) 5 (уу — уз, == а. 
Дальныйшее рёшене не представляеть затруднений. 
24, Указать свойства гиперболоидовъ, аналогичныя приведеннымъ въ преды- 

дущихъ задачахъ свойствамъ оллиисоида, представляющим обобщение на простран- 
ство теоремъ Аполлошя. 

25. Два гиперболоида 
Та? М + М№-+Р=0, 

Та? - МЗ № —Р=0, 

называются сопряженными и имфютъ общий ассимитотичесый конусъ. Показать, 

что два сопряженныхь гиперболоида (изъ которыхъ одинъ, конечно, однополый, а 
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другой двуполый) и ихъ ассимптотичесь!й конусъ пересфкаются всякою плоскостью, 

не параллельною образующимьъ конуса, по коническимь счешямъ, концетриче- 

скимъ и гомотетическимъ, 

Отв. Уравнене проекщи с5ченя поверхности 

Та? -- МВ? МР +- Н=о, 16] 

14 Н или = 0, иди = -= Р, всякою плоскостью 8 = 0 на плоскости у по- 

лучаемъ черезъ исключене = изъ уравнешя 5 — (и уравнения (*). 

Получаемъ въ проекци коническое сёчеше, опредфляемое уравненемъ 

Та? + МЗ" № + Н=0, 

тд а', В’, 17’ не заключають =. Мёнля Н, будемъ получать различныя гомотетиче- 
сыя и концентрическя коничесвйя сЪченя. 

26. Произведеше синусовъ угловъ, составляемыхъ образующею конуса съ плос- 

костями круговыхъ сфчен!й, веть величина постоянная. 

27. Доказать, что двф прямолинейныя образующя, принадлежанщия къ разнымъ 

системамъ косой плоскости, или однополаго гиперболоида, перескаются между 
собою. 

28. Точки, въ которыхъ касательныя паразаельны круговымъ съченямъ по- 

верхности, называются очками закрутленая (ош Чиез). Показать, что тая 
точки существують въ эланитическомь параболоидЪ, двуполомъ гиперболоидь и 

эалипеоиндЪ. Въ случа поверхности вращешя точки закруглея совнадають еъ 

вершинами. На шарф ве точки суть точки закругленя, 

Отв. Въ эллииеоидь 
РИ 

ИИ! 
координаты точекъ закругленя, если а > В > в, будуть 

Сы у 0, = . Ума’ 3 уй—а 

У двуполаго гиперболоида 

= 

27 

а 

точки закругленя суть: 

а зе В + 4УБ ть 0, = СЕНЯ 
Ума Уве 

м > а. 
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У эллиптическаго параболоида 

47? - ру? = 24 

точки закругленя будуть 

ЕВ, ==, 
ар. 

29. Геометрическое мвето вершины прямого трехграннаго угла, грани котораго. 
касаются эллиптическаго параболонда, есть плоскость, периендикуларная къ оси 
этой поверхности. 

Отв Возьмемъ уравнеше параболоида въ вид 

ту’ 
=> = 24. 

Р 4 

Касательная плоскоеть въ точк® (25, У, 2.) будетъ имфть уравнене 

а + % 2+ А. 
р 

Сравнивая съ нормальнымъ видомъ уравненя плоскости, получимъ (ем. зад. 18) 

р еб а, 90858, _ РР 
о о: вЫ ‚› & = Е: 

605 11 605 1, 20511 

Подетавляя эти координаты въ уравнене поверхноети, получижь 

Са 6, о 
Рот, 605" т воз т, * 

отсюда. 
— 2605? а, + 4 608* В, 

= — 2605 1, 

Подставляя полученное значеше р, въ уравнеше плоскости 

2 соз а, + у 603 В, +: 2 0081, = Р:, 
позучимь 

2 (2 603 а, + У 608 В, + 2608 1,) 609 1, = Р 608? ал + 4 608? В, = 0. 

Ввявъ дв лрумя касательныя плоскости, получимъ подобныя же уравненя: 

2 (2 603 а, + Ус08В, + #6051) 6051, Н р 608? и, + 06057 В, — 0, 

2 (26034, + у60зВ;, + 2605 1,) 051, +- р 603? а, + 9608* 3, = 0, 

Скавдывая послдня уравнешя, получимъ окончательно 

22 -+р+9=0. 
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30. Найти геометрическое место точекъ, отношеше разстояшя которыхъ отъ 
данной точки и данной плоскости есть число постоянное, 

Отв. Поверхность вращенйя второго порядка. 

31. Найти геометрическое мЪсто точекъ, отпошеше разстояв!я которыхъ отъ 
ифкоторой заданной точки № къ среднему геометрическому разстоянйю до двухъ 

неподвижныхь плоскостей Ри Р, есть постоянное, 

Отв. Поверхность второго порядка, относительно которой точка М называется 
фокусомъ, а прямая ветрёчи двухъ плоскостей—директрисою. 

32. Показать, что поверхность второго порядка имфеть безчисленное множество 

фокусовъ, образующих лини, называемыя фокальными. 

Отв. Пусть координаты фокуса будуть а, В, т, а уравненшя директрисы 

11 туп + р=0, Пе ту тг р, =0. 

'Уравнеше поверхности второго порядка имфеть видъ 

(2—а)-+ (у— В (&—1)—Оз--ту-чнпе-ьр)а--тучиа-нр)=0. 

Надо подобрать числа а, В, 1, [, 77, ... такъ, чтобы уравнен!е совпадало съ урав- 

нешемъ заданной поверхности второго порядка 

А? Ау А? + .... = 

Получимъ пропорщию: 

1— И, _1—ти, _1— т, 

А, А, А, 

Равенство десяти дробей заключаеть въ себЪ девять различныхь уравнен!й; 
подлежатъ же опредфлешю 11 величинъ: а, В, 1, 1, %, и, р, &, т,, ®,, р. Изъ 

этихъ 11 величинъ одной величии$, напримръ, 1, можно задать частное значен!е 

по произволу, напр. положить 1, = 1. Подлежать, слФдовательно, опредфлентю 10 

неизвъетныхь изъ 9 уравненй, которыя дадутъ возможноеть выразить 9 изъ не- 

изветныхъ черезъ десятую; напр., можно выразить вс остальныя черезъ а. По- 

лучимъ, между прочимъ, Вит въ видф нЪкоторыхъ функц отъ а. Это показы- 
ваеть, что фокусовъ поверхности второго порядка безчиеленное множество. Они 
лежать на нЪкоторой кривой, называемой фокальною. 

33. Найти фокальныя лини для центральныхь поверхностей 

Отв. Возьмемъ уравнене центральной поверхности въ видь 

Сравнивая это уравнеше съ уравнешемь, выражающимь свойство фокуса и 
директриеы (см. предых. зад.), получимъ 

тт, + т, = 0, т, + 1, = 0, т, + т, = 0; (1) 



кромЪ того, 

А (1—1)=В( — тт) =С(1 — т) = рр, — ®— В? а 

и, наконець, 

Тр. И, + 24=0, тр, рт, + 38 =0, пр. -нрн, + 21=0. (3) 

Предетавивъ равенства (1) въ видь 

т, = — т, м, = — Ш, т, = — пт, 

и перемноживъ ихъ почаенно, получимъ 

тт тп, = — Итати, 
или 

Зьит тт, = 0. 

Сафдовательно, по крайней мёрЪ, одинъ изъ коэффищентовь 7, #%, #, 2, та, и, 
равняется нулю. 

Если положимъ 1—0, то изъ равенствъ (1) получимъ или ж = = 0, или 
1, =0. Первое можно допустить только тогда, когда разсматриваемая поверхность 
есть шаръ, такъ какъ тогда при этомъ допущения будетъ 

ЕВЕ 

Итакъ, уравненйя (1), въ связи съ остальными, показывають, что должно быть 

одно изъ трехъ елЪдующихь предиоложенй: 

ТИ = 0, ви ж = т, = 0, мия =, =0. 

Соотвфтетвенно каждому изъ этихъ предположений будеть 

& = 0, или В = 0, или 1 = 0. 

Слдовательно, фокусы всякой центральной поверхности могутъ находиться 

только на ея главныхъ аметральныхъ цлоскостяхъ. 

Возьмемъ, напримвръ, # — 2, = 0. Тогда будемъ имвть, 

(2 — <) + (у— В" = — (ш -- ту + 2) (15 + ту р) = 0; 

произведене 
(1 = ту -+ 2) Ох тур) 

можеть быть представлено въ видь 

и (в — а) ноу — В). 

Для этого нужно только положить 

й; =& тт, = 5, 

Тр: -- 2 = — 39, тр, + рт, = — 9}, 

рр: = ма? + 9". 



Четыре первыя изъ этихъ равенствъ опредфляють величины м, о, а”, В', по- 
слЬднее же есть ихъ необходимое саЪдетвуе. 

Изъ соотношенй (2) и (3) получимъ 

я — ма’, В = 9}, 

А(1—\=В(1-9 =, 

ца"? 988 — а" — = 0. 

Исключая изъ послфднихь уравнен!й м, ©, а', В/, получимъ окончательно урав- 
пене фокальной лин, лежащей въ плоскости ху, въ такомъ видЪ: 

а? в 

Исключая же и, о, а, В, получимъ уравнене цилиндрической поверхности: 

ж. ие Е! 

представяяющее геометрическое мЪесто директрисъ, соотвфтетвующихъ найденной 
фокальной линш. 

Итакъ, существують три фокальныя лини для данной поверхности: 

= у? Г 2 у 2 
Е ев О Е в я-а ый 

Яо у=0 #=0 

Каждой изъ этихъ фокальныхъ лин! соотвтствують поверхности директрисъ: 

0 В-б_, МВ Ва, 
5 Аз В? А (С Ы 

(в и 9 А) =" $. 

Каковы бы ни были знаки коэффищентовъ 4, В, С, предполагая, что 4 > В> (, 

замфтимъ, что веегда изъ трехъ фокальныхъ лашй одна эллинсъ, другая гипербола, 
а третья мнимая. 

34. Показать, что точки закруглешя принадлежать къ числу фокусовъ, и вы- 

веети отсюда слЪдетыемъ положеше фокальныхъ лин!й по отношению къ точкамъ 

закругленя. 
Отв. Фокальныя линш пересфкають поверхность подъ прямымъ угломъ въ 

точкахъ закругленя. 

35, Показать, что параболоиды имфють двЪ фокальныя лини, которыя суть 

параболы, лежалия въ главныхъ даметральныхъ плоскоетяхъ, причемъ, если ца- 
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‘раболоидъ гиперболическйй, то фокальныя лини не перескають его; въ случа же 

эллиптическаго параболонда, одна изъ фокальныхь параболъ, встрчаеть его въ точ- 

кахъ закругленя. : 

36. Показать, что касательная къ фокальной лини въ какой нибудь ея точк% 
ость поляра основаня соотвтствующей этой точкф директриеы относительно глав- 

наго сфченя поверхности. 

Отв. Касательная къ фокальной ляни въ точкв а, В имфеть видъ 

а 
Вв—С ь 

отеюда (см. зад; 33.) 

Ди 1 
А В 

37. Прямая, соединяющая какую нибудь точку фокальной лини съ основа- 
мемъ соотвфтетвующей этой точкЪ директрисы, есть нормаль къ этой фокальной 
лини. 

вЕ-а УВ. 
и. В (см. зад. 33) 

Аа—Сс ВС 

Отв. 

38. Конусъ второго порядка имфеть только на одной изъ главныхъ плоскостей 

дЪйствительную фокальную линию и эта линёя есть совокупность двухъ прямыхъ. 

.89. Два конуса. 
ре ЕЕ. РР г 

фу? в? а? ЕВ у? РН 

называются озаимными, если существуеть соотношение: 

аа' = 6! = се'. 

Показать, что въ двухъ взаимныхь конусахъ второго порядка фокальныя прямыя 

одного суть перпендикудяры къ плоскостямъ круговыхъ сЪченйй другого. 
40. Показать, что разсматривавийяся въ статьф объ эллиптическихь координа- 

тахъ поверхности второго порядка, опредфляемыя уравнешемъ 

ЕЕ —= 

суть софокусных, т. е. имбютъ обийя фокальныя лини. 

41. Найти уравнеше конуса, имбющаго вершину въ точкЪ (а, Вх, То) и ка- 

сающагося поверхности 

Ти? + М № 2 = 0. 

1, 

Отв, Сказавный конусъ соприкасается съ поверхностью вдоль по лини пере- 
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сЪчешя этой поверхности съ полярною плоскостью вершины, что можеть быть вы- 
ражено уравнешемъ: 

Та? -- МВ? -н- М? -н Рё? — № (Газ, - МВВ, + Мур -- Р88,)* = 0; 

1 получимь изъ того усломя, что точка (а, Во, 1») должна лежать на конусв. 
Получаемъ окончательно: 

(0? = М8 -- М? + Р8?) (Га?, -- М, -- №2, + ВР) — 

— (Гав, МВ, —- №, + 288.) = 0. 

Что посафдняя поверхность дЪйствительно конусъ, сафдуетъ изъ того, что вся- 

кая плоскость, касательная къ этой поверхности въ точк® (а,, В, 1), имвя урав- 
нене: 

(Газ, 5 МВВ, - Муту, + Р88,) (То?, + М3, + №7, - Р)— 

— Ча, + МВ, -- Мо -- Рё) (Та, 5 МВ,Вь 5 Муль = 28,8.) =0 
проходить постоянно черезъ вершину конуса (мо, В,, 1). 

43. Доказать, что уравнеше 

у го 

оао ̂ 
представаляетъ софокусные параболонды, причемъ, если нодберемъ два значешя ^ 
такъ, что соотвтетвующе параболоиды пересфкаются, то они пересзкаютея подъ 

прямымъ угломъ (ортогонально). 

44. Дана поверхность второго норядка и дв касательныя къ этой поверх- 
ности, найти поверхность, образованную прямою, которая скользить по данным 
прямымъ и остается касательною къ данной поверхности, 

45. Найти геометрическое мЪето вершины трехграннаго угла, описаннаго около 

залипсонда, и котораго грани параллельны тремъ сопряженнымь д1аметральнымь 
изоскостямъ другого эалинеовда. 

46. Найти, какимъ условамъ должны удовлетворять коэффищенты уравненя 

поверхноети второго порядка, ддя того чтобы эта поверхность была поверхностью 
вращения, 

Отв. Сравнивая общее уравнене поверхности второго порядка съ уравненемъ 
вида: 

(2 — «+ (у— 81 - (2 — 7 - (ах - у в) 

НМ (а -Н бу с2) = 0, 
получимъ: 

19 1 140 46 4 Ев 
я, Ата оаренЫВ НВ В ЕВЕ 
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‘Отсюда, Я 
1 =А, р, 5 = В, р, 

1- 6? = Д,р,, (1) ас = Вр, | (2) 

ны | а6 = В, р. 

Перемножая, получимъ 

6536 = р. В,. В.. В,. 

Раздфляя на квадраты уравнений (2), получим: 

В, В. В, В, В, В. 2 В зБ, ао 99а. 
в р В,‘ р В: Е 

Подставляя въ уравнене (1), получимъ, 

1 В, В, В, В, _ В, В, . 
р -: Е РТ 

Случай, когда одинъ изъ коэффищентовъ В,, В., В; равенъ нулю, долженъ быть 
‘разематриваемъ особо. 

Пусть В, = 0, тогда или $ — 0, или с = 0; возьмемъ, наприм$ръ, с = 0, 

тогда В, должно равняться нулю. 

1= Ар, 1+ =Ар, 1+ =А,р, аб = В, р; 

исключая р, а, 6 получим 

(А, — 4.) (А, — 4) = В*.. 

Наконець, если всЪ три коэффищента В,, В, В. равны нулю, то, напримфръ, 

а = 0,6 —0 итогда А, = 4.. 

47. Найти геометрическое мёсто вершины конуса вращеня второго порядка, 
описаннаго около даннаго эллиисоида. 

Отв. Фокальная лин. 
48. Если глазъ помфщенъ на поверхности эллипсоида то перспективы всякаго 

плоскаго свчешя на ламетральной плоскости сопряженною съ даметромъ, прохо- 
дящимъ черезъ глазъ, суть гомотетическя кривыя, а центръ каждой изъ нихъ есть 
перспектива вершины конуса описаннаго около элаиисоида вдоль по плоскому 
очен. 

49. Написать общий видъ уравненя цилиндра, описаннаго около поверхности 
еъ центромъ. 

‘Отв. Общее уравнеше поверхности, касающейся съ данною по коничеекому с}- 

ченшю, лежащему въ даметральной плоскости, имфетъ видъ. 

То? - МЗ -- №? -- Р— № (Ма Мт8 + №) = 0. 

Х. А. рае. 40 
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Надо, чтобы эта поверхность была цилиндромъ. Для этой цфли необходимо выра- 

зить услов!е, что касательная къ ней плоскость паралдельна маметру, сопряжен- 
ному съ плоскостью 

Ца = Мт8 Му = 0, 

т. е. параллельна прямой 

Е 
< тп 

Уравнене касательной плоскости имфетъ видъ ы 

То + МВ М — 

— ® (Ла + МтВ + №) (Па, + Мт8, + №) -Р=о0. (*) 

Для того, чтобы эта плоскость была паралаельна прямой (*), необходимо, чтобы 

уравнения (*) и (**) не допускали рьшенйя относитеатно а, В, т. Обозначая общую 
величину отношен!й въ уравнении (*) черезъ р, получимъ 

а=1, В=тр, т= р. 

Подставляя въ уравнеше (*®), для опредъленшя р получимь слёдующее урав- 
нен!е: 

р (14а = МтЗ, = №Мто) [1 — # (1? + Мт? -н №?)] +Р = 0. 

Для того, чтобы это уравнеше нельзя было рьшить относительно р, необхо- 

димо & подобрать такъ, чтобы пропадало изъ посадняго уравненя р, другими 

словами, надо положить 

1—4 (14° + Мт? -- №") = 0, 

откуда, окончательно, уравнеше цилиндрической поверхноети будеть имфть видъ: 

(ГР + Мт? + Мы?) (Та? + М + № + Р— 

— (Ма -- МтВ -- № = 0. 

50. Показать, что если сжатый сфероидъ пересЪкается какою либо плоскостью, 

проходящею чрезъ одинъ изъ его фокусовъ, то этоть фокусъ совпадаеть съ фокусомъ, 
сбчешя. с 

Отв. См. зад. 32. 
51. Найти эксцентриситеть какого либо сЪченя параболонда вращешя и вы- 

разить его посредетвомъ угла наклонешя сфкущей плоскости къ оси параболоида. 
Отв. Искомый эксцентриситетъ равняется косинусу угла накаонешя сфкущей 

плоскости къ оси параболоида. 

52. Еели черезъ какую либо неподвижную точку провести хорды къ эллии- 
соиду и къ оконечностямъ этихъ хордъ провести касательныя плоскости, то вс 
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взанмныя перес®чешя плоскостей, соотвтствующихъ каждой хорд, будуть лежать 

вЪ одной и той же плоскоети, 
Отв. Полярная плоскость. 
53. Три цилиндра описаны около даннаго эллипеоида, причем оси цилиндровъ, 

взанино перпендикулярны. Показать, что сумма квадратовъ площадей тьхъ сёченй: 
цилиндровъ, которыя сдЪланы плоскостями, перпендикулярными къ ихъ соотв т- 

ственнымъ осямъ, постоянна, 
Отв. Уравнеше цилиндра, описаннаго около зллипеоида, есть 

о Ш от т). 
(5+) (нина) (я 

Уравнене его оси есть 

40* 



ПРИБАВЛЕНТЕ, 

06ъ опредзлителяхъ. 

Возьмежь систему # линейныхь однородныхъ уравненй съ ® неизвестными 
2, У, 2, , © вида: 

ар -Н Бу ое-Н... 1 10 = 0, 

а; 5 Бу ое +... и 10 == 0, 
[9 

ах 5 бус... 5 м 19 

Изъ этой системы (1) можно исключить веф неизвфетныя 2, У, 2, ... 4,0, при- 

чемъ, вообще говоря, останется одно уравнеше между коэффищентами @,, 6,,... 
а, 6,,...а„, 6, ... которое можеть быть написано такъ: 

(ав, .. ан в... ай бы...) = 0. (2) 

Сказанное исключене можно себф представить выполненнымь сл®дующимь 

образомъ. 

Такъ какъ всЪ уравнешя системы (1) однородны относительно неизвфетныхь 

2, у, 2, ... м, о, то чрезъ раздълеше вебхъ уравнешй на одно изъ неизвъетныхъ, 
напр. о, мы представимъ нашу систему въ такомъ видЪ, что въ уравнен!я будуть 
входить * — 1 отношен!й: 

за з = «!= (3) 

Эти » — 1 отношенй могутъ быть приняты за новыя неизв®стныя. Предположниъ, 

что мы рёшимъ по правиламъ, предлагаемымъ въ элементарной алгебрь, которыя 

нибудь изъ *—1 уравнен!й заданной системы относительно »—1 неизвЪетныхъ (3); 
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остается еще одно уравнеше, которое было оставлено въ сторон%. Черезъ сказанное 
рьшене отношения (3) выражаются вполнЪ опредфленнымьъ образомь рацюнально 

черезъ коэффишенты » — 1 уравненй, которыя мы рышали. Подставаяя получен- 
ныявыраженя въ посафднее, и-0е, уравнеше, мы позучимь уравненйе окончательное, 
представляющее результать исключеня буквЪ 2, У, 2, ... м, о изъ системы (1). Это. 

посльднее уравнене и есть то, которое мы назвали (2). Ращональная функщя отъ 
коэффищентовъ системы (1), которую мы обозначали черезъ / въ уравнении (2), 

есть такъ называемый опредълитель системы (1). Дая опредфлителя системы (1) 

употребляютъ обозначене: 

| а; 6,, ба, --- > №, в 

› 6, бы № 
мы = (а, 6,6. ...1,). (6 

а м 

Каждая изъ 7? буквъ, входящихь поль знакъ опредфлителя, называется эле- 

ментомъ опредфлителя. Элементы опредфлителя образуютъ такъ называемые строки 

и столбцы. 

Первую строку образують элементы а,, 6,,...К,, &, вторую — элементы 

@:, 6, ... №, ИТ. Д. и, наконецъ, и-ую-— элементы а, 6, ... К», [». Первый стол- 

бещь образують элементы а, @,, аз, ... а», второй— элементы 6, б», ... бы ит. д., 

наконець, послвдй — элементы 1,, 1,,..., (». Баждый элементь опредфлителя 

принадлежить вполн% опредъленной строк и вполнЪ опредфленному столбцу: такъ, 

напримфръ, с, есть элементъ второй строки и третьяго столбца. 

Пояенимъ сказанное объ опредфлителяхь простёйшими примфрами. Возьмемъ 
систему, состоящую изъ двухъ уравнен!й: 

ах -- Бу = 0, 

ах + Ву = 0. 

Для исключен:я буквЪ 2 и у умножимъ первое уравнеше, напримвръ, на б,, & 

второе на 6,; вычитая, получимъ 

(а,6, — Ъ,а,) х = 0. 

Не предполагая х —0, мы замфчаемъ, что въ результатв исключеня полу- 
чается уравненше 

а 6, — Ва, = 0. 

Отсюда мы видимъ, что опредфлитель системы ость 

а, в: 
р = 4, $, — 6, а,. 

а, з 
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Перейдемъ теперь къ систем трехъ уравнений 

ан уно, = 0, 

ах Е ВУ - с, = 0, (1) 

а;5 -Н Ву -- сё = 0. 

Выразимъ изъ двухъ послёднихь уравнешй хи у черезь 2. Даля этой цфли, 

умножая второе уравнене на 5,, третье на 6, и вычитая, получимъ: 

а, 6, 

а,, 6, 
ы | =0. (2) 
6, 

Подобнымъ же образомъ, уззекая второе уравнеше на @., третье на а, и вы- 

читая второе изъ третьяго, получимъ: 

а,, В, 

а, | 

а, с 

@:, 6 
=0. (3) 

Умножая уравнеше (2) на а,, уравневе же (3) на $, и складывая, мы по- 
лучимъ: - 

а., 6 с, ®, а, с," 
(е-ьу| ^ * ++ [в ы ° [+в ь "[}=% 

а,, В, св, а, 6: 

На основаши же перваго изъ уравнен!й (1) получимь 4,2 5 Ву = — с,; 

слфдовательно, подставляя, получимъ: 

‚ ‚6 
[| и. |=“ = оо. 

в; :05 а., В, 

Не предполагая 2 = 0, получимъ, какъ результать неключен!я, уравнене: 

: ь с: ь ъ, 
1 В,, в ы а, В, 

с,, 6, 
ме НЫ 

с, В, 

а, с, ты 
т 9% 

@:, в 

Первая часть послФдняго уравненя, по раскрыт опредфлителей, иметь 
ВИДЪ: 

4, (6,0, — В,2;) — В, (@,6, — @6,) с, (@\Ъ, — в); 

послёднее выражен! принято обозначать подъ видомъ опредвлителя 

а, 6, с 
@а;, 6:, с: 

в; 6516 
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Подобнымъ же образомъ, если задана система изъ четырехъ уравнений: 

ах -- Бун с: - аи =0 

ар 5 Бу 5 с - @и = 0 

@;5 5 Ву - сё -- аи = 0 

ад + Ву цен аи = 0, 

то въ результат» исключешя получимъ уравнене: 

,, с, а, а,, с, а, а,, 6,, а, а,, В, с, 

а, | 6. сз, @, | В: | @., 0, 4 | с, | аз, в, 4; |—@, | аз, 6., с. | = 0. 

$, с, а, а., В,. а, а, 6, а, а, 6, в, 

Первую часть этого уравненя обозначають для краткости при помощи символа 

ау бета 

а, 6, с, а, (6 

а» 6 с», @, 
бб бы в 

Подобнымъ образомъ можно было бы продолжать далфе составлять опредфлители 

системъ пяти, шеети, ... уравненй. 

Для того, чтобы замзтить з&конъ 

только что выписанный опредфлитель, 
составлешя опредблителей, раземотримъ 

в 

6, с, а, а, с, 
= а, | 6,, с, 4, |— В, | а, с., 

В, с 4 ви, 

в, 

ъ,, 

ъ,, 

ъ,, 

а, 

а, 

а, 

р 
в 4 

без а = 

> @, 

а,, 6, а, @:, 6, с, 

не, | а, 6, а, | —а, | а, В, с. |. 

а, в, а, а, 6., а, 

Раскрывая написанные тройные опредфлители, получаемъ окончательно: 

@.5,с.4, — а.б,е., + ас: а, ри абс. @, + 

—+ а,6,с,4, — абс,4, + а,6,с.4, — абс, а, 

-+ 4,6,с,4, — а.б,с.4, + абс а, — але, а, + 
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-+ а,6,с,4, — а.б,с.@, = абе.4, — а.Ъе,а, = 

+ а,5,6,4, = авс, 4, + абе,, — а.Ъ.с.а, + 

-+ а,6,с,, — а,,с,а, + аЪ,с,а, — а.Ъ,с.а,. 

Изъ прилагаемой таблички мы замфчаемтъ, что составъ опредЪлителя (4) таковъ: 

берется со знакомъ -- членъ а, 5, с, @,, состоящий изъ элементовъ опредлителя, 

расположенныхь по магонали. Веф же остальные члены опредфлителя получаются 
изъ указаннаго, называемаго злавным», черезъ перестановку индексовъ у буквъ 
а, 6, с, 4, причемъ число членовъ опредфлителя какъ разъ совпадаеть съ числомъ 
вефхъ возможныхь перестановокъ, которыя можно сдфлать при помощи четырехъ, 
индексовъ 1, 2, 3, 4. Число такихъ перестановокъ, какъ это извЪетно изъ элемен- 

тарной алгебры, веть 1.2.3.4 = 24. Членовъ въ опредвлителЪ всегда четное число, 

потому что число перестановокъ изъ # элемевтовъ, будучи равнымъ 1.2. ... ® при 
всякомъ и, есть число четное. Половина изъ числа членовъ входить въ опредфли- 
тель со знакомъ -+-, другая половина— со знакомъ —. 

Мы можемъ перейти отъ расположешя индексовъ въ главномь член® 1234 
къ любому другому, наприм5ръ 2413, при помощи ряда перестановокъ двухъ 

индексовъ: 1234, 2134,-2431, 2413. Итажъ, мы перешли отъ главнаго къ 

разсматриваемому при помощи трехъ перестановокъ. Условимея, какъ это имфеть 
мВото на самомъ дЪлЪ, члены, въ которыхъ расположен!е индексовъ получается изъ 
расположешя въ главномъ чденф при помощи четнаго числа перестановокъ, писать 
60 знакомъ --, члены же, получаемые при помощи нечетнаго чиела перестановокь,— 
со знакомъ —. Въ самомъ дЪлЪ, разсматривая табличку разложешя нашего опре- 
дВаителя, мы замфчаемъ, что чденъ а, 6, с, 4, входить въ опредфлитель со зна- 

комъ —, что согласуется впоанЪ съ поставленнымь нами услошемъ, ибо этоть 
членъ получается изъ главнаго при помощи трехъ, т. в. нечетнаго числа пере- 
становокъ, 

Не будемъ боле подробно останавливаться на изучен характера окончатель- 

наго разложеня опредфлителей. Скажемъ лишь, что веяый опредфлитель 

а, В, в... 

а, 6,6, .... №, 

бы би бы. №№ 

представляеть изъ себя сумму № числа чаеновъ, гдь № = 1.2.3. ‚.. п, причемъ, для 
того, чтобы выписать эти чдены, необходимо взять главный членъ а, $; С... Ки, 1», 

состоящий изъ элементовъ опредфлителя, расположенныхъ по дагонали, идущей отъ 

верхняго лфваго угла опредфлителя къ нижнему правому, и затфмъ подвергнуть 
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индексы 1,2,3,...»— 1,” веевозможнымь перестановкамъ въ числ №, причемъ, 

всявЙ членъ, получаемый при помощи четнаго числа перестановок индексовъ по 
два, войдеть въ опредфлитель со знакомъ +, а при помощи нечетнаго числа—с0 
знакомь —. 

Выписывая, при помощи увазаннаго правила, знаки отдьльныхъ членовъ опре- 
дфлителя, мы въ результатв получимъ половину чаеновъ опредлителя со зна- 

комъ =, половину со знакомъ —, 
Мы не останавливаемся на подробномъ доказательств® послфдняго утвержденя 

ВЪ ВИДУ ТОГО, Что вычиелеше опредьлителей на практик производитея обыкновенно. 

не при помощи непоередетвеннаго выписываня веъхъ № членовъ опредёлителя, а 

пользуясь основными свойствами опредфлителей, къ изученю которыхъ мы и пе- 

реходимъ. 
Теорема 1. Численная величина опредёлителя не мёняется, вели мы столбцы 

напишемь горизонтально, т. е. обратамъ ихъ въ строки и обратно, строки обратимъ 
въ столбцы. 

Свойство, выражаемое приведенной теоремой, можеть быть написано так: 

И, № р о бы ба... бр бк 

в, 6, 6... № ЫЬ в, В б:.. быв в 

№ Су Са, 0... би-ь 6 

@н, быр-ь бы... А В, №, №... -ь № 

КИ — бы 3 №. М т, и ь 

Въ самомъ дфаЪ, что касается главныхъ членовъ обоихъ опредфлителей, то они 

одинаковы. Отъ замфны столбцовъ строками, и обратно, магональные элементы не 

мфняются. Согласно приведенному выше способу указашя знака отдёльныхъ чле- 

новъ опредвлателя мы замфчаемъ, что въ опредфаителЪ, стоящемъ въ первой части по- 

слёдняго равенетва мы должны получать члены изъ главнаго члена @, 6, С; ... Кл,» 

не мняя порядка буквъ, черезъ измфневе порядка индексовъ 1,2,3,... я. Въ 

другомъ же опредфлител®, получаемомъ черезъ замфну строкъ столбцами, мы должны 

будемъ получать изъ главнаго члена друме перемфною порядка буквъ безъ измвнешя 

порядка индексовъ. Легко видфть, что веявййЙ члень вида (2) а, бу С +. - Ки в» 
тд размфщен!е индексовъ?,, ,,... #, получено изъ главнаго разм щеня, положимъ, 

при помощи р перестановокъ индексовъ по два. Если въ член® (<) мы произведемъ, 

перемфщен!е множителей при помощи тхъ же р перестановокъ, но совершенныхь 
въ обратномь порядкЪ, то этоть чдень можемъ написать въ такомъ вил, что 
индексы будуть слёдовать въ натуральномьъ порядк% 1,2,3,..., *, порядокъ же 



— 634— 

самихъ буквъ будеть не тотъ, что въ главномъ членЪ. Но такъ какъ во второжъ 
опредфлитель входятъ члены, гдВ произведены всф вазможныя размфщешя буквъ, 
не нарушая натуральнаго порядка индексовъ, то, сабдовательно, и этоть членъ 

долженъ входить въ разематриваемый нами опредфлитель. Что касается знака, то 
очевидно, что этотъ членъ входить въ оба опредвлителя съ однимъ и тёмъ жезна- 

комъ, ибо размвщене буквъ въ член (а), написанномъ такъ, какъ онъ получается 
при разложени второго опредфлителя, производится изъ расположешя буквъ глав- 

наго члена при помощи р подстановокъ буквъ по двф. При помощи того же числа 
перестановокъ индекоовъ по два получается тоть же чденъ (а) перваго опре- 
дВлителя. 

Итакъ, всё члены перваго опредфаителя входять въ составъ второго, причемъ 

входять съ тёми же знаками, откуда слЪдуетъ равенетво этихъ двухъ опредфлителей. 
Теорема 2. Перемфщеше двухъ горизонтальныхъ строкъ опредфлителя мёняеть 

знакъ его, 

Ясно, что при такомъ перемфщени двухъ строкъ перемфщается во вовхъ чле- 
нахъ пара индексовъ, причемъ изъ всякаго положительнаго члена образуется, с0- 
гласно высказанному общему правилу составлешя опредфлителей, соотв тетвенный 
отрицательный, 

Теорема 3. Если переставить два вертикальныхь столбца, то опредвлитель 

мфняеть свой знакъ. 

Сльдетве двухъ предыдущихъ. 
Теорема 4. Если двЪ строки или два столбца опредЪлителя тождественны, т. 6. 

состоять изъ тёхъ же элементовъ и расположенныхъ въ томъ же порядкЪ, то опре- 

дЬлитель тождественно равенъ нулю. 
Положимъ, напримфръ, что тождественныя строки суть первая и вторая. Обозна- 

чимъ величину опредфлителя черезъ А. Съ одной стороны, на основан! теоремы 2, 
если мы помфняемъ строки первую и вторую, то получимъ опредфлитель, который 

будеть = — А; еъ другой стороны, такъ какъ первые дв® строки нашего опред$- 
лителя тождественны, то, очевидно, что перестановка ихъ не мфняетъ вида, а, сл%- 
довательно, и величины опредфлителя. Другими словами, должно быть 

А=— А, 

ИЛИ 

2А = 0, 

откуда 
Я 

Эта теорема вытекаеть также непосредственно изъ опредфлен!я опредфалителя, 
какъ результата исключешя изъ # линейныхь уравнений, ибо это исключение про- 

изводится черезъ рёшеше »— 1 уравнен!й относительно соотвфтетвенныхь не- 

извъетныхь и черезъ подетановку полученныхъ такимъ образомъ выражений въ 7-06 
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уравнеше. Но вели это послфднее тождественно съ однимъ изъ другихъ, то 09е- 
видно, что оно должно обращаться тождественно въ нуль посл подстановки, 

Теорема 5. Если вс элементы одной строки или столбца умножить на одинъ 

и тоть же множитель 5, то опредфлитель самъ получаеть этого множителя 8. 
Это свойство опредвлителя вытекаеть изъ того соображеня, что въ каждомъ 

член опредьлителя входять множителями элементы по одному (но не б0д%е) изъ 

хаждаго столбца и изъ каждой строки; причемъ въ каждомъ чаенЪ входять непре- 
уЪнно элементы вебхъ стоабцовъ и везхъ строкъ. Поэтому, напримфръ, такъ какъ 

всявый членъ какой либо строки или столбца опредфаителя 

в В № Ы 
АВЕ: 

в, 6, бы... №, В 

Чт, Вы-ьь быль --. В-ь 6-1 

в бы ыы 

получаетъ множителя 8, то, очевидно, этого множителя получаеть самъ опредфлитель. 
Если вычеркнуть въ опредЪлитель нЪсколько строкъ и такое же число столб- 

цовъ, то опредьлитель, составленный изъ остальныхъ элементовъ, есть такъ назы- 
ваемый минор» заданнаго опредвлителя. 

Миноры, получаемые черезъ выбрасываше одной строки и одного столбца, на- 
зываются минорами яервало порядка; миноры же, получаемые вычеркивашемь 

двухъ строкъ и двухъ стоабцовъ, называются минорами второю порядка и т. д. 
Теорема 6. Опредфлитель можеть быть представленъ въ видВ суммы 

а. А, -а,А, -а,А, +... а, А,, 

А, А,,... А» суть нфкоторые миноры перваго порядка, получаемые черезъ, 

вычеркиваше перваго столбца 

41, а», @;, -.., @ 

и соотвЪтственной строки. 

Въ самомъ два, раземотримъ элементы перваго столбца 

а, а... @ 

Каждый изъ нихъ, напр. а,, входить въ первой степени въ различные члены 

опредзлителя, причемъ въ каждомъ членф опредфлителя входить по одному изъ, 

элементовъ этого столбца. 
Возьмемъ за скобку множитель а, во вебхъ тЬхъ членахъ, въ которые онъ вхо- 

дитъ, подобнымъ же образомъ въ лругихъ членахъ возьмемъза скобку @., @.,..., а. 
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Обозначая многочлены въ получаемыхъекобкахъ соотвЁтственно черезъ А ‚, Л.,... А». 

мы получаемъ разложеше опредфлителя по элементамъ перваго столбца. 

в. А, + а. А, +а,А, +... + а, 4». 

Остается показать, что многочлены А,, А,,... 4» суть соотвфтетвенные ми- 

норы. Въ самомъ дЪлЪ, очевидно, что 4, есть миноръ, который получается отъ, 
вычеркиван!я столбца и строки, содержащихь а,, ибо всЪ члены опредфлателя со- 

держание а., не могутъ заключать никакого другого элемента столбца или строки, 
заключающихь элементь а, а потому а, должно имфть сумму взятыхъ съ прилич- 
нымъ знавомъ комбинащй произведенйй изъ ® — 1 элементовъ, взятыхь изъ дру- 

тихъ етрокъ и столбцовъ; но сумма такихъ произведен!й составляетъ опредЪлитель А ,. 
То же самое мы замбчаемъ относительно другихъ опредьлителей А., А.,... А». 

Напримвръ 

Ь,, с В, с: 
а, . 

Ь, с, 5, с: 

а, В, в 

а» 6, 6, 

Подобнымъ же образомъ опредфлитель четвертаго порядка 

а, 6,, 6: 

а, 6, с» @, 

а, 6, 6» 4 

4, бы бы: @, 
можеть быть написанъ такъ 

а, А, + а, А, - а, А, + в, А., 

тдЬ 
бы: 1 ра 9 

А, =| 6,, с, @, |, А. =—| 60, а, |, 
295 24: В, с, а, 

в в, Фрезер га, 

А, =| 6, в, а, |, = — |0, с» 4, 
6: бр @, бруззавуте < 

Слльдетвёе Т. Опредьлитель можно раскладывать также по элементамъ строки; 

напримвръ, по эдементамъ первой строки 

А-В б+... И 
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тв А, В, С(,... Г, вуть миноры, получаемые отъ вычеркивавя первой строки и 

соотвфтетвующаго столбца. 
Смьдетве 11. Разложение опредьлителя по элементамъ какой угодно строки 

или какого угодно столбца можно свести на разложение опредфлителя по элементамъ 
первой строки или перваго столбца, ибо на основаши теоремы 2 мы можемъ раз- 
сматриваемый столбець или строку перемфетить на первое м®ето. Наприм$ръ, третйй 

столбець опредфлителя 

6, в, а, 

а, 5, 6» @, 
$,, с, 4, 

в, в, в, @ 

можемъ поставить на первое м®ето, такъ что получимъ опредфлитель 

с, В, а, 4 

Олтдетие ПП. Если разложене опредЪлителя по элементамь первой строки 

будеть 
АВС +... + Ш, 

то имфютъ ибето селВдующихь я — 1 тождествъ, 

а. А-В не. +... + Ы, =0, 

а А-ЬВ + е.СбС+... + =0, 

а, А + Ь,В  с,С- ... 1 = 

Въ самомъ дьдЪ, первая часть перваго изъ этихъ тождествъ выражаеть разло- 

жеше по элементамъ первой строки нЪкотораго опредфлителя, который отличается 
отъ разематриваемаго тфиъ, что первая строка его есть 

ЕЕ 

и совпадаетъ со второю строкою. Подобный же опредьлитель, на основани теоремы 3 

тождественно равенъ нулю. 
Подобнымъ же образомъ очевидна справедливость и остальныхъ тождествъ. 
Слъдстве ТУ. Опредълитель не измфнить своей величины, если мы къ эле- 

ментамъ которой нибудь изъ строкъ прибавимъ соотвфтетвенные элементы другой 
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строки, умноженные предварительно на одинъ и тотъ же положительный или’ отри- 

цательный множитель. 

Положимъ, что заданный опредфаитель, разложенный по элементамь строки #, 
представляется подъ видомъ 

Ф=аА, + ВВ, еб, +... + мы, (1) 

Еели мы въ опредфлитель 1) члены строки $ замнимъ соотвЪтственными ч6- 

нами строки № то получимъ опредЪлитель, который будетъ тождественно равенъ 

нулю, какъ имфюцщий дв одинаковыя строки. Это тождество напишется, очевидно, 

такъ 

а А ВВ; не, С; + ... +1, = 0. а) 

Умножая первую часть тождества (*) на зи и прикладывая къ выражению (1) 

опредфлителя 7), можемъ написать разложеше опредёлителя въ такомъ видь 

Т = (а, + та, А; + (6; + тб) В; +... - @, + т) Т.. 

Итакъ мы видимъ, что опредьлитель, не измфнивъ своей величины, замфнилея 

другимъ, въ которомъ элементы строки 

о 
замфнены элементами слдующей строки: 

а; + та,. В; тб в, + те, ... В щ,. 

Сльдетве Т. Котда элементы одной етроки получать произвольныя прира- 
щеня, то опредфлитель получить приращене, которое найдемъ, замфнивЪ въ дан- 

номъ опредфлителв измёнивицесл элементы ихъ приращенями, 

На вышеприведенныхъ теоремахъ основан премъ вычисленя опредвлителей. 

На основани слФдетвя Г\ теоремы 6, мы замфчаемъ, что имфемъ право изъ 
элементовъ любого столбца и любой строки вычитать элементы другого столбца или 

строки, а также складывать строки и столбцы. А потому при вычислени опредф- 

лителя стараются преобразовать данный опредвлитеаь въ другой, въ которомъ вов 

элементы какого нибудь столбца пли строки равны нудю, кромЪ одного. 

Такъ наприм®ръ, пусть нашъ опредЪлитель приведенъ къ такому виду, что у 
него элементы столбца 

В, №: № 

всф равны нулю, за исключешемь элемента й,. Тогда очевидно, что мы можемъ, 
перемвщенемъ строкъ и столбцовъ элементъ /, перемфетить на первое место въ 
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верхнемъ лЪвомъ углу опредфлителя; тогда опредфлитель будетъ имфть видъ: 

Вы Гл в... Ы 

Э: УВ ска 

0, т 

0, *, м... 

Располагая этотъ опредвлитель по элементамъ перваго столбца, мы получимъ, 
что онъ равенъ, 

7» 8... Ы 

7. Ва ь 

Г ие СТЕТА 

Ук Е 

Итакъ мы видимъ, что вычиедене опредфлителя и-аго порядка свелось къ вы- 
числению опредёлителя порядка на единицу нисшаго. 

Покажемъ на примфрахъ указанный способъ вычисления опредфлителей. Возь- 

мемъ, наприм$ръ, опредфлитель 
9.10, -3 

р=| 30, 38, 12/|. 

37, 50, 15 

Мы замъчаемъ, что элементы второго стоабца д®лятся на 2, а элементы третьяго 

на 3; поэтому, на основаши теоремы 5, опредфлитель 

Я Б; 1 
2=2.3 | 30, 19, 4 |. 

37, 25, 5 

Вычитая изъ элементовъ второго столбца упятеренные элементы третьяго, по- 
лучииъ 

9 бт 

Ф=2.3 | 30, —1, & |. 

37, 05 

Итакъ, мы достигли того, что во второмъ етолбцф пропали всЪ элементы, кром 
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одного, равнаго — 1. Перенесемъ этотъ членъ на первое место 

1. Е У —1, 30, & 

80. аа ЗО 0-91 

0% 0, 37, 5 0, 37, 5 

Итакъ мы видимъ, что 

—1, 30, & 
РИ 

Ф = 3.3 0, 71 1|=2.3(—10) | | . 
37, 

0, 37, 5 

Вычитая изъ элементовь перваго столбца усемеренные олементы второго, 
получим 

ч.4 | 0,1 | 2, 5 
21 2. 

37, 5 2, И 6-4 

Итакъ, окончательно Г — 2.3 (—1) (—2) = 12. 

Примтрь 9. 

12, 16, 24, 33 3, 16, 24, 33 3, 1, 24, 33 

20, 25, 35, 45 Пана А $550; 3979 
=4.5 =20 = 

20, 27, 36, 55 5, 27, 36, 55 5, 2, 36, 55 

28, 38, 51, я 7, 38, 51, 78 7, 3, 51, 78 

81,3, 3 34.3, к 
Е 

ЕКА т 00, 
=20 =20 =—20[2, 1,101 = 

5. 9.1 55 В № 
3, 2,15 

9, 3, 2,18 7, 3, 2,15 

1, 3, | 
2, 1 

=— 20] 10 =—=|, ь |--юоз—з0 = 
3, 2, 5 Е 

Примтрь 3. 

аа ве НД | ра 0 

а", 6, | =ае| а, 6, с | =ае|а, -а е-а | = 

а, $, с 2; 52 а, 7 —а?, 

ь а, са ве (5 45 1 
= абс = — — = 

2 —а', и НО а, ска 

— афе (6 — а) (в —а) (&—5). 
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Примьть 4. 

в 6 4 аь-не-ча, в с а 

$; а а, с + а--а-нс, а, а, в а 

5. -а- в. В = с--а-а-ь, а, а Ъ 2 

а, о ва а-е-ь-на, в, Ва 

1, В, ва 1 ь с, а 

== (а--6-не--а) ре —(а-нф-ее-на) оз: 
1, аа а, в 0, Фа, аа, 5—с 

6,6; в 0, са, 5—&, а 

—(а-н в -не-а)| 4—а, а—а, 6—с | = 

с—@;.6—а, а, 

ана—6—е, 0, вс—а 

= (ав -не-на) 0, а —а— в, 6—с | = 

вн —а— а, 0, а—5 

аа—6— се, —а 
= (а-нбе-на) (а6—е— а) 

с+—а— а, а 5 7 

1, е-а 
= (ан -не-на) (а —е—а) а | : |= 

А 

= (а-Н-не-н а) (а —ес— а) (а-е—6—а) (а+а—6—0). 

Примтрь 5. 

2, 2, Фу 2 

Е а К 

О ЖА =. 
о Е а 

О 2" 
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0, 0, 0, о, 1 

2—2, 2—5, 2—9... аа 
= 2? — ды а Иа, ... ы--ии, 2’ |= 

2—4, 2-Я Ян-1— Я 

2—1, в, Я — < 
= (—1)* . 

2*—х,", 2" — 2", аи — 

Принимая во вниман!е тождество 

а — В (а) а (в— 5), 
имемъ: я 

%— 2, 2; — = 5: м — 3 > 

жал) 20 (2—2), 2, (а, — 2.) 

А, = (—1)*| 25’ (—4,), 2.2 (в, —2.), --. 2—1 (в,а— 2) |. 

ово а.), "А (а, —2.), ... (аа) 
Сафдовательно 

А, = (2, — 0) (1. —2,)... (в — 2—0) Аль 

т 
в Е. 1, 1 р 

е 
т, т, т., 2—1 

А, =| 20°, 27, 25, 27, |* 

2" д", д Роме "— 

Примфняя написанную формулу послдовательно для значенй ж, равныхъ 
1, 2,3,... ‚ получаемъ, 

4, =: — о, 

А, = (2, — №) (2, — 2) А,, 
А; = (2; — 20) (2, — 2) (2, —=)А,, 
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Аи = (21—20) (2—1)... (пи-1 — 2и-3) Вы 

А, = (2—2) (а,—1,) ... (в. — ан) Ань 

Подставляя вифото А,, А,,... А, послфдовательныя ихъ значения, получаемъ 
окончательно 

А, = (2, — 2)... (2. аи) (21—25)... (2.1 — 2-9)... 

--: (2, — 2) (1, — 2) (2, — ®о). 
Умножеще опредълителей. Произведене двухъ опредфлителей можеть быть 

приведено къ виду опредфлителя, элементы котораго состоятъ изъ суммъ произве- 

ден! элементовъ каждой строки одного изъ опредълителей на соотвётетвенные эле- 
менты строкъ другого. 

Такъ напримфръ, произведене опредфлителей 

а, В, с; а, В, т 

а Ве и | а В, 1, 

< @,, В, 6, а, В» 1 
веть 

аа, + ВВ, -- оть, в.а, В.В, - о» аа, + ВВ, - Сл» 

ва, -- В.В, + ела, ва, + 6:8, + сд» @заь -- 6,В, - соль 

аза, - ВВ, - ол,, @:а, В.В; + о» ава, -- В.В, -- с» 
Доказательства, которыя мы дадимъ для этого частнаго случая, прилагаются 

и къ общему случаю. Такъ какъ каждый элементь написаннаго опредфлителя с0- 
стоить изъ суммы трехъ членовъ, то этотъ опредфлитель можеть быть разложень 

на сумму 27 опредлителей, которые получимъ. беря частный столбецъ въ каждомъ 
изъ трехъ предыдущихъ стоабцовъ. Безполезно выписывать всЪ эти опредфлители, 

достаточно указать два или три первыхъ изъ нихъ: 

а, их, аа аа, В» ель аа, ст. В 

а, аа, а, |+ | а;а, Б.В, ел, |-Н | аза, сл, Вы | +... 

@:а, аа, @:а. а:а, В.В, 61а @,а:, ста» бьВь 

Слфдуеть замфтить теперь, что во вефхъ опредлителяхь каждый столбець 
имфеть общаго множителя, который можно написать общимъ множателемъ опре- 

дЪаителя. 

Приведенные члены могутъ быть поэтому написаны такъ: 

4, а, а, а, В, с, а, с, В 

ваза, | а» @» а, | + а.Вуть | а. В, в; | + алльВь | а, сх, 6, | +..., 
@, в, аз @., 6, 6; аз, 6, В, 

1* 
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но первый изъ этихъ опредфлителей равенъ нулю, ибо два его столбца тождественны; 
второй есть не что иное какъ первый изъ данныхъ опред®лителей, трет!й же тотъ же 

самый, что и второй, но только взятый съ обратнымъ знакомъ. Равнымъ образомъ 
вояьйй другой частный опредфлитель, въ которомъ два столбца тождественны, исче- - 
знетъ и мы увидимъ, что вс не уничтожающиеся опредфлители будуть равны пер- 

вому изъ данныхъ, тогда какъ ихъ множители чдены второго изъ давныхъ опре- 
дЬлителей. 

Подобнымь же образомъ можно было бы разложить опредфлитель въ рядъ чле- 

новъ, равныхъ второму изъ данныхъ опредвлителей, умноженному на одинъ изъ 
элементовъ перваго. 

Въ виду важности этой теоремы мы дадимъ другое доказательство ея, 

Разсматривавиийся въ предыдущемьъ параграфЪ опредфлитель есть результать 

искалючешя перемфнныхъ изъ уравнений 

(аа, -- ВВ -ол,) 2 (аа, 5 В.В, 5 ола) у 5 (@а, НВ, с) =0, 

(аа, + вино) р-н (аа, -- В.В, одь) у (аа - В.В, -слз)2=0 
(аза, НВ, Нет, ) 2 -Н (а,я, + В.В, + ет.) у-н (аа, НВ, В, - е:1:) 2 =0,. 

Еели теперь положимъ: 

&,5 - ау + а;2 = Х, 

Виз -- Ву -- Вы = У, 
1:2 5 У - 72 = 2. 

Если система уравненй 

а. Х- ВУ с, = 0, 

в. Х + У + е,й = 0, 

а. ХВ, У + с, =0, 

преобразована при помощи подстановокъ 

Х = 4,2 -Н азу -Н а, 

У = Ве -- Ву № 
= 1:2 ТУ + Ты, 

то опредфаитель преобразованной системы равенъ опредфлителю 7) первоначальной 

системы, умноженному на опредфлятель А, называемый модулемь преобразованая. 

Приведенная теорема можеть быть обобщена слхующимъ образомъ. Положимъ 

что заданы лвф системы элементовъ 

в т | а, В, в | | в, 
3 

а, 6, с, а, В» т, 
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причемь въ каждой системь число строкъ меныие числа столбцовъ, и мы составимъ 
опредфлитель изъ этихъ эдементовъ подобно тому, какъ мы это дфлали въ преды- 

дущемъ параграф»: 

аа; -- В.В, ол, аа, + ВВ, ел, | 
, 

аа, + ВВ, + оу» @;а, + 6,8, + ел, 
то этоть опредвлитель будетъ равняться сумм слёдующихь 

аа, ВВ, | и. = 
а.0, @,а, аа», 5,8, 

= (@,5,) (а, В,) + (@,0,) (атз) + (.,) Вл), ; 
то веть, написанный опредвлитель равенъ сумм® произведен!й веевозможныхь опре- 

дЬлителей, которые можно составить изъ элементовъ первой системы, умноженныхъ 
на, соотв®тетвенные опредфлители, которые можно составить изъ элементовъ второй. 

Подобным образомъ раземотримъ двЪ системы, въ которыхъ число строкъ больше 

числа столбцовъ; напримфръ < 

@а,, @,% 

а, в а, В 
а, В, ||, || а, В, 
а, В а,, В 

и по приему, указанному уже, составимъ опредфлитель 

ана, - ВВ, @:а, -- ВВ аа, + ВВ 

аа, - 6.8, аа, -- В.В» за, + ЬВ, |, 

аа, - ФВ, @:а, + 5.8, аа, + ВВ 
то этотъ опредлитель тождественно равенъ нулю. 

Весьма полезный частный случай заключается въ томъ, что квадрать опре- 
дБаителя есть симметричесый опредфлитель. Такъ, квадрать опредфлителя (а, 
6, сз) веть. 

а НВ с: ва, -- 66, - с; аа, В. + 616, 

ва, - 6.6, + сс, а,’ -- 6,4 с,7, аа, -- 6:6, 0,0, |. 

аа, + 616 Е 616, аа 5 ВВ, -Н 6:0, а,’ - В? - 6* 

На основанш предыдущаго заключаемъ также, что сумма квадратовъ опред®- 

лителей 

(©, = (6,е,) = (а, 
есть опредфаитель 

а Ве", аа, -Н ЬЬ, - сс, 

аа, -- ВБ, се, а’ с 
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Мы будемъ называть опредълитель вида 

4, В,, С, 
ВО, 

А. В» 6 
взаимнымь по отношению къ опредлителю 

в в | 
АИ 

‚ 

> 6: ‚| 
| 6, 6, 6 

если каждый элементь опредфлителя А’ есть миноръ опредёлителя А, относящйся 

къ соотвфтетвенному члену послфхняго опрехфлителя. Напримфръ, В, есть миноръ, 
получаемый изъ опредфлителя А черезь вычеркиване первой строки и второго 

столбца, на переефчеши которыхъ лежить элементь 6,. Перемножая опредёли- 

тели А и А’, получимъ, 

@, А, ВВ, + с,С,, а.4, Н.В, + с,С, @А, - В, + с,С, 

а. А-В, + с.С,, а. 4, + 6,В, + е,С,, в А, + В, В,-+ 6, С, 

а А-В, В, с,С,, а, А, В, В, + е.С‚, А, + ВБ, + С, 

но, пб 
а, А, ВВ, + с. С, =А, а А, + В.В, + с, С, =0,..., 

сафдовательно 

0,0 

0, А, 0] = Аа 

ол 

откуда 
АбЕЕТАЯ: 

Подобнымь же образомъ докажемь и общую теорему для опредфлителя какого 
угодно порядка я: 

Д.А А", А! = А", 

Приложенше зтеори опредълителей къ ръшенгю уравненй первой сте- 

пени и къ теорёи исключения. 

Дана система » уравненй 
ах уче = 

ар бу ся... = 
ад -- Бучее +... = 

съ п неизвфетными 2, у, 2.,... 
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Беремъ опредфлитель, составленный изъ 2? коэффищентовь при неизвфетныхь 
въ заданной систем @,, 6,, с,, ... @, 6,, ... 4, ,.. 

а, Фе 
а, В о, ... 
а, 6, с»... 

А, В, 0... 

А, В.» С» 

А, В», С» 

Умноживъ послбдовательно уравнен1я нашей системы на элементы перваго 
столбца взаимнаго опредфлителя; т. е. первое уравнеше на А,, второе на А, и 
складывая, замбтимъ, что коэффищенты при у, 2, ... пропадутъ тогда какъ коэффи- 

щенть при 27 будетъ равенъ А. Получимъ 

#.А= А+ Ам- 45 -... ({“) 

Евли коэффищенты, составляющие опредълитель А, такъ выбраны, что опред®- 

литель Л равенъ нулю, то опредблить неизвестную 2 изъ уравнения (*) нельзя, 
ибо въ этомъ случа 2 изъ этого уравнен!я пропадаетъ и получается равенство 

= Ам-н 45+ ..- 65 

Если 1, С... суть таке коэффищенты, которые не удовлетворяють полу- 
ченному равенству, то наша система заключаеть въ себЪ противорфче. Если же 

т... таковы, что уравнеше (**) удовлетворяется, то неизвфотная 2 остается 
совершенно произвольною и система, не заключая противорфчя, не опредфляеть, 
неизвЪотную 2. То же относится и къ другимъ неизвветнымъ у, 2,... 

Если опредфлитель А не равенъ нулю, то изъ уравнения (*) получаемъ 

о ААА +... 
А 
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Подобнымъ же образомъ получимь 

_ ВЕ Вя-н Ви -... а. 

СЕ-н Ом-н 05 -... 
А =" 

Еели вс коэффищевты &, %, <,... равны нулю, то уравненёе (*) обращается 
въ слвдующее 

#.А=0. 

Подобнымь же образомъ получимъ и другая уравненйя: 

У.А=0, #.А=0,... 

Система послФднихъ уравнен!Й нё иначе можно удовлетворить, какъ полагая, 
или 

А = 0, 

тогда 2, у, 2, ...могуть не равняться нулю, причемь каждая изъ нихъ можеть 
имфть безчиеленное множество значенй; или же, если А не равняется нудю, то 

должны равняться нулю заразъ веб неизвфетныя х, у, 2,... 

Примтчане 1. Легко замтить, что числитель въ выражени для 2 есть не 

что иное, какъ опредлатель 

БВ, ©, 

6: 6 

Ь В, в, 

Подобнымъ же образомъ числитель у неизвфетной у получается черезъ замну 

въ опредблител А столбца, составленнаго изъ коэффищентовъ при у, столбцомъ 

вторыхъ частей &, м, <,... 

Примтчане 2. Въ случаЪ если Е.С, ... равны нулю, равенетво А — 0 можно 
разсматривать какъ результатъ исключен!я буквЪ 2, у, 2, ... изЪ заданной системы, 

Въ этомъ случав заданная система называется системою однородною, ибо во ве№ 

ея члены входить по крайней мфрЪ одна неизвфстная въ одной и той же степени, 

первой, и нфтъ члена, не содержащаго неизвфстныхъ, или члена нулевой степени 

‘относительно этихъ неизвъетныхъ. 
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Покажемь, какъ исключить 2 неизвЪотныхь 2, У, 2, ... изъ ®-- 1 уравненйй: 

а Вузе... =Ь 

ауд Ву ее... =1, [63] 

а, Бу... =, 

Сказанное исключеше мы можемъ себ представить совершеннымь слдующииь 
образомъ: одно изъ ж -- 1 уравненш, напримфръ посафднее, не будемъ разематри- 

вать; оставшуюся же систему ® уравненй ршимъ, по только указанному правилу, 
относительно ® неизвъетныхъ #2, у, 2, ... 

Полученныя численныя значеня подставимъ въ посл®днее уравнеше. Получен- 
ное равенство будетъ результатомъ исключеня буквЪ 2, у, 2, ... и дастъ то усло- 

ве, которому должны удовлетворять коэффищенты »-+1 заданныхь уравнен!й, 

для того чтобы веб эти уравнен!я удоваетворились одною сиетемою неизв®ет- 
ныхь 2, у, 2,... 

Указанное условное уравнен!е между коэффищентами мы легко получимъ изъ 

слбдующихь соображенй. Введемъ, кром® % неизвЪстнымъ, еще одну новую не- 

извфетную о прежшя неизвъетныя 2; У, 2, ... замфнимъ сафдующими 

в: 2 

Тогда по умножени на х неоднородная система я + 1 уравнений (1) обратится. 

въ систему однородную ® — 1 уравнен! съ и 1 неизвфетными 2, У, 2, ... 0: 

а, 5 Бучее-... —@ = 0, 

ар - Ву се... —т1=0, 

(= =0, ах -- Ву Ноа. 

Результатом же исключенйя неизвфетныхъ изъ однородной системы, по преды- 

дущимъ разсужденщямъ, будеть равенетво нулю опредфлителя, составаеннаго изъ. 
коэффищентовъ, въ данномъ случа® 

а, 6, сы, .. ыв 

в; 6; бь...1 =: 

а, В, 6»... 6 

Если система линейныхъ уравненй первой. степени заключаеть больше не- 
изветныхъ, чФиъ уравненй, то такая система не опредЪляетъ вполн® неизвъстныхъ, 
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Раземотримъ подробнЪ%е случай, когда число уравненй на единицу меньше числа 

неизвфотныху, да, кромЪ того, эти уравнен{я однородны. 

Итакъ, дано * — 1 уравненй 

д -- Ву + са -+ ...=0, 

ах фу зное-н ... =0, 

ах -- Ву Е се + ...=0, 

съ п неизвжетными 2, у, =,... 

Добавимъ къ нашей систем еще уравнене съ совершенно произвольными 

коэффищентами 
ах буче + ... = 

тдЪ числа а, 6,с,... = совершенно произвольны. Тогда получаемъ систему  урав- 

ненй съ » неизвестными 

ах уже... 

а Вузчсе-. 

, (1) 
ах-Нуное-+ ...=0, 

ад уса. 

Произвольные коэффищенты а, 6, с, ... будемь выбирать совершенно про- 
извольно, подъ однимъ лишь условемъ, чтобы не обращался въ нуль опредёлитель 

мы относительно его, прежде всего, замфчаемъ, что миноры первой строки А, В,С,... 
суть числа данныя, ибо не заключають произвольныхъ злементовъ а, 6, с, ... пер- 
вой строки опредваителя А. Что же касается другихъ миноровъ А, В,. ... Аз... 
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то въ составъ ихъ входять произвольные элементы а, 5, с, ... первой строки. Р%- 

шая систему уравнен!й (1) относительно неизвфетныхъ, получимь 

2.А=еЛ, у.А=еВ, я.А 80, ... 

Посада уравненя можно представить въ видЪ пропорцй: 

= 

бы. 

Но такъ какъ = число совершенно произвольное, Д же не равняется нулю, то 
МЫ ВИДИМЪ, 970 2, У, &, ... остаются произвольными, причемъ между ними суще- 
ствуеть зависимость, выражаемая пропорщей: 

ЧЕ“ 
ЕВЕ 0” > 

Показавъ, какъ производятся исключен нензвЪстныхь при системахь урав-_ 
ненй первой степени, обращаемся теперь въ исключению неизвветныхъ изъ систем 

уравневй высшихъ степеней. Ограничимея здфсь раземотрьшемъ случая искдюче- 
н1я одной неизвъетной 2 изъ двухъ уравнен степеней выше первой. Начнемъ съ 
простёйшихъ случаевъ. 

Мы уже видЪли, что результать исключения 2 изъ двухъ уравнен!й 

ар = 0, аа =0` 

веть уравнеше а5’' — а’ — 0. Если теперь имемъ два уравненя второй степени 

а 5 ес =0, ай + хо =0, 

то умножимъ первое на а’, второе на @ и вычтемъ, получимъ 

(@6!) + (ав') = 0. 

Умножимъ первое уравнен!е на с’, второе на с, вычтемь и раздфлимъ на х, 
получим 

(ас') 2 + (66') = 0. 

Задача приведена такимъ образомъ къ исключению неизвЪетнаго 2 изъ двухъ 

линейныхь уравневй, въ результать чего получаемъ: 

(ае’) = (6!) 66) = 0. 

Обращаясь къ случаю исключения неизвфстной изъ двухъ уравнен!й степени 

тип, ограничимся изложешемъ способа Эйлера. 

Если два уравнения степени 2% и » имфють общаго множителя первой степени, то 
получимъ одинаковый результат, умножимъ ли первое уравнене на * — 1 другихъ 

множителей второго, или второе на и—1 множителей перваго. Слдовательно, если 



я 
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умножимъ первое на произвольную функщю 7 — 1 степени, вводящую % произволь- 
выхъ постоянныхъ, второе на произвольную функцию * — 1 степени, вводащей 2% 
постоянныхъ, и если приравняемъ почленно 00% полученныя такимъ образомъ, 
функщи ж-н-”— 1 степени, то получимъ 2% -- ® уравненй; изъ которыхъ можемъ, 

искаючить % - я произвольныхь постоянныхъ, которыя всЪ первой степени, и по- 
лучимъ такимъ образомъ, въ видЪ опредьлителя, результать исключеня неизвъет- 
наго изъ двухъ данныхъ уравнений. 

Напримръ, требуется исключить неизвестную 2 изъ уравнен!й: 

да бе ье-- 0, аа Бен = 0. 

Придется приравнять почленно 

(Аз В) (а? 62 + с) п (Аж -н В!) (а? 5 Ве не); 

получаемъ четыре уравнешя 

Аа — Аа =0; 

АБ -+ Ва — АЪ — Ва = 0, 

Ае + ВБ — А'е — ВЫ = 0, 

= Вс — Ве = 0. 

Исключая А, В, А', В', получаем 

а. отагея 

$, а.6, а' 
=: 

ина, 5 

0 с 0 е 

Еромф этого способа Эйлера существують еще методы Безу, Сильвестра, и въ 

особенности метода, основанная на свойствахъ симметрическихь функц отъ кор- 
ней, излагаемая въ тЬхъ частяхъ высшей алгебры, которыя посвящены изучению 

свойствъ функшй оть корней алгебраическихь уравненй. 
Для желающихь ближе ознакомиться съ теорей опредфлителей и ея главнЪй- 

шихъ приложенй можно рекомендовать (7. Зайиоп. [есопз 4’А1яёте Зпрбмеиге. 

Вайлег. Теоме 4ег Оеегитанцев и на русскомъ языкЪ: Ващенко-Захарченко. 

Теорйя опредфлителей. 
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